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Reseña

El infinito ¿es una propiedad matemática válida o es una abstracción

desprovista de sentido? La ambición intelectual de David Foster Wallace le

permite contarnos la historia de los matemáticos que se esforzaron en

entender el infinito, desde la Antigua Grecia hasta el contraintuitivo

descubrimiento del genio matemático Georg Cantor, según el cual existían

diversos tipos de infinito. El autor aborda un conjunto de logros matemáticos

extremadamente abstractos y técnicos, aunque muy profundos, interesantes

y hermosos. El objetivo es hablar de esos logros de tal manera que resulten

atractivos y comprensibles para lectores que no tengan preparación técnica

ni sean expertos en la materia.

El resultado es una obra inteligente, sugestiva y gratificante, que nos ofrece

una profunda comprensión inmediata del mundo de las matemáticas. David

Foster Wallace ha hecho comprensibles por fin algunos aspectos de las

matemáticas difíciles de entender y que pocos sospechaban que pudieran

poseer: las matemáticas son asombrosas y de una belleza impresionante.
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Prólogo breve pero necesario

Desafortunadamente este es un prólogo que hay que leer —y en primer

lugar— para entender ciertas características estructurales del texto principal

y algunas partes que casi parecen un código. De estas, la más frecuente es

la abreviatura SEI en negrita. Para su información, no se trata de un tic o un

error tipográfico, sino que sustituye la expresión «Si está interesado», que,

de tanto usarla en los primeros borradores, finalmente, por pura repetición,

evolucionó de ser una frase normal, utilizada para introducir algún párrafo,

hasta convertirse en un signo abstracto extratextual — SEI— que ahora

sirve para clasificar ciertos fragmentos de texto de un modo particular. De

qué modo lo hace es algo que ahora quedará justificado y explicado.

Todo  y  más  es  una  obra  de  divulgación  científica.  Aborda  un  conjunto  de

logros matemáticos extremadamente abstractos y técnicos, aunque

enormemente profundos e interesantes, y también hermosos. El objetivo es

hablar de esos logros de tal manera que resulten atractivos y comprensibles

para lectores que no tengan preparación técnica de nivel profesional ni sean

expertos en la materia. Hacer las matemáticas bonitas, o por lo menos

conseguir  que  el  lector  entienda  que  alguien  pueda  considerarlas  así.  Todo

esto,  por  supuesto,  suena muy bien,  pero hay una pega: ¿cómo de técnica

puede llegar a ser la presentación sin que el lector se pierda o sin enterrarle

en un sinfín de pequeñas definiciones y aclaraciones aparte? Además, si se

asume, como parece plausible, que algunos lectores tienen mucha más

preparación técnica que otros, ¿qué tono debe tener la explicación para que

sea accesible al neófito sin ser aburrida o irritante para alguien que ha

practicado muchas matemáticas en el instituto?

A partir de este punto, SEI en negrita señala partes del material a las que se

puede  echar  un  vistazo,  leerlas  por  encima  u  omitirlas  por  completo  si  el

lector lo desea. Es decir, se pueden ignorar sin perderse nada importante.

Probablemente, más de la mitad de las notas son SEI, así como varios
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párrafos, e incluso un par de subsecciones del texto principal. Algunos de los

fragmentos opcionales son divagaciones o efemérides históricas; 1 algunos

son definiciones o explicaciones en los que un lector ducho en matemáticas

no tendrá que perder el tiempo. Pero la mayoría de los fragmentos SEI están

pensados para lectores con gran preparación técnica, o un interés poco usual

en las verdaderas matemáticas, o una paciencia sobrenatural, o las tres

cosas; dichos fragmentos proporcionan una mirada más detallada a asuntos

que la explicación principal pasa por alto o deja de lado.

Hay otras abreviaturas en el libro. Algunas solo están para ahorrar espacio.

Otras son consecuencia de un peculiar problema de estilo que se da en la

escritura técnica, que consiste es que con frecuencia tenemos que utilizar las

mismas palabras una y otra vez de un modo que se hace terriblemente

pesado —la cuestión es que algunas palabras técnicas tienen significados

muy específicos que ningún sinónimo puede captar—. Así, especialmente en

el caso de ciertos términos de alta tecnología, la abreviatura es el único

modo  de  conseguir  un  poco  de  variedad.  En  realidad,  nada  de  esto  es  un

problema. Todas las abreviaturas del libro están contextualizadas de tal

modo que debería quedar totalmente claro qué significan. Sin embargo, por

si hubiera errores del autor o confusiones innecesarias, aquí presentamos

una lista de las principales abreviaturas que puede consultar en caso de

necesidad:

A. C. P. = Axioma del conjunto potencia

A. E. = Axioma de elección

C1-1 = Correspondencia uno a uno

«C y n. i.» = «Continuidad y números irracionales» de

1 SEI Aquí tenemos un buen ejemplo de curiosidad SEI. El autor, aquí presente, es alguien con un interés de
aficionado medio-alto en las matemáticas y los sistemas formales. También es alguien a quien se le atravesaron las
matemáticas en todos los cursos a los que asistió, excepto uno, que ni siquiera fue en la universidad, pero que
estaba impartido por uno de esos raros especialistas que pueden hacer que lo abstracto resulte vivo y llamativo, y
que te hablan realmente cuando dan la lección, y de quien todo lo que pueda ser bueno de este librito es un pálido
y bienintencionado reflejo.
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Dedekind

CV = Círculo vicioso

D. en D. = Demostración en diagonal

D. Η. P. = Divina Hermandad de Pitágoras

DNC = Dos nuevas ciencias de Galileo

E. D. = Ecuación diferencial

E. O. = Ecuación de onda

G. E. = GLOSARIO DE EMERGENCIA

H. C. = Hipótesis del continuo

LTE = Ley del tercero excluido

N. & L. = Newton y Leibniz

P. A. I. = Principio de abstracción ilimitada

P. A. L. = Principio de abstracción limitada

P. C. = Producto cartesiano

P. C. G. S.

F.

= Problema de convergencia general de las

series de Fourier

P. C. V. = Problema de la cuerda vibrante

P. del I. = Paradojas del infinito de Bolzano

P. I. = Principio de inducción

P. Z. = Paradojas de Zenón

RIV = Regresión infinita viciosa

R. N. = Recta numérica

R. R. = Recta real

T. A. C. = Teoría axiomática de conjuntos

TAC = Teoría analítica del calor de Fourier

T. B. = Teorema del binomio

Τ. Β. W. = Teorema de Bolzano-Weierstrass

Τ. Ε C. = Teorema fundamental del cálculo

Τ. I. C. = Teoría informal de conjuntos
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Τ. Ρ. = Teorema de Pitágoras

T. U. = Teorema de unicidad

Τ. V. Ε. = Teorema de los valores extremos de

Weierstrass

U. S. Μ. = Argumento Uno Sobre Muchos de Platón

VNB = Sistema de axiomas para la teoría de

conjuntos de Von Neumann y Bernays

ZFS = Sistema de axiomas para la teoría de

conjuntos de Zermelo-Fraenkel-Skolem
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Capítulo Uno

§ 1a

Existe algo así como un historiador de las matemáticas. Aquí está, a modo

de apertura, una cita de tal historiador en la década de 1930:

Una conclusión parece ser ineludible: sin una teoría consistente del infinito

matemático no hay teoría de los irracionales. Sin una teoría de los

irracionales no hay análisis matemático de ninguna forma remotamente

parecida a lo que tenemos ahora. Y finalmente, sin el análisis, la mayor parte

de las matemáticas —incluyendo la geometría y la mayor parte de las

matemáticas aplicadas— tal como existe actualmente, dejaría de existir. Por

lo tanto, la tarea más importante a la que tienen que hacer frente los

matemáticos debería ser la construcción de una teoría satisfactoria del

infinito. Cantor lo intentó; con qué éxito es algo que se verá después (Bell,

págs. 521-522).

Los excitantes términos matemáticos no importan por ahora. El Cantor de la

última  línea  es  el  profesor  Georg  F.  L.  P.  Cantor,  nacido  en  1845,

naturalizado alemán, perteneciente a una familia de comerciantes y

reconocido padre de la teoría abstracta de conjuntos y de las matemáticas

transfinitas. Algunos historiadores han debatido en un tira y afloja la cuestión

de si era judío. Cantor en latín significa «cantante».

Georg F. L. P. Cantor es el matemático más importante del siglo XIX y una

figura  de  gran  complejidad  y  sufrimiento.  Estuvo  entrando  y  saliendo  de

hospitales mentales buena parte de su madurez tardía y murió en un

sanatorio en Halle2 en 1918. Curiosamente, Kurt Gödel, el matemático más

importante del siglo XX, también murió como resultado de una enfermedad

mental. Ludwig Boltzmann, el físico matemático más importante del siglo

XIX, se suicidó. Y así sucesivamente. Los historiadores y los estudiosos de la

2 SEI Halle, una mina de sal río arriba cerca de Leipzig, más conocida como el lugar de nacimiento de Händel.
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cultura pop tienden a dedicar mucho tiempo a los problemas psiquiátricos de

Cantor y a si estaban relacionados, y de qué modo, con su trabajo sobre las

matemáticas del ∞.

En  el  año  1900  se  celebró  en  París  el  2º  Congreso  Internacional  de

Matemáticos. El profesor David Hilbert, por aquel entonces el matemático nº

1  del  mundo,  describió  los  números  transfinitos  de  Georg  Cantor  como «el

mejor producto del genio matemático» y «una de las más bellas

realizaciones de la actividad humana en el dominio de lo puramente

inteligible» (Hilbert, «Über das Unendliche» [«Sobre el infinito»], pág. 197).

He aquí una cita de Gilbert K. Chesterton: «Los poetas no enloquecen, pero

los jugadores de ajedrez sí. Los matemáticos se vuelven locos, y los cajeros,

pero los artistas creativos no suelen hacerlo. No estoy atacando la lógica:

solo digo que este peligro yace en la lógica, no en la imaginación»

(Chesterton,  citado  por  Barrow,  pág.  171).  Y  aquí  está  un  fragmento  del

texto de la solapa de una reciente biografía divulgativa de Cantor: «A finales

del siglo XIX, un matemático extraordinario languidecía en un sanatorio […]

Cuanto más se acercaba a las respuestas que buscaba, más lejanas

parecían. A la larga, ello le condujo a la locura, igual que a otros

matemáticos  antes  que  a  él»  (Amir  D.  Aczel,  The  Mystery  of  the  Aleph:

Mathematics, the Kabbalah, and the Search for Infinity, Four Walls Eight

Windows, 2000).

Los casos de grandes matemáticos con enfermedades mentales tienen

enorme resonancia para los escritores y cineastas de la época pop. Esto tiene

que ver principalmente con las ideas preconcebidas y las sensibilidades de

esos mismos escritores/cineastas, y a su vez dichas ideas están en función

de lo que se podría llamar el molde arquetípico particular de nuestra época.

No  hace  falta  decir  que  dichos  moldes  cambian  con  el  tiempo.  Hoy,  el

Matemático  Mentalmente  Enfermo  parece  ser  de  algún  modo  lo  que  el

Caballero Errante, el Santo Mortificado, el Artista Atormentado y el Científico

Loco fueron en otras épocas:  algo así  como nuestro Prometeo,  el  que va a
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lugares prohibidos y vuelve con regalos que todos podemos aprovechar pero

cuyo precio solo paga él. Esto es probablemente un poco exagerado, por lo

menos en la mayoría de los casos.3 Pero Cantor encaja en el molde mejor

que la mayoría. Y las razones para ello son mucho más interesantes que

cualesquiera fueran sus problemas y síntomas.4

Pero saber algo sobre los logros de Cantor no es lo mismo que valorarlos, lo

cual constituye nuestro objetivo e implica ver las matemáticas transfinitas

como una especie de árbol, con sus raíces en las paradojas de la Antigua

Grecia acerca de la continuidad y la inconmensurabilidad, y sus ramas

enredadas en la crisis moderna sobre los fundamentos de las matemáticas:

Brouwer  y  Hilbert  y  Russell  y  Frege  y  Zermelo  y  Gödel  y  Cohen  y  sus

colegas. Los nombres ahora mismo son menos importantes que el árbol,

siendo este una especie de esquema general que conviene recordar.

§ 1b.

Pero Chesterton se equivocaba respecto a una cosa. O era por lo menos

impreciso. El peligro que intentaba concretar no es la lógica. La lógica es solo

un método, y los métodos no pueden desquiciar a las personas. De lo que en

realidad intenta hablar Chesterton es de una de las principales características

de la lógica, y de las matemáticas. Su cualidad de abstractas. La abstracción.

Vale la pena esclarecer el significado de abstracción. Puede que sea el

término más importante para apreciar el trabajo de Cantor y el contexto que

lo  hizo  posible.  Gramáticamente,  la  raíz  viene  de  un  adjetivo,  del  latín

abstractus («apartado»). El Oxford English Dictionary contiene nueve

3 SEI aunque también lo es el otro estereotipo, en las antípodas de este, de los matemáticos como pequeñas
criaturas empollonas con pajarita. En la arquetipología contemporánea, ambos estereotipos parecen combinarse de
maneras importantes.
4 En términos médicos modernos, resulta bastante claro que Georg F. L. P. Cantor padecía un trastorno maníaco-
depresivo  en  una  época  en  la  que  nadie  sabía  lo  que  era,  y  que  sus  ciclos  bipolares  se  vieron  agravados  por
tensiones profesionales y decepciones, las cuales a Cantor no le faltaron. Por supuesto, esto no da un titular tan
interesante como Genio Enloquecido por Intentar Lidiar con el ∞. La verdad, sin embargo, es que el trabajo de
Cantor y su contexto son tan interesantes y bellos que no hay necesidad de convertir la vida de este pobre tipo en
una vacía alegoría prometeica. La verdadera ironía es que la visión del ∞ como una zona prohibida o camino a la
locura —visión muy antigua y poderosa que acechó a las matemáticas durante más de dos mil años— es
precisamente lo que la obra de Cantor derribó. Decir que el ∞ enloqueció a Cantor es como lamentar la derrota de
san Jorge ante el dragón: no solo es falso, sino insultante.
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definiciones importantes del adjetivo, de las cuales la más pertinente es la

4.a.:

«Apartado o separado de la materia, de la corporeidad

material, de la práctica, o de los ejemplos particulares.

Opuesto a concreto».

También resultan de interés las definiciones 4.b., «Ideal, destilado hasta su

esencia», y 4.c., «Abstruso».

He  aquí  una  cita  de  Carl  B.  Boyer,  que  es  más  o  menos  el  Gibbon  de  la

historia de las matemáticas5: «Pero ¿qué son, después de todo, los enteros?

Todo el mundo cree saber qué es el número tres, hasta que intenta definirlo

o explicarlo» (Boyer, pág. 596). Por ello, resulta instructivo hablar con los

profesores de matemáticas de preescolar e informarse acerca de cómo se

enseñan realmente los números enteros a los niños. Cómo se les enseña, por

ejemplo, lo que es el número cinco. Primero se les dan, por ejemplo, cinco

naranjas. Algo que puedan tocar o sostener. Se les pide que las cuenten.

Luego se les da una foto de cinco naranjas. Después, una foto que combina

las cinco naranjas con el numeral «5», de modo que asocien ambas cosas.

Luego, una imagen con solo el numeral «5» y sin las naranjas. Entonces los

niños comienzan con ejercicios verbales en los que empiezan a hablar sobre

el entero 5 per se, como un objeto en sí mismo, aparte de las cinco naranjas.

En otras palabras, son sistemáticamente engañados, o inducidos, para que

traten a los números como cosas en lugar de como símbolos de las cosas.

Entonces se les puede enseñar aritmética, la cual contiene relaciones

elementales entre números. (El lector notará el paralelismo con el modo en

que se nos enseña a usar el lenguaje. Pronto aprendemos que el nombre

«cinco» significa, simboliza, el entero 5, etc.).

5 SEI Boyer comparte únicamente con el profesor Morris Kline la cima de la «cadena alimentaria» de los
historiadores de las matemáticas. Las obras principales de Boyer y Kline son respectivamente Historia de las
matemáticas y El pensamiento matemático de la Antigüedad a nuestros días. Ambos libros son excelentes y
extraordinariamente completos, por lo que los citaremos con frecuencia.
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A veces un chaval tiene dificultades, dicen los profesores. Algunos niños

entienden que la palabra «cinco» significa 5, pero siguen queriendo saber ¿5

qué? ¿5 naranjas? ¿5 céntimos? ¿5 puntos? Esos niños, que no tienen ningún

problema para sumar o restar naranjas o monedas, a pesar de todo tendrán

malos resultados en las pruebas de aritmética. No pueden tratar el 5 como

un objeto per se. A menudo son enviados a grupos de Educación Matemática

Especial, donde todo se enseña en términos de grupos o conjuntos de

objetos reales en lugar de números «separados de ejemplos particulares»6.

La cuestión clave es que la definición básica de «abstracto» para nuestros

propósitos va a ser algo combinada: «apartado o más allá de la

particularidad concreta, de la experiencia sensorial». Usado solo de este

modo, «abstracto» es un término de la metafísica. De hecho, en todas las

teorías matemáticas está implícito algún tipo de postura metafísica. El padre

de la abstracción en las matemáticas fue Pitágoras. El padre de la

abstracción en la metafísica, Platón.

Pero las otras definiciones del Oxford English Dictionary no son irrelevantes.

No solo porque las matemáticas modernas son abstractas en el sentido de

ser extremadamente abstrusas. Para las matemáticas también es esencial

abstraer en el sentido de reducir algo a su esencia absoluta, a su esqueleto,

como en el  resumen de un artículo  o de un libro7. Como tal, su significado

puede ser pensar profundamente en cosas en las que la mayoría de la gente

no puede pensar profundamente, porque se pone como loca.

Todo esto es solo una especie de calentamiento. No será todo igual. Aquí

están dos citas más de figuras prominentes. Morris Kline:

6 Respecto a esto, Bertrand Russell tiene un párrafo interesante sobre las matemáticas de nivel intermedio, donde
suele darse el siguiente gran salto de abstracción tras la aritmética: «Al empezar álgebra, incluso el muchacho más
inteligente se encuentra, por regla general, con grandes dificultades. El uso de letras es un misterio, que parece no
tener otro propósito que la mistificación. Es casi imposible, al principio, no pensar que cada letra representa algún
número en particular, y que solamente el profesor nos revelará qué número representa. El hecho es que en el
álgebra la  mente aprende por  primera vez a  considerar  verdades generales,  verdades que no se afirman solo  de
esta o aquella cosa en particular, sino de cualquiera de un grupo entero de cosas.
Es en el poder de entender y descubrir tales verdades donde reside el dominio del intelecto sobre todo el mundo de
las cosas reales y posibles; y la capacidad de tratar con lo general en sí es uno de los dones que una educación
matemática debería otorgar (Russell, Mysticism and Logic, pág. 60)»
7 En inglés el resumen de un artículo académico suele llamarse abstract. (N. del t.)
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«Una de las grandes contribuciones griegas al concepto mismo

de matemáticas fue el reconocimiento consciente y el énfasis

en el hecho de que las entidades matemáticas son

abstracciones, ideas sostenidas por la mente y claramente

diferenciadas de los objetos físicos o las imágenes» (Kline,

pág. 29). Ferdinand de Saussure: «Lo que se les ha pasado

por alto a los filósofos y a los lógicos es que desde el momento

en que un sistema de símbolos se vuelve independiente de los

objetos designados, él mismo está sujeto a sufrir cambios que

son incalculables para el lógico» (Saussure, pág. 23).

La abstracción lleva incluidos todo tipo de problemas y quebraderos de

cabeza, eso lo sabemos todos. Parte del riesgo es cómo usamos los

nombres. Pensamos en los significados de los nombres en términos de

denotaciones. Los nombres sustituyen cosas: hombre, mesa, pluma, David,

cabeza, aspirina. Se da un tipo especial de comicidad cuando hay confusión

respecto a lo que es un nombre de verdad, como en «¿Quién va primero?» o

en aquellas bromas de Alicia en el país de las maravillas: «¿Qué puedes ver

en  el  camino?».  «Nada».  «¡Qué  vista  más  buena!  ¿Qué  aspecto  tiene

nada?». Pero la comicidad tiende a desvanecerse cuando los nombres

denotan abstracciones, en el sentido de conceptos generales divorciados de

ejemplos concretos. Muchas de estas abstracciones-nombres tienen su raíz

en un verbo. «Movimiento» es un nombre, y también «existencia». Usamos

palabras como estas continuamente. La confusión viene cuando intentamos

pensar en qué significan exactamente. Es como la observación de Boyer

acerca de los enteros. ¿Qué denotan exactamente «movimiento» y

«existencia»? Sabemos que existen cosas concretas y particulares, y que a

veces se mueven. ¿Existe el movimiento per se? ¿De qué manera? ¿De qué

manera existen las abstracciones?
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Por supuesto, esta última cuestión es en sí misma muy abstracta. Ahora

probablemente usted comienza a sentir dolor de cabeza. Hay una especie de

incomodidad o impaciencia ante este tipo de cosas. Surgen preguntas como:

«¿Qué es exactamente la existencia?» o «¿Qué queremos decir exactamente

cuando hablamos del movimiento?». La incomodidad es muy distintiva y

aparece solo en cierto nivel del proceso de abstracción, porque la abstracción

funciona por niveles, igual que los exponentes o las dimensiones. Digamos

que  «hombre»  refiriéndose  a  un  hombre  en  particular  es  el  Nivel  Uno.

«Hombre»  refiriéndose  a  la  especie  es  el  Nivel  Dos.  Algo  así  como

«humanidad» es el Nivel Tres: ahora estamos hablando de los criterios

abstractos para que algo pueda ser calificado de humano. Y así

sucesivamente. Pero pensar de ese modo puede ser peligroso, extraño.

Pensar con suficiente abstracción sobre cualquier cosa… Seguramente todos

hemos  tenido  la  experiencia  de  pensar  en  una  palabra,  por  ejemplo,

«pluma», y en algo así como repetirla para nuestros adentros una y otra vez,

hasta que deja de significar nada. La misma extrañeza de llamar «pluma» a

algo empieza a meterse en la conciencia de un modo inquietante, como los

síntomas de un inminente ataque epiléptico.

Como probablemente sabe el lector, buena parte de lo que ahora llamamos

filosofía analítica está relacionado con cuestiones como estas, del Nivel Tres

o incluso del Cuatro. Como en la epistemología = «¿Qué es exactamente el

conocimiento?»; la metafísica = «¿Cuáles son exactamente las relaciones

entre los constructos mentales y los objetos del mundo real?», etc.8. Podría

ser que los filósofos y los matemáticos, que pasan mucho tiempo pensando

(a) en abstracto (b) sobre abstracciones o (c) ambas cosas, tengan eo ipso

propensión a las enfermedades mentales. O podría ser simplemente que las

personas susceptibles de padecer una enfermedad mental tengan mayor

8 SEI Según la mayoría de las fuentes, Cantor no era únicamente un matemático: tenía una auténtica filosofía del
infinito. Era extraña y casi religiosa y, nada sorprendentemente, abstracta. En cierto momento, Cantor intentó
cambiar su puesto de trabajo en la Universidad de Halle del Departamento de Matemáticas al de Filosofía; la
petición fue denegada. Cabe reconocer que este no fue uno de sus períodos más estables.
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propensión a pensar en este tipo de cosas. Es como la cuestión del huevo y

la  gallina.  Pero algo es seguro.  Es un mito total  que el  hombre sea curioso

por  naturaleza  y  que  esté  ávido  de  la  verdad,  y  que  desee,  por  encima de

todo, conocer9. Admitiendo ciertos significados de «conocer», hay en realidad

una gran cantidad de cosas que no queremos conocer. Evidencia de ello son

los abundantes asuntos y problemas acerca de los cuales no nos gusta

pensar en abstracto.

Veamos un poco de teoría. Los temores y peligros del pensamiento abstracto

constituyen grandes motivos para que ahora a todos nos guste estar todo el

día muy ocupados y bombardeados por estímulos. El pensamiento abstracto

tiende más bien a asaltarnos en momentos de tranquilo reposo. Por ejemplo,

a primera hora de la mañana, especialmente si usted se despierta antes de

que suene el despertador, de repente y sin ningún motivo puede comenzar a

pensar que ha estado levantándose de la cama cada mañana sin la más

mínima duda de que el suelo le sostendría. Mientras yace ahí considerando el

asunto, parece por lo menos teóricamente posible que algún defecto en la

construcción del suelo o en su integridad molecular podría hacer que este se

combara, o incluso que usted lo atravesara limpiamente por algún aberrante

fenómeno cuántico o algo parecido. En cierto sentido, no es algo que parezca

una imposibilidad lógica o algo así. No es que usted tenga realmente miedo

de que el suelo se venga abajo justo en el momento en que se levante. Es

solo que ciertos estados mentales y líneas de pensamiento son más

abstractos, y no están centrados en ninguna necesidad u obligación que vaya

usted a atender cuando se levante. Esto es solo un ejemplo. La cuestión

abstracta que está usted considerando desde la cama es si su confianza en el

suelo está verdaderamente justificada. La respuesta inicial, que es

afirmativa, se basa en el hecho de que usted se ha levantado por la mañana

miles, en realidad bastante más de diez mil veces hasta ahora, y el suelo le

9 SEI La fuente de este pernicioso mito es Aristóteles, quien desde cierto punto de vista es el villano de todo
nuestro relato.
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ha sostenido cada vez. Es la misma manera de justificar que saldrá el sol,

que su esposa recordará cómo se llama usted, que cuando tiene ciertas

sensaciones eso significa que está a punto de estornudar, etc. Porque han

sucedido una y otra vez anteriormente. El principio involucrado es realmente

el único modo de predecir cualquiera de los fenómenos con los que contamos

automáticamente sin tener que pensar en ellos. Y la inmensa mayoría de los

hechos cotidianos son fenómenos de este tipo, y sin esta confianza basada

en experiencias anteriores nos volveríamos todos locos, o por lo menos

seríamos incapaces de hacer nada porque tendríamos que detenernos y

deliberar acerca de la más mínima cosa. Es un hecho: la vida tal como la

conocemos sería imposible sin esta confianza. Pero aun así, esta confianza

¿está verdaderamente justificada o es solo extremadamente conveniente?

Esto es pensar en abstracto, con su característico perfil escalonado, y ahora

usted se encuentra varios escalones hacia arriba. Ya no está pensando solo

en el suelo y en su peso, ni en su confianza ni en cuán necesaria parece ser

ese tipo de confianza para la supervivencia básica. Ahora está usted

pensando  en  una  regla,  ley  o  principio  mucho  más  general  por  el  que  esta

confianza rutinaria, con toda su miríada de formas e intensidades, está de

hecho justificada en lugar de ser solo una serie de extraños reflejos clónicos

que le impulsan a lo largo del día. Otra señal clara de que se trata de

pensamiento abstracto: usted todavía está quieto. Parece que está gastando

una tremenda energía y aún no se ha movido. Todo está ocurriendo en su

mente. Es extremadamente raro. No es nada sorprendente que a la mayoría

de  la  gente  no  le  guste.  De  repente  tiene  sentido  que  a  menudo  se

represente a los locos poniéndose las manos en la cabeza o golpeándola

contra algo. Pero si recibió buenas lecciones en la escuela, puede que ahora

recuerde  que  la  regla  o  principio  que  usted  intuye  ya  existe:  su  nombre

oficial  es  principio  de  inducción  (P.  I.).  Es  el  precepto  fundamental  de  la

ciencia moderna. Sin el principio de inducción, los experimentos no podrían

confirmar las hipótesis, y nada en el universo físico podría predecirse con un
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mínimo de confianza. No podría haber leyes naturales o verdades científicas.

El  P.  I.  afirma  que  si  algo,  x,  ha  sucedido  en  ciertas  circunstancias

particulares n veces en el pasado, tenemos justificación para creer que las

mismas circunstancias darán lugar a x en la ocasión n + 1. El P. I. es

totalmente respetable y fidedigno, y parece una salida inteligente para

librarse del problema. Es decir, hasta que le asalte (como solo puede suceder

en estados mentales muy abstractos o cuando falta más de la cuenta para

que suene el despertador) la idea de que el propio P. I. no es más que una

abstracción a partir de la experiencia… Así que, ahora ¿qué justifica

exactamente nuestra confianza en el P. I.? Este último pensamiento puede

estar  o  no  acompañado  de  cierto  recuerdo  de  la  infancia,  por  ejemplo,  de

varias semanas pasadas en la granja de un pariente (es una larga historia).

Veamos, en un corral con alambrada, al lado del garaje, había cuatro pollos,

el más listo de los cuales se llamaba señor Pollo. Cada mañana, cuando el

empleado de la granja llegaba al corral con cierto saco de arpillera, el señor

Pollo se excitaba y empezaba a dar picotazos anticipados en el suelo, porque

sabía que era la hora de comer. Era cada mañana a la misma hora h, y el

señor Pollo se había dado cuenta de que h(empleado + saco) = comida, y así

estaba confiadamente dando sus picotazos por adelantado aquella última

mañana de domingo cuando el empleado de repente extendió el brazo, cogió

al señor Pollo estrujándole el cuello, lo metió en el saco de arpillera y se lo

llevó a la cocina. Recuerdos como este tienden a mantenerse bastante vivos,

si se tienen. Pero la idea que sale de aquí es que de acuerdo con el principio

de inducción parece que el señor Pollo estuviera en lo cierto, al no esperar

otra cosa que la comida tras la aparición (n + 1) del empleado + el saco a la

hora h. Pero el hecho de que el señor Pollo no solo no sospechara nada sino

que su falta de desconfianza parece completamente justificada, resulta sin

duda inquietante. Hallar alguna justificación a un nivel más alto para nuestra

confianza en el P. I. parece mucho más urgente cuando nos damos cuenta

de que, sin dicha justificación, nuestra propia situación es indistinguible de la
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del señor Pollo. Pero la conclusión, por abstracta que sea, parece ineludible:

lo que justifica nuestra confianza en el principio de inducción es que haya

funcionado tan bien en el pasado, por lo menos hasta ahora. Eso significa

que nuestra única verdadera justificación para el principio de inducción es el

principio de inducción, lo cual parece poco firme y cuestionable en extremo.

Tras esta última conclusión, la única alternativa a la posibilidad de quedarse

paralizado en la cama de por vida es hacer más indagaciones abstractas

acerca de lo que significa exactamente «justificación» y averiguar si es

verdad que las únicas justificaciones válidas para ciertas creencias y

principios son racionales y no circulares. Por ejemplo, sabemos que en cierto

número de casos cada año hay coches que de repente invaden el carril

contrario y chocan frontalmente, matando a personas que conducían sin

esperar un accidente. Y así también sabemos, en cierta medida, que sea cual

sea la confianza que nos permite conducir en carreteras de doble sentido,

esta confianza no está en un 100% justificada racionalmente por las leyes de

la probabilidad y la estadística. Y aun así, «justificación racional» podría no

ser  aplicable  en  este  caso.  Podría  tratarse  más  bien  de  que  si  usted  no

pudiera creer que su coche no va a chocar de repente, simplemente no sería

capaz de conducir, y así su necesidad o deseo de conducir funciona como

una especie de «justificación» de su confianza10.  Entonces  sería  mejor  no

empezar a analizar las diversas «justificaciones» aparentes para su

necesidad o deseo de conducir un coche: en algún punto usted se da cuenta

de que el proceso de justificación abstracta puede, por lo menos en principio,

seguir para siempre. La capacidad para detener una línea de pensamiento

abstracto  tan  pronto  como se  ve  que  no  termina  nunca  es  parte  de  lo  que

10 Una analogía aquí casi obligada es el hecho de que la mayoría de nosotros vamos en avión a pesar de saber que
cada año un determinado porcentaje de aviones de pasajeros se estrellan. Pero esto tiene que ver con las distintas
maneras de saber o «saber» (véase § 1c más adelante). También está relacionado con la urbanidad, pues los viajes
en avión son públicos y entra en juego algo así como la confianza en el grupo. Por ello, dirigirse a la persona del
asiento de al lado para informarle de la probabilidad estadísticamente calculada de que aquel avión se estrelle no es
incurrir en falsedad, sino en crueldad: sería meterse con la delicada infraestructura psicológica de su justificación
para volar. SEI Dependiendo del estado de ánimo o del momento del día, podría resultarle a usted curioso y
parecerle interesante que de las personas que no pueden reunir esa extraña fe en principios que no se pueden
justificar racionalmente, y, por lo tanto, no pueden volar, se diga que tienen un «miedo irracional» a volar.
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habitualmente distingue a las personas sanas y funcionales, las que cuando

finalmente suena el despertador pueden pisar el suelo sin inquietudes y

entrar en los asuntos concretos del mundo real, de las personas

desquiciadas.

Interpolación

La  razón  táctica  para  usar  a  veces  el  símbolo  ∞ en  lugar  de  «infinito»  en

este libro es que la parpadeante extrañeza de ∞ sirve como recordatorio de

que no está nada claro de qué hablamos siquiera. Todavía no. Por ejemplo,

evite pensar que ∞ es solo un número increíblemente, inverosímilmente

enorme. Por supuesto, hay muchos números como esos, especialmente en la

física y la astronomía, por ejemplo, si en la física un ultranano-instante de 5

× 10−44 segundos se admite generalmente como el intervalo de tiempo más

pequeño al que se puede aplicar el concepto normal de tiempo continuo (que

lo es), los datos astronómicos indican que ha habido aproximadamente 6 ×

1060 ultranano-instantes de esos desde el Big Bang. O sea, un 6 seguido de

60 ceros. Todos hemos oído hablar de tales números, y habitualmente

imaginamos que solo se pueden tratar y manipular mediante ordenadores

muy avanzados y super-refrigerados o algo así. La verdad es que hay

muchos números demasiado grandes para que los procese un ordenador real

o incluso teórico. El límite de Bremermann es el término relevante en este

caso. Dados los límites impuestos por la teoría cuántica básica, un tal Hans-

Joachim Bremermann demostró en 1962 que «Ningún sistema de

procesamiento de datos, artificial o viviente, puede procesar más de 2 × 1047

bits  por  segundo  por  cada  gramo de  su  masa»  (Klir  y  Yuan,  págs.  2-3),  lo

que significa que un superordenador hipotético del tamaño de la tierra (= 6

× 1027 gramos aproximadamente) funcionando durante tanto tiempo como la

tierra ha existido (= 1010 años aproximadamente, con cerca de 3,14 × 107

segundos/año) puede haber procesado a lo sumo 2,56 × 1092 bits, número

que se conoce como límite de Bremermann. Los cálculos que involucran
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números mayores que 2,56 × 1092 se llaman problemas

transcomputacionales, en el sentido de que no son teóricamente viables

siquiera. Y hay abundantes problemas de este tipo en la física estadística, la

teoría de la complejidad, la teoría de fractales, etc. Todo esto resulta

excitante pero no muy pertinente. Lo pertinente es esto: considere algún

número transcomputacional, imagínese que es un grano de arena, piense en

una playa entera, o en un desierto, o en un planeta, o incluso en una galaxia

llena de esa arena, y no solo un 1 seguido de ese número de ceros será < ∞,

sino que su cuadrado será < ∞, y si llamamos x al número,

será  <  ∞,  y  así  sucesivamente.  Y  en  realidad  ni  siquiera  es  correcto

comparar 10x e ∞ aritméticamente de ese modo porque ni siquiera están en

la  misma área  de  codificación  matemática  ni  incluso,  de  algún  modo,  en  la

misma  dimensión.  Y,  sin  embargo,  también  es  verdad  que  algunos  ∞ son

mayores que otros, como en las comparaciones aritméticas. Hablaremos de

todo esto. Por ahora la cuestión es que solo después de Richard Dedekind y

George Cantor ha sido posible hablar de cantidades infinitas y su aritmética

de un modo coherente y significativo. De ahí el uso del símbolo ∞.

SEI

El propio símbolo ∞ tiene el nombre técnico lemniscata (al parecer viene de

«cinta» en griego) y fue introducido en las matemáticas por John Wallis en

su obra de 1655 Arithmetica Infinitorum, que fue uno de los antecedentes

importantes del cálculo de Newton11. Thomas Hobbes, contemporáneo de

Wallis y algo así como un matemático excéntrico, se quejó en una reseña de

11 SEI Resulta que lo único que impidió a Wallis inventar el cálculo diferencial en Arithmetica Infinitorum fue su
ignorancia del teorema del binomio, el cual es esencial para trabajar con infinitesimales. Véase esp. § 4 más
adelante.
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que la Arithmetica Infinitorum tenía un grado de abstracción demasiado

exagerado como para intentar leerla, definiéndola como «una costra de

símbolos», hablando así en nombre de futuras generaciones de estudiantes.

Entre otras denominaciones de la lemniscata están «el nudo del amor» y «la

curva del plano cartesiano que satisface la ecuación»

(x2 + y2)2 = a2(x2 − y2)

Por otro lado, si se trata trigonométricamente, se define como «la curva que

satisface la ecuación en coordenadas polares»

r2 = a cos 2θ

y se conoce también como lemniscata de Bernoulli.

Fin de la interpolación

§ 1c.

Respecto a todo el asunto de la abstracción y los significados de los

términos,  hay  un  síndrome  que  es  o  bien  una  abstracción  de  alto  nivel  o

algún tipo de extraña mutación nominal. «Caballo» puede significar este

caballo de aquí, o puede significar el concepto abstracto, como al decir

«Caballo: mamífero con pezuñas de la familia Equidae». Lo mismo ocurre

con  la  palabra  «cuerno»,  y  con  «frente».  Todos  los  términos  pueden

abstraerse de entes particulares, pero aun así sabemos que provienen de

ellos.  Pero  ¿qué  pasa  con  un  unicornio,  el  cual  parece  resultar  de  la

combinación de los conceptos «caballo», «cuerno» y «frente», de forma que

se origina completamente por la concatenación de abstracciones? O sea,

podemos juntar y manipular abstracciones para formar entes con un nombre

que no denota nada en absoluto.  Aquí  el  gran problema resulta  ser:  ¿cómo

podemos  decir  que  un  unicornio  existe,  y  que  sea  de  una  manera
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fundamentalmente diferente, menos real, de la manera en que existen

abstracciones como humanidad, cuerno o número entero? O dicho de otra

forma: ¿de qué modo existen las entidades abstractas?, ¿existen solo como

ideas en la mente humana, es decir, son ficciones metafísicas? Este tipo de

cuestión también puede mantenerle todo el día en la cama. Y pende sobre

las matemáticas desde el principio: ¿cuál es el estatus ontológico de las

entidades y relaciones matemáticas? Las realidades matemáticas, ¿son

descubiertas o meramente creadas, o de algún modo ambas cosas? He aquí

de nuevo a Morris Kline: «Las doctrinas filosóficas de los griegos limitaron las

matemáticas de otro modo. Durante el período clásico creían que el hombre

no crea los hechos matemáticos: estos son preexistentes. El hombre se

limita a establecerlos y registrarlos» (Kline, pág. 175).

Y  aquí  está  otra  cita  de  David  Hilbert,  el  gran  primer  defensor  de  los

transfinitos de Cantor:

El infinito no se halla en ninguna parte de la realidad, sin

importar qué experiencias, observaciones o conocimientos se

invoquen. ¿Puede el pensamiento acerca de las cosas ser tan

diferente de las cosas? ¿Pueden los procesos de pensamiento

ser tan distintos del proceso real de las cosas? En definitiva,

¿puede el pensamiento estar tan apartado de la realidad?

(Hilbert, pág. 191).

Y es verdad, no hay nada más abstracto que el infinito. Por lo menos en el

sentido de nuestro concepto de ∞ difuso, intuitivo y expresado en «lenguaje

natural».  Es  algo  así  como  el  más  definitivo  alejamiento  de  la  experiencia

real. Considérese la característica única más ubicua y opresiva del mundo de

lo concreto, es decir, que todo llega a un fin, es limitado, termina, y luego

concíbase, en abstracto, algo sin esa característica. Son obvias las analogías

con ciertas ideas de Dios. La abstracción de todas las limitaciones es una

manera de explicar el impulso religioso en términos laicos, lo cual también se
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conoce como antropología de la religión. Un ser perfecto puede entenderse

como uno desprovisto de todas las imperfecciones que percibimos en

nosotros mismos y en el mundo, uno omnipotente, es decir sin limitaciones a

su voluntad, etc. El hecho de que sea una manera bastante seca y triste de

hablar de la religión no tiene importancia. La cuestión es que exactamente el

mismo tipo de explicación puede darse acerca de cómo llegamos al concepto

de ∞ y qué queremos decir en definitiva con todas las formas de la palabra

«infinito» que barajamos. Pero si se trata realmente de la explicación

correcta es algo relacionado con los compromisos que adquirimos. En un

sentido  metafísico.  ¿Queremos  decir  realmente  que  el  ∞ existe  solo  del

modo  en  que  existen  los  unicornios,  que  todo  es  cuestión  de  manipular

abstracciones hasta que la palabra «infinito» no tenga ningún referente real?

¿Qué hay del conjunto de todos los números enteros? Empiece a contar 1, 2,

3, y así sucesivamente, y dese cuenta de que nunca se detendrá, ni sus hijos

cuando usted muera, ni los hijos de sus hijos, etc. Los enteros nunca se

detienen. No hay fin. El conjunto de todos los enteros, ¿constituye un ∞

real? ¿O los enteros mismos no son reales sino solo abstracciones? Además,

¿qué es exactamente un conjunto?, y ¿los conjuntos son reales o solo

instrumentos conceptuales, etc.? O ¿son quizá los enteros y/o los conjuntos

solo «matemáticamente reales» y no «realmente reales»?, y ¿cuál es

exactamente la diferencia?, y ¿podríamos desear conceder al ∞ cierta

realidad matemática pero no del otro tipo (suponiendo que no haya todavía

más tipos)? Y ¿en qué punto las cuestiones se vuelven tan abstractas y las

distinciones tan sutiles y el dolor de cabeza tan terrible que simplemente ya

no podemos pensar más en nada de ello?

Es en áreas como las matemáticas y la metafísica donde encontramos una de

las cualidades más extrañas de la mente humana media. Es la habilidad de

concebir cosas que, estrictamente hablando, no podemos concebir. Podemos

concebir de un modo aproximado qué es la omnipotencia, por ejemplo. Por lo

menos podemos usar la palabra «omnipotencia» con bastante seguridad de
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saber de qué estamos hablando. Y, aun así, incluso la antinomia de un

escolar  como  «¿Puede  un  ser  omnipotente  crear  algo  tan  pesado  que  ni  él

mismo podría levantarlo?» pone de relieve serios fallos en nuestra

comprensión  cotidiana  de  la  omnipotencia.  Así  que  hay  más  de  un  tipo  de

abstracción que resulta relevante aquí. Este tipo es más psicológico, y muy

moderno.

Un dato evidente: nunca antes ha habido tantos abismos entre lo que el

mundo parece ser y lo que la ciencia nos dice que es. Para nosotros, la gente

de la calle, es como si un millón de revoluciones copernicanas tuvieran lugar

al mismo tiempo. Es decir, por ejemplo, sabemos, como alumnos de instituto

y  lectores  de  Newsweek  que  somos,  que  el  tiempo  es  relativo,  que  las

partículas cuánticas pueden estar ahí y a la vez no estarlo, que el espacio es

curvo, que los colores no son inherentes a los objetos mismos, que las

singularidades astronómicas tienen densidad infinita, que nuestro amor por

nuestros hijos está preprogramado por la evolución, que hay un punto ciego

en el centro de nuestra visión que nuestro cerebro rellena automáticamente.

Sabemos también que nuestros pensamientos y sentimientos en realidad

solo son transferencias químicas en 1,5 kg de masa electrificada. Que

estamos hechos en nuestra mayor parte de agua, que el agua es

fundamentalmente hidrógeno, y el hidrógeno es inflamable, y, sin embargo,

nosotros no somos inflamables. «Sabemos» una casi infinidad de verdades

que contradicen nuestra experiencia inmediata y de sentido común acerca

del mundo. Y aun así tenemos que vivir y funcionar en el mundo. Así que

abstraemos, compartimentamos: hay cosas que sabemos, y cosas que

«sabemos».  «Sé»  que  mi  amor  por  mi  hijo  está  en  función  de  la  selección

natural,  pero  sé  que  le  quiero,  y  siento  y  actúo  según  lo  que  sé.  Vista

objetivamente, toda esta cuestión es bastante esquizoide, pero el hecho

importante es que, como gente subjetiva de la calle, raramente notamos el

conflicto. Porque, naturalmente, nuestra vida es en un 99,99%
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concretamente operativa, y operamos en concreto según lo que sabemos, no

según lo que «sabemos».

De nuevo, hablamos de gente de la calle como usted y yo, no de los gigantes

de la filosofía y las matemáticas, muchos de los cuales tuvieron famosas

dificultades para navegar por el mundo real. Einstein saliendo de su casa en

pijama, Gödel incapaz de alimentarse, etc. Para valorar cómo es la vida

interior de los grandes científicos/matemáticos/metafísicos, solo necesitamos

tumbarnos e intentar formarnos una idea verdaderamente rigurosa y

coherente, en contraste con una idea difusa como las que se exponen en

Newsweek, acerca de qué significa en realidad «omnipotente», «número

entero» o «ilimitable», o «finito pero ilimitado». Intentar llevar a cabo un

poco de pensamiento abstracto disciplinado o dirigido12.

Hay una tensión, como la de una fuga musical, muy definida pero

inarticulable involucrada en este tipo de pensamiento, una sensación de la

que aquella  repetición epiléptica de «pluma, pluma» una y otra vez es solo

un pálido reflejo. Uno de los caminos más rápidos hacia esa sensación (por

experiencia personal madrugadora) es intentar pensar profundamente en la

dimensión. Hay algo que «sé», y es que las dimensiones espaciales más allá

del Gran 3 existen. Incluso puedo construir un teseracto o hipercubo con

cartón.  Un  teseracto,  un  extraño  tipo  de  cubo  dentro  de  un  cubo  es  una

proyección  3D  de  un  objeto  4D,  del  mismo  modo  en  que  « » es una

proyección 2D de un objeto 3D. El truco es imaginar que las líneas y planos

relevantes del teseracto forman ángulos de 90o (es lo mismo con « » y un

cubo real), porque la 4ª dimensión espacial es una que de algún modo existe

perpendicularmente a la longitud, anchura y profundidad de nuestro campo

visual normal. Yo «sé» todo esto, como probablemente lo «sabe» usted…,

pero ahora intente imaginarlo realmente. Concretamente. Casi de forma

12 El singular e imponente doctor E. Robert Goris, profesor de matemáticas en el instituto, solía referirse a esto
como «mentalidad de sector privado», en el sentido de que se esperaban resultados productivos reales.
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inmediata, puede sentir una tensión en la raíz misma de su yo, las primeras

hebras deshilachadas de una mente cuyas costuras empiezan a ceder.

Con respecto a «saber» en contraste con saber de un modo concreto y

material, el segundo tipo es lo que Descartes quería decir con «una clara y

distinta aprehensión» y lo que en lenguaje moderno se llama «entender» o

«captar». Es de nuevo el estado epistoesquizoide de la mente moderna

media: sentimos que «sabemos» cosas que el aparato conceptual de nuestra

mente  en  realidad  no  puede  captar.  A  menudo  son  objetos  y  conceptos  en

los más lejanos límites de la abstracción, cosas que literalmente no podemos

imaginar: espacios con D > 3, coreografía cuántica, conjuntos fractales,

materia oscura, raíces cuadradas de números negativos, botellas de Klein y

cajas  de  Freemish  y  escalinatas  de  Penrose.  E  ∞.  A  menudo,  este  tipo  de

cosas se caracterizan como dotadas de una existencia únicamente

«intelectual» o «matemática». De nuevo, están muy lejos de tener un

significado claro, aunque usar estos términos constituye un juego de niños.

Obsérvese, por favor, que esta habilidad común de dividir nuestra atención y

«saber» cosas que no podemos captar es un rasgo distintivo moderno. Los

antiguos griegos, por ejemplo, no podían hacerlo. O no querían. Necesitaban

las cosas claras, y creían que no se puede saber algo a menos que se

entienda realmente13. No es un accidente que sus matemáticas no incluyeran

ni el 0 ni el ∞. Su palabra para infinito también significaba «lío».

El espíritu griego ha dado forma a la filosofía y a la práctica de las

matemáticas desde el principio. Las verdades matemáticas se establecen

mediante demostraciones lógicas y son extremadamente claras y nítidas. Es

precisamente esto lo que exime a las matemáticas de problemas laberínticos

al estilo de cómo justificar con exactitud el principio de inducción: las

relaciones y demostraciones matemáticas no son inductivas sino deductivas,

formales. Las matemáticas, en otras palabras, son un sistema formal, donde

13 SEI Por ello, la mayor parte de la obra de Platón (y casi toda la de Aristóteles) es acerca de la conceptualización
y la sistematización de lo abstracto.
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«formal» significa forma pura, 100% abstracta. La idea central es que las

verdades matemáticas son ciertas y universales precisamente porque no

tienen  nada  que  ver  con  el  mundo.  Si  esto  resulta  algo  opaco,  he  aquí  un

pasaje  de  Godfrey  H.  Hardy  en  su  Apología  de  un  matemático,  la  obra

inglesa en prosa más lúcida jamás escrita sobre matemáticas:

«La certidumbre de las matemáticas —dice [Alfred N.]

Whitehead— depende de su completa generalidad abstracta».

Cuando afirmamos que

2 + 3 = 5

afirmamos una relación entre tres grupos de «cosas», y esas cosas no son

manzanas  ni  peniques,  o  cosas  de  uno  u  otro  tipo  en  particular,  sino

solamente cosas, «cosas cualesquiera». El significado de la afirmación es

completamente independiente de las individualidades de los miembros de los

grupos. Todos los «objetos» matemáticos o «entidades» o «relaciones»,

como «2», «3», «5», «+» o «=», y todas las proposiciones matemáticas en

las que aparecen, son completamente generales en el sentido de ser

completamente abstractas. Realmente una de las palabras de Whitehead es

superflua, porque la generalidad, en este sentido, es abstracción (Hardy,

Apology, pág. 106).

Observe  el  lector  que  en  esta  cita  «generalidad»  se  refiere  no  solo  a  la

abstracción de términos y referentes individuales, sino a la universalidad

completamente abstracta de las verdades afirmadas. Esta es la diferencia

entre una mera curiosidad matemática y un teorema matemático. Un famoso

ejemplo de esa diferencia (famoso para los alumnos del doctor Goris, en

cualquier caso) es que

1. «La  suma de  la  serie  (1  +  3  +  5  +  7  +  9)  =  52» es una curiosidad,

mientras que
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2. «Para cualquier x, la suma de los primeros x enteros impares = x2» es

un teorema, es decir, matemáticas de verdad.

Lo que viene a continuación está pensado principalmente como recordatorio

de cosas que usted ya conoce por encima o vio en la escuela. Si su

familiaridad con los sistemas formales es menos superficial, reconocerá los

siguientes tres párrafos como extremadamente burdos y simplistas y está

invitado a tratarlos como SEI y omitirlos o echarles una ojeada. Un sistema

formal de demostración requiere axiomas y reglas de inferencia. Los axiomas

son proposiciones básicas tan obvias que pueden afirmarse sin demostración.

Recuerde, por ejemplo, los axiomas de Euclides o los postulados de Peano.

Las reglas de inferencia, a veces llamadas leyes del pensamiento, son los

principios lógicos que justifican la obtención de verdades a partir de otras

verdades.14

Algunas de las reglas de inferencia son tan simples como la ley de identidad,

la cual básicamente sostiene que si algo es P, entonces es P. Otras son más

elaboradas. Para nuestros propósitos son especialmente importantes dos

reglas de inferencia. La primera es conocida como ley del tercero excluido

(LTE).  Por  la  LTE,  una  proposición  matemática  tiene  que  ser  o  bien

verdadera o bien, si no lo es, falsa15.

La otra gran regla de inferencia involucra la relación lógica de implicación,

con el significado «Si… entonces» y se representa a menudo con el símbolo

«→ ». La regla de implicación más obvia es que (1) «P → Q»  y  (2)  «P  es

verdadera» permiten obtener la conclusión «Q es verdadera». La que vamos

a usar con frecuencia es la complementaria de esta regla, llamada

14 N. B. Independientemente del significado, una verdad demostrada en un sistema formal se conoce técnicamente
como un teorema, de aquí el teorema de Pitágoras, etc.
15  Esta parte se requiere en la lógica formal a causa de ciertas propiedades del operador disyuntivo «o».
Entraremos lo menos posible en esas cosas tan crípticas. (Solo que, ya que estamos, confesemos que estamos
usando la «LTE» de un modo informal que también incluye el principio de bivalencia. Dejar que la «LTE» connote
todo el edificio de la lógica bivaluada está bien para nuestros propósitos, pero sepa que no es 100% riguroso).
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habitualmente modus tollens. Puede sostenerse que (1) «P →  Q» y (2) «Q es

falsa» permiten afirmar que (3) «P es falsa».16

Una razón por la que la LTE y el modus tollens son importantes para las

matemáticas es que hacen posible el método de demostración indirecta,

también conocido como demostración por reductio ad absurdum o a veces

solo reductio. He aquí cómo funciona. Supongamos que quiere demostrar P.

Lo que hace es suponer lo contrario, no-P, y entonces demostrar que no-P

implica lógicamente una contradicción como, por ejemplo, «Q y no-Q». (Por

la LTE, nada puede ser verdadero y falso a la vez, de modo que la conjunción

«Q y no-Q» será siempre falsa). Por el modus tollens, si (1) no-P → (Q y no-

Q) y (2) (Q y no-Q) es falsa, entonces (3) no-P es falsa. Y, por la LTE,17 si

no-P es falsa, entonces P tiene que ser verdadera.

Muchas de las demostraciones más importantes y conocidas de la historia de

las  matemáticas  han  sido  de  este  tipo.  Aquí  está  un  ejemplo.  Es  la

demostración de Euclides de la Proposición 20 en el Libro IX de los

Elementos. La Proposición 20 trata de los números primos, es decir —como

probablemente recuerda de la escuela—, de los números enteros que no

pueden dividirse por enteros más pequeños sin que quede resto. La

Proposición 20 afirma básicamente que no existe un último número primo.

(Lo que esto significa, por supuesto, es que la cantidad de números primos

es en realidad infinita, pero Euclides le da vueltas a la cuestión, y con toda

seguridad nunca dice «infinito»). Aquí está la demostración. Supóngase que

de hecho existe el último número primo. Llamémosle Pn. Esto significa que la

16 Modus tollens (= «método de negación» en latín) podría no parecer una regla universal a menos que tenga en
cuenta que la implicación, como relación lógica, no tiene que ver con la causa sino con la certeza. En lógica
aplicada, los términos son condiciones necesarias y suficientes. Si, por ejemplo, P representa el enunciado «mide
1,65 m de altura» y Q representa «mide por lo menos 1,55 metros de altura», entonces el significado puramente
lógico de «P → Q» se hace evidente: en realidad significa que «Si P es verdadera, Q no puede ser falsa en modo
alguno». Modus-tollenizar esto como «no Q → no P» es simplemente decir que si alguien no llega a los 1,55 m de
altura, entonces no es posible que mida 1,65 m. Dicho sea de paso, otra relación lógica importante que veremos
bastante más adelante, en § 5e, podemos mencionarla ya aquí. Es la relación de conjunción, que significa «y» y se
representa habitualmente mediante «&» o «∧». La regla de oro es que «P & Q» es verdadera solo cuando P y Q son
ambas verdaderas. Si cualquiera de ellas es falsa, toda la conjunción es falsa.
17 SEI Bueno, técnicamente, esto no es tanto por la LTE como por la definición de la conectiva lógica «no», cuya
definición, sin embargo, o bien se obtiene a partir de la LTE o (como argumentan algunos) es lo mismo que la LTE.
N. B. Algunos sistemas formales incluyen toda la transacción de la reducción al absurdo como un axioma, a veces
llamado ley de absurdidad.
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secuencia de números primos (2, 3, 5, 7, 11,…, Pn) es exhaustiva y finita: (2,

3, 5, 7, 11, …, Pn) son todos los primos que existen.18 Ahora considérese el

número R, que definimos como el número que se obtiene multiplicando todos

los primos hasta Pn y  sumando 1 al  resultado.  R es obviamente mayor que

Pn. Pero ¿es R primo? Si lo es, tenemos una contradicción inmediata, porque

ya habíamos supuesto que Pn era el mayor número primo posible. Pero si R

no  es  primo,  ¿por  qué  número  se  puede  dividir?  Obviamente  no  se  puede

dividir  por  ninguno  de  los  números  primos  de  la  secuencia  (2,  3,  5,…,  Pn),

porque dividir  R por  cualquiera de ellos  daría  resto 1.  Pero dicha secuencia

contiene todos los números primos que existen, y estos son en definitiva los

únicos números por  los  que se puede dividir  un número que no sea primo.

Así que si R no es primo, y si ninguno de los primos (2, 3, 5,…, Pn) puede ser

divisor suyo, tiene que haber algún otro primo por el que R se pueda dividir.

Pero  esto  contradice  la  suposición  de  que  (2,  3,  5,  …,  Pn) es una lista

exhaustiva de todos los números primos. De uno u otro modo, tenemos una

contradicción clara. Y como la suposición de que hay un último número primo

implica una contradicción, el modus tollens dicta que la suposición es

necesariamente falsa, lo cual por la LTE19 significa que la negación de la

suposición es necesariamente verdadera, es decir, que ningún número primo

es el último. Q. E. D.

Observe, por favor, que la primalidad no tiene nada que ver con el mundo.

Concierne solo a relaciones entre números. Los griegos fueron los verdaderos

inventores de lo que llamamos matemáticas, porque —en eso también—

fueron los primeros en tratar los números y sus relaciones como

abstracciones más que como propiedades de colecciones de objetos reales.

Es importante ver hasta qué punto esto fue un salto. Ya desde registros muy

antiguos, es fácil ver que las matemáticas tuvieron su matriz en lo concreto.

18 Recordará del instituto que los puntos suspensivos dentro de una sucesión o serie significan «todos los términos
relevantes en medio». Si están al final significan «y así sucesivamente sin fin». Esta es una abreviatura que se usa
mucho en las matemáticas puras.
19 De nuevo, estrictamente hablando es algo más complicado pero, para nuestros propósitos, la LTE servirá.
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En lo inmediatamente concreto. Considérense hechos como que las cifras

también se llaman «dígitos» y que la mayoría de los sistemas de numeración

—no solo el nuestro en base 10 sino también los de base 5 y base 20 de la

Europa prehistórica— están claramente pensados a partir de los dedos de la

mano y los dedos de los pies. O que aún hablamos de «cuerdas» de círculos

o de «caras» de poliedros, o que «cálculo» proviene de la palabra griega que

significa «piedrecita», etc. Es bien conocido que hubo civilizaciones

anteriores a la griega, como los babilonios y los egipcios, con un grado

considerable de sofisticación matemática, pero las suyas eran unas

matemáticas extremadamente prácticas, usadas para la agrimensura, el

comercio y las finanzas, la navegación, etc. Los babilonios y los egipcios, en

otras palabras, estaban más interesados en las cinco naranjas que en el 5.

Fueron los griegos los que convirtieron las matemáticas en un sistema

abstracto, un lenguaje simbólico especial que permite a las personas no solo

describir el mundo, sino explicar sus más profundas leyes y pautas. Se lo

debemos todo.20 Hasta el punto de que los logros de Weierstrass, Cantor y

Dedekind en la teoría de conjuntos y la teoría de números modernas son

imposibles de valorar sin entender el salto hiperdimensional entre las

matemáticas como una abstracción práctica de propiedades del mundo real y

las matemáticas, como diría Ferdinand de Saussure, como un «sistema de

símbolos […] independiente de los objetos designados». Ni tampoco se

pueden valorar verdaderamente sin considerar también los consiguientes

«cambios incalculables…», porque las matemáticas abstractas que han

desterrado la superstición y la ignorancia y la sinrazón y han dado a luz al

mundo moderno son también las matemáticas abstractas atravesadas por la

sinrazón y la  paradoja y el  enigma, y que han estado intentando,  en cierto

modo, atarse los zapatos sobre la marcha desde el momento mismo en que

adquirieron el estatus de lenguaje verdadero. Por favor, tenga presente que

20 SEI incluyendo nuestra esquizofrenia de la abstracción y, en definitiva, el ser esclavos de la tecnología y la razón
científica.
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un lenguaje es a la vez un mapa del mundo y su propio mundo, con sus

propias zonas de penumbra y sus grietas, lugares donde enunciados que

parecen obedecer todas las reglas del lenguaje son, a pesar de todo,

imposibles de tratar.

Podemos suponer que el «lenguaje natural» es un territorio familiar, pero

solo como recordatorio considere la distancia y la diferencia entre usar

«árbol» y «roca» para designar auténticos árboles y rocas y la vergonzosa

semántica de Clinton hablando de «inhalar» o «contacto sexual». O explore

la conocida paradoja «Estoy mintiendo» (también un invento griego). O

medite sobre frases como «“‘No tiene sentido, no tiene sentido” no tiene

sentido» o «“Produce falsedad cuando es precedida por su cita” produce

falsedad cuando es precedida por su cita». Se dará cuenta de que estas tres

últimas, como la mayoría de las fisuras paradójicas, involucran la

autorreferencia o la regresión, dos demonios que han afligido el lenguaje

desde hace tanto tiempo como queramos retroceder.

Las matemáticas no están exentas. Y, por supuesto, como las matemáticas

son un lenguaje totalmente abstracto, y se supone que extremadamente

«higiénico» debido a su falta de referentes específicos del mundo real, sus

paradojas y enigmas son mucho más problemáticos. Es decir, que las

matemáticas tienen que afrontarlos realmente en lugar de ponerlos sin más

en la trastienda del pensamiento cuando suena el despertador. Algunos

dilemas pueden tratarse con un enfoque «legalista», por así decirlo,

mediante definiciones y estipulaciones. 21  Analicemos un ejemplo fácil del

álgebra escolar: a partir del hecho indiscutible de que en una igualdad entre

dos fracciones los denominadores son iguales si los numeradores lo son, es

decir, si

21  Una de las razones por las que los textos de matemáticas son tan abstrusos y técnicos es por todas las
especificaciones y condiciones que deben ponerse en los teoremas para evitar las fisuras. En este sentido son como
documentos legales, y a menudo su lectura es igual de divertida.
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entonces y = z, podría parecer que si

entonces

(x − 4) = (x − 3),

o  sea  4  =  3,  lo  que  evidentemente  no  tiene  sentido,  ya  que  presenta  una

«fisura». Esto se resuelve decretando que la única solución posible de

es  x  =  5  (pues  0  dividido  por  cualquier  cosa  da  otra  vez  0,  lo  cual,

obviamente, no implica 4 = 3) y estipulando que el teorema

solo es válido si x ≠ 0.

Veamos un caso difícil. Todos conocemos los decimales periódicos, como 2/3

= 0,666… Resulta posible demostrar que 0,999… es igual a 1,0 con solo un

par de movimientos totalmente «legales»: si x = 0,999…, entonces 10x =

9,999…, y ahora restemos x de 10x:
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9 , 9 9 9 …  −  0 , 9 9 9 …

y  o b t e n e m o s

9 x  =  9 , 0

y  p o r  l o  t a n t o  x  =  1 .

¿ E s e n g a ñ o s o o n o ? D e p e n d e d e c ó m o t r a t e m o s l a s e c u e n c i a i n f i n i t a

« 0 , 9 9 9 … » y d e  s i  d e c i d i m o s p o s t u l a r  l a e x i s t e n c i a d e a l g ú n n ú m e r o m a y o r

q u e  0 , 9 9 9 …  p e r o m e n o r  q u e  1 , 0 .  U n  n ú m e r o  a s í  i n v o l u c r a r í a  u n  i n f i n i t é s i m o ,

e s d e c i r ,  u n e n t e m a t e m á t i c o d e p e q u e ñ e z  l i t e r a l m e n t e  i n f i n i t a .  P u e d e q u e

r e c u e r d e  l o s  i n f i n i t é s i m o s  d e  l a s  m a t e m á t i c a s  d e l  i n s t i t u t o .

P e r o  p u e d e  q u e n o  r e c u e r d e — p r o b a b l e m e n t e  p o r q u e n o  s e  l o  e x p l i c a r o n —

q u e a c a u s a d e l o s i n f i n i t é s i m o s l o s f u n d a m e n t o s d e l c á l c u l o f u e r o n

e x t r e m a d a m e n t e  c o n t r o v e r t i b l e s y p o c o  f i r m e s d u r a n t e d o s c i e n t o s a ñ o s , n i

q u e m á s o m e n o s p o r e l m i s m o m o t i v o l a s m a t e m á t i c a s t r a n s f i n i t a s d e

C a n t o r  f u e r o n  r e c i b i d a s  c o n a c a l o r a d o  e s c e p t i c i s m o a  f i n a l e s d e l  s i g l o X I X :

n a d a h a c a u s a d o m á s p r o b l e m a s — h i s t ó r i c a m e n t e , m e t o d o l ó g i c a m e n t e ,

m e t a f í s i c a m e n t e — q u e l a s c a n t i d a d e s i n f i n i t a s . E n m u c h o s s e n t i d o s , l a

h i s t o r i a  d e  e s o s  p r o b l e m a s  r e l a c i o n a d o s  c o n  e l ∞  e s  l a  p r o p i a  h i s t o r i a  d e  l a s

m a t e m á t i c a s .

§ 1d.

E s t a  i n t r o d u c c i ó n  e s m u y  r á p i d a  e  i m p r e c i s a ,  p o r  s u p u e s t o .  A h o r a  t e n e m o s

q u e  h a c e r  a l g u n a s  d i s t i n c i o n e s  a l  a p r o x i m a r n o s  a l  ∞  c o m o  t e m a  h i s t ó r i c o .  L a

p r i m e r a  e s  l a  d i s t i n c i ó n  o b v i a  e n t r e  l o  i n f i n i t a m e n t e  g r a n d e  ( =  t r a n s f i n i t o )  y

l o  i n f i n i t a m e n t e  p e q u e ñ o  ( =  i n f i n i t e s i m a l  =  1 / ∞ )

L a s e g u n d a g r a n d i f e r e n c i a e s e n t r e e l ∞ c o m o c a r a c t e r í s t i c a d e l m u n d o

f í s i c o — p o r  e j e m p l o ,  a l  p r e g u n t a r n o s  s i  e l  u n i v e r s o  e s  i n f i n i t o ,  s i  l a m a t e r i a
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e s  i n f i n i t a m e n t e d i v i s i b l e ,  s i  e l  t i e m p o  t i e n e u n p r i n c i p i o  y u n  f i n — y e l ∞

c o m o e n t e m a t e m á t i c o a b s t r a c t o o c o n c e p t o , e n l a m i s m a l í n e a q u e l a s

f u n c i o n e s ,  l o s  n ú m e r o s ,  l a  p r i m a l i d a d ,  y  d e m á s .

T a m b i é n  h a  h a b i d o  a l g o  d e  i n t r o d u c c i ó n  a  l a  o n t o l o g í a  d e  l a s  a b s t r a c c i o n e s

a n a l i z a n d o s i e x i s t e n r e a l m e n t e  l o s o b j e t o s m a t e m á t i c o s y c ó m o e x i s t e n ,

c u e s t i o n e s  a c e r c a  d e  l a s  c u a l e s ,  p o r  s u p u e s t o ,  a ú n  q u e d a n  c a v i l a c i o n e s  p a r a

l l e n a r u n a b i b l i o t e c a . L o q u e d e b e q u e d a r c l a r o e s q u e l o s p r o b l e m a s y

c o n t r o v e r s i a s  s o b r e  e l ∞  d e  l o s  q u e  n o s  v a m o s  a  o c u p a r  a q u í  s e  c e n t r a n  e n

l a  c u e s t i ó n  d e  s i  l a s  c a n t i d a d e s  i n f i n i t a s  p u e d e n  e x i s t i r  r e a l m e n t e  c o m o  e n t e s

m a t e m á t i c o s .

L a  t e r c e r a  d i s t i n c i ó n  p u e d e  e m p e z a r  p a r e c i e n d o  n i m i a .  C o n c i e r n e  a  p a l a b r a s

r e l a c i o n a d a s  c o n  e l  ∞  c o m o  « c a n t i d a d »  y  « n ú m e r o » .  E s t a s  t i e n e n  u n  e x t r a ñ o

y c o n f u s o d o b l e s e n t i d o , d e l m i s m o m o d o e n q u e  l o t i e n e n « l o n g i t u d » o

« g r a m o » .  U n  t r o z o  d e  c u e r d a  t i e n e  c i e r t a  l o n g i t u d ,  p o r  e j e m p l o ,  e n m e t r o s ,

p e r o  t a m b i é n  d e c i m o s  c o s a s  c o m o  « u n o s m e t r o s  d e  c u e r d a »  o  « l o n g i t u d  d e

o n d a » .  U n a  c i e r t a  c a n t i d a d  d e  f á r m a c o  q u e  p e s a  u n  g r a m o  t a m b i é n  s e  l l a m a

« u n g r a m o d e f á r m a c o » . A s i m i s m o , « c a n t i d a d » o « n ú m e r o » p u e d e n

f u n c i o n a r p r e d i c a t i v a m e n t e — e s d e c i r , r e s p o n d i e n d o a l a s p r e g u n t a s

« ¿ c u á n t a s ? »  o  « ¿ c u á n t o ? »  d e  a l g o —  y  t a m b i é n  c o m o  n o m b r e s  c o m u n e s  q u e

d e n o t a n e l  e n t e d e s c r i t o . P o r  l o  t a n t o ,  p u e d e  r e s u l t a r a m b i g u o ,  c u a n d o s e

u s a  u n  t é r m i n o  c o m o  « n ú m e r o  i n f i n i t o » ,  s i  s e  e s t á  u s a n d o  p r e d i c a t i v a m e n t e

( « Hay una cantidad infinita de números primos » ) o n o m i n a t i v a m e n t e ( « El

primer número infinito de Cantor es ℵ0 » ) . Y  l a d i f e r e n c i a e s i m p o r t a n t e ,

p o r q u e e l  u s o p r e d i c a t i v o d e « ∞ » p u e d e  s e r d i f u s o y p u e d e  s i g n i f i c a r  s o l o

« i n d e f i n i d a m e n t e g r a n d e » o « m u y m u y g r a n d e » , m i e n t r a s q u e , t r a s

D e d e k i n d  y  C a n t o r ,  e l  u s o  n o m i n a t i v o  t i e n e  u n a  d e n o t a c i ó n m u y  e s p e c í f i c a ,

a u n q u e  a b s t r a c t a .

E n  c i e r t o  s e n t i d o ,  e l  p o d e r  y  q u i z á s  i n c l u s o  t o d a  l a raison d’être  d e l  l e n g u a j e

d e l a s m a t e m á t i c a s e s q u e e s t á d i s e ñ a d o p a r a s e r t a n c l a r o y s i n

c o n n o t a c i o n e s q u e e v i t e j u s t a m e n t e e s t e t i p o d e a m b i g ü e d a d e s . I n t e n t a r
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e x p r e s a r c a n t i d a d e s y r e l a c i o n e s n u m é r i c a s e n l e n g u a j e n a t u r a l , c o m o

t r a d u c i r p r o p o s i c i o n e s m a t e m á t i c a s a l c a s t e l l a n o y v i c e v e r s a , a m e n u d o

c a u s a  p r o b l e m a s .
22

U n  e j e m p l o  f a v o r i t o  d e l  d o c t o r  G o r i s  e r a  l a  v i e j a  h i s t o r i a  s o b r e  t r e s  h o m b r e s

q u e  l l e g a n  a  u n m o t e l  t a r d e  p o r  l a  n o c h e .  S o l o  q u e d a  u n a  h a b i t a c i ó n  l i b r e ,  y

c u e s t a  3 0  € .  L o s  h u é s p e d e s  d e c i d e n  p o n e r  1 0  €  c a d a  u n o  y  c o m p a r t i r l a ,  p e r o

c u a n d o  l l e g a n  a  l a  h a b i t a c i ó n  s e  d a n  c u e n t a  d e  q u e  e s t á  h e c h a  u n  d e s a s t r e

— p a r e c e  q u e ,  p o r  a l g u n a  c o n f u s i ó n ,  n a d i e  h a b í a  h e c h o  l a  l i m p i e z a  t r a s  i r s e

l o s  a n t e r i o r e s  o c u p a n t e s —  y  c o m p r e n s i b l e m e n t e  l o s  t r e s  h o m b r e s  l l a m a n  a l

r e c e p c i o n i s t a p a r a q u e j a r s e . A q u í p u e d e n o m i t i r s e u n o s c u a n t o s d e t a l l e s y

f l o r i t u r a s .  L a  c u e s t i ó n  e s  q u e  s e  h a c e  t a r d e ,  l a s  p e r s o n a s  d e  l a  l i m p i e z a  y a  n o

e s t á n , y n o h a y n i n g u n a h a b i t a c i ó n m á s , d e m o d o q u e ,  t r a s u n p o c o d e

r e g a t e o , e l r e c e p c i o n i s t a a c e p t a r e b a j a r 5 € e l p r e c i o d e l a h a b i t a c i ó n y

r e p a r t i r s á b a n a s l i m p i a s . M a n d a a l b o t o n e s a l a h a b i t a c i ó n c o n s á b a n a s ,

t o a l l a s  y  e l  r e i n t e g r o  d e  5  €  e n  f o r m a  d e  c i n c o m o n e d a s  d e  1  € … e t c . ,  e t c . ,

d o n d e  l o  i m p o r t a n t e  e s  q u e  h a y  c i n c o  m o n e d a s  d e  1  €  y  t r e s  i n d i v i d u o s ,  d e

m o d o q u e e s t o s  ( m i s t e r i o s a m e n t e a b l a n d a d o s ) s e q u e d a n 1 € c a d a u n o y

d e j a n q u e e l b o t o n e s s e q u e d e  l o s 2  € r e s t a n t e s c o m o p r o p i n a . A s í , c a d a

h o m b r e  h a  e m p e z a d o  p a g a n d o  1 0  €  y  h a  r e c u p e r a d o  1  € ,  d e m o d o  q u e  c a d a

u n o  h a  p a g a d o  9  € ,  y  l o s  t r e s  j u n t o s ,  2 7  € .  E l  b o t o n e s  t i e n e  l o s  o t r o s  2  € ,  l o

q u e  s u m a  2 9  € ,  a s í  q u e  ¿ d ó n d e  e s t á  e l  e u r o  r e s t a n t e ?

E n e s t e p r o b l e m a , l a c u e s t i ó n e s q u e l a v e r b o r r e a ( d e l a q u e h a b í a

c o n s i d e r a b l e m e n t e m á s  e n  l a  v e r s i ó n  d e l  d o c t o r  G o r i s :  i n c l u í a  u n  r e l a t o  é p i c o

q u e  d u r a b a  t o d o  e l  c u r s o  s o b r e  e s o s  t r e s  h o m b r e s  y  s u s  d i v e r s a s  b i o g r a f í a s  y

p e r i p e c i a s y l o s d i f e r e n t e s e n i g m a s m a t e m á t i c o s c o n q u e s e t o p a b a n

s i e m p r e )  l e  c o n f u n d e  p a r a  q u e  i n t e n t e  c a l c u l a r  ( 3 0 −  3 ) +  2  e n  l u g a r  d e  l a

p e r t i n e n t e  ( 3 0 − 5 ) + ( 3 + 2 ) , d a n d o c o m o r e s u l t a d o m a y o r c o n f u s i ó n y

d i v e r s i ó n  y  p o s i b l e s  p u n t o s  e x t r a .

22 Recordará de las clases de matemáticas lo especialmente desagradables que resultaban las dificultades para
definir las cosas. [Aquí el autor se refiere específicamente a los problemas donde un enunciado erróneamente
formulado induce a confusión. (N. del t.)].
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E x i s t e n  v a r i o s  t i p o s  d e  p r o v o c a c i o n e s  i n t e r l i n g ü í s t i c a s  c o m o  e s t a .  L a s  q u e  n o

s e p u e d e n  r e s o l v e r  s e  c o n v i e r t e n e n v e r d a d e r a s p a r a d o j a s , a l g u n a s d e  l a s

c u a l e s s o n p r o f u n d a s . N o d e b e r í a s o r p r e n d e r , d a d o q u e e l ∞ e s l a

a b s t r a c c i ó n d e f i n i t i v a  y  a  l a  v e z  a r r a i g a d a m e n t e d i f u s o ,  q u e e s t e  f i g u r e e n

m u c h a s d e e s a s p a r a d o j a s . T o m e , p o r  e j e m p l o ,  l a  i d e a d e q u e n o h a y u n

ú l t i m o  e n t e r o ,  o  u n  e n t e r o  m a y o r  q u e  t o d o s  l o s  d e m á s ,  y  d e  q u e  e l  t i e m p o  s e

e x t i e n d e  h a c i a  a d e l a n t e  i n f i n i t a m e n t e .  A h o r a  i m a g i n e  u n a  l á m p a r a  d e  l a r g a

d u r a c i ó n p e r f e c t a m e n t e c o n s t r u i d a c o n u n g r a n b o t ó n r o j o d e

A p a g a d a / E n c e n d i d a , e  i m a g i n e q u e e s t a m a ñ a n a  l a  l á m p a r a e s t á a p a g a d a

p e r o a  l a s 1 6 : 3 0 a l g u i e n  l a e n c e n d e r á , a  l a m i s m a h o r a d e l d í a s i g u i e n t e

a l g u i e n  l a  a p a g a r á ,  a  l a  m i s m a  h o r a  d e l  d í a  s i g u i e n t e  a l g u i e n  l a  e n c e n d e r á  d e

n u e v o , y a s í s u c e s i v a m e n t e , c a d a d í a , p o r e l r e s t o d e l t i e m p o . Y a h o r a

c o n s i d e r e  s i ,  t r a s u n n ú m e r o  i n f i n i t o d e d í a s ,  l a  l á m p a r a e s t a r á a p a g a d a o

e n c e n d i d a . P u e d e q u e r e c u e r d e d e  l a s m a t e m á t i c a s d e l  i n s t i t u t o
23

 q u e e n

r e a l i d a d  e s t e  p r o b l e m a  e s t á  r e l a c i o n a d o  c o n  a l g o  l l a m a d o u n a  s e r i e  i n f i n i t a

d i v e r g e n t e ,  m á s  e s p e c í f i c a m e n t e  l a  s e r i e  d e  G r a n d i ,

1  −  1  +  1  −  1  +  1  −  1  +  1 … ,

s e r i e  q u e  s u m a  0  s i  l a  c a l c u l a m o s  s e g ú n

( 1  −  1 )  +  ( 1  −  1 )  +  ( 1  −  1 )  + …

p e r o  q u e  s u m a  1  s i  l a  c a l c u l a m o s  s e g ú n

23 SEI Quede claro desde el principio que «puede que recuerde usted» y «no hace falta decir» y demás no son tics,
sino tácticas retóricas cuyo objetivo es reducir las molestias de aquellos lectores que ya están familiarizados con lo
que sea que se está discutiendo. En realidad, no se necesita ninguna experiencia en particular ni recordar las
matemáticas superiores para leer este libro, pero parece por lo menos razonable suponer que algunos lectores
tendrán una buena preparación matemática, y simplemente lo educado es admitirlo de vez en cuando. Como se
mencionó brevemente en el Prólogo, la retórica de la escritura técnica está cargada de incertidumbres acerca de los
niveles de experiencia de los distintos lectores y sus curvas de confusión-enojo. Nada de esto es su problema,
claro, por lo menos no directamente.
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1  +  ( − 1  +  1 )  +  ( − 1  +  1 )  +  ( − 1  +  1 ) … ,

y  l a  t r a c a  f i n a l  e s  q u e ,  c o m o  a m b o s  c á l c u l o s  s o n m a t e m á t i c a m e n t e  l í c i t o s ,  l a

s u m a  « r e a l »  d e  l a  s e r i e  p a r e c e  s e r  a  l a  v e z  1  y  n o  - 1 ,  l o  c u a l  p o r  l a  L T E  e s

i m p o s i b l e .  S i n  e m b a r g o ,  t a l  v e z  r e c u e r d e
24

 q u e  l a  s e r i e  d e  G r a n d i  r e s u l t a  s e r

d e u n s u b t i p o p a r t i c u l a r d e s e r i e i n f i n i t a d i v e r g e n t e c o n o c i d a c o m o s e r i e

o s c i l a n t e , y q u e c o m o t a l e s u n e j e m p l o a l e c c i o n a d o r d e e s t i p u l a c i ó n d e

s u m a s p a r c i a l e s ( d e n o t a d a s p o r sn ) , s i e n d o e l s i m b o l i s m o r e l e v a n t e a l g o

p a r e c i d o  a

« d o n d e sn  =  0  p a r a n  p a r  y sn  = − 1  p a r a n  i m p a r » ,  s i m b o l i s m o  q u e  p a r e c e

t a n  l e g i s l a t i v a m e n t e  c r í p t i c o  y  p e s a d o  p r e c i s a m e n t e  p o r q u e  t i e n e  q u e  e s t a r

d i s e ñ a d o  p a r a  e v i t a r  f i s u r a s  c o m o  l a  p a r a d o j a  d e  l a  l á m p a r a .

T a m b i é n  h a y  a n t i n o m i a s  q u e  g i r a n  a l r e d e d o r  d e l  ∞  n o  c o m o  u n  c o n c e p t o  d e l

l e n g u a j e n a t u r a l o u n terrain vague n u m é r i c o s i n o s i m p l e m e n t e c o m o u n

r a s g o d e  l a g e o m e t r í a , d e t a l  f o r m a q u e p u e d e n r e p r e s e n t a r s e m e d i a n t e

f i g u r a s s i m p l e s , y n o b a s t a c o n m e r a s e s t i p u l a c i o n e s . C o n s i d é r e n s e l o s

p u n t o s  y  l a s  r e c t a s .  E s t á  c l a r o  q u e  c u a l q u i e r  r e c t a  c o n t i e n e  u n a  i n f i n i d a d  d e

p u n t o s . U n p u n t o , r e c u e r d e , e s « un elemento de la geometría que tiene

posición pero no extensión »  ( N e l s o n ,  p á g . 3 3 0 ) , e n e l s e n t i d o d e q u e u n

p u n t o e s u n a a b s t r a c c i ó n , p u r a p o s i c i ó n . P e r o s i u n a r e c t a s e c o m p o n e

ú n i c a m e n t e  d e  p u n t o s ,  y  l o s  p u n t o s  n o  t i e n e n  e x t e n s i ó n ,  ¿ c ó m o  p u e d e  t e n e r

e x t e n s i ó n  u n a  r e c t a ?  P o r  d e f i n i c i ó n ,  t o d a s  l a s  r e c t a s  l a  t i e n e n .  L a  r e s p u e s t a

24 Lo que viene a continuación no es demasiado SEI, pero para seguirlo con detalle probablemente necesitaría haber
estudiado algo de matemáticas superiores, y si no es así no se preocupe de nada más, excepto de cómo el
simbolismo tiene que cargarse de salvedades. ( SEI Y si estudió usted los primeros cursos de cálculo y se da cuenta
de que nuestro simbolismo es algo no estándar, tampoco se inquiete por eso; más que nada porque todavía no se
ha definido ninguno de los símbolos relevantes).
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p a r e c e  t e n e r  a l g o q u e v e r  c o n e l ∞ , p e r o  ¿ c ó m o p u e d e ∞ × 0  s e r  i g u a l  a

a l g o  q u e  n o  s e a  0 ?

A q u í  e s t á  o t r a  p e o r .  T o d o  l o  q u e  n e c e s i t a  e s  a  E u c l i d e s  y  u n a  r e g l a .  D i b u j e

u n a  l í n e a  c o m o  e s t a :

d o n d e  e l  s e g m e n t o  d e  r e c t a PQ  e s  t r e s  v e c e s  m á s  l a r g o  q u e  e l  s e g m e n t o QR .

C o m o l o s s e g m e n t o s d e r e c t a e s t á n c o m p u e s t o s p o r p u n t o s , p a r e c e

r a z o n a b l e  l a  i d e a  d e  q u e  d e b e r í a  h a b e r  t r e s  v e c e s m á s  p u n t o s  e n PQ  q u e  e n

QR .  P e r o  r e s u l t a  q u e  h a y  e x a c t a m e n t e  l a m i s m a  c a n t i d a d  e n  a m b o s .  P u e d e

v e r l o . C o n v i e r t a  l o s  s e g m e n t o s  e n  e l  t r i á n g u l o  r e c t o QPR  g i r a n d o PQ  h a c i a

a r r i b a y c o n t i n u a n d o l a r o t a c i ó n h a s t a q u e P e s t é j u s t o e n c i m a d e R , y

d e s p u é s  d i b u j e  e l  s e g m e n t o PR :
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D e s p u é s  r e c u e r d e  q u e ,  p o r  e l  a x i o m a  d e  l a s  p a r a l e l a s  d e  E u c l i d e s ,
25

 p o r  c a d a

p u n t o  d e l  s e g m e n t o PQ  p a s a r á  e x a c t a m e n t e  u n a  r e c t a  p a r a l e l a  a l  s e g m e n t o

PR :

y q u e e s t a r e c t a c o r t a r á a l s e g m e n t o Q R e x a c t a m e n t e e n u n p u n t o . L o

m i s m o  e s  c i e r t o  p a r a  c a d a  p u n t o  i n d i v i d u a l  d e  P Q ;  s i m p l e m e n t e  d i b u j e  u n a

r e c t a  p a r a l e l a  a  P R  q u e  c o r t e  a  P Q  e n  d i c h o  p u n t o ,  y  l a  r e c t a  c o r t a r á  a  Q R  e n

u n  ú n i c o  p u n t o :

25 SEI = Definición 23 en el Libro I de los Elementos.
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s i n  d u p l i c a c i o n e s  y  s i n  q u e  f a l t e n  p u n t o s ,  d e  m o d o  q u e  a  c a d a  p u n t o  d e PQ  l e

c o r r e s p o n d e  u n  p u n t o  d e QR ,  e s  d e c i r ,  q u e  h a y  e x a c t a m e n t e  t a n t o s  p u n t o s

e n QR  c o m o  e n PQ ,  a u n q u e PQ  =  3 ( QR ) .

P u e d e u s t e d g e n e r a r u n a p a r a d o j a s i m i l a r c r e a n d o u n p a r d e c í r c u l o s

c o n c é n t r i c o s  t a l e s  q u e  e l  r a d i o  d e l  c í r c u l o m a y o r m i d a  e l  d o b l e  q u e  e l  r a d i o

d e l c í r c u l o i n t e r i o r .
26

 C o m o l a c i r c u n f e r e n c i a d e c u a l q u i e r c í r c u l o e s u n a

f u n c i ó n  d i r e c t a  d e  s u  r a d i o ,  l a  c i r c u n f e r e n c i a  d e l  c í r c u l o m a y o r m i d e  e l  d o b l e

q u e  l a  d e l  c í r c u l o m e n o r .  Y  u n a  c i r c u n f e r e n c i a  t a m b i é n  e s  u n a  l í n e a  ( c u r v a ) ,

d e m o d o q u e d e b e r í a  h a b e r  d o s  v e c e s m á s  p u n t o s  e n  l a  c i r c u n f e r e n c i a  d e l

c í r c u l o m a y o r . P e r o n o : c o m o a m b o s c í r c u l o s t i e n e n u n c e n t r o c o m ú n , e l

s i m p l e  t r a z o d e a l g u n o s  r a d i o s p e r m i t e e s t a b l e c e r q u e c u a l q u i e r  r a d i o q u e

c o r t e  a l  c í r c u l o  g r a n d e  e n  u n  p u n t o N  c o r t a r á  a l  c í r c u l o  p e q u e ñ o  e n  u n  ú n i c o

p u n t o  c o r r e s p o n d i e n t e N1 ,  s i n  r e d u n d a n c i a s  n i  a u s e n c i a s :

26 SEI Esta está relacionada con una cosa llamada la rueda de Aristóteles, que es una historia en sí misma.
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d e m o s t r a n d o  a s í  q u e  e l  n ú m e r o  d e  p u n t o s  e n  l a s  c i r c u n f e r e n c i a s  d e  a m b o s

c í r c u l o s  e s  e l  m i s m o .

E s t o s s o n v e r d a d e r o s p r o b l e m a s , n o s o l o t e d i o s o s o a n t i i n t u i t i v o s s i n o

m a t e m á t i c a m e n t e  p r o f u n d o s .  G e o r g  F .  L .  P .  C a n t o r  l o s  r e s o l v i ó  t o d o s ,  m á s  o

m e n o s .  P e r o ,  p o r  s u p u e s t o ,  l a  e x p r e s i ó n  c o l o q u i a l  « r e s o l v e r »  p u e d e  s i g n i f i c a r

d i s t i n t a s  c o s a s .

C o m o s e h a m e n c i o n a d o , e n m a t e m á t i c a s u n m o d o d e t r a t a r c o n l o s

p r o b l e m a s  d e s e s t a b i l i z a n t e s  e s  d e c r e t a r  s u  i n e x i s t e n c i a ,  d e s t e r r a n d o  c i e r t o s

t i p o s d e  e n t e s m a t e m á t i c o s  y / o  c a r g a n d o  l o s  t e o r e m a s d e  e s t i p u l a c i o n e s y

e x c l u s i o n e s  d i s e ñ a d a s  p a r a  e v i t a r  r e s u l t a d o s  e x t r a ñ o s .  A n t e s  d e  l a  i n v e n c i ó n

d e  l a s m a t e m á t i c a s  t r a n s f i n i t a s ,  e s t a  e r a  l a m a n e r a  d e  t r a t a r  l a m a y o r  p a r t e

d e  l a s  p a r a d o j a s  d e l  ∞ .

S e  « r e s o l v í a n »  e m p e z a n d o  p o r  d i f u m i n a r  l a  d i s t i n c i ó n  e n t r e  u n a  p a r a d o j a  y

u n a c o n t r a d i c c i ó n , y  l u e g o a p l i c a n d o u n a e s p e c i e d e r e d u c c i ó n a l a b s u r d o

m e t a f í s i c a :  s i  a d m i t i r  c a n t i d a d e s  i n f i n i t a s ,  c o m o  e l  n ú m e r o  d e  p u n t o s  d e  u n a

r e c t a  o  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  e n t e r o s ,  c o n d u c e  a  c o n c l u s i o n e s  p a r a d ó j i c a s ,

t i e n e  q u e  h a b e r  a l g o  i n h e r e n t e m e n t e  e r r ó n e o  o  s i n  s e n t i d o  e n  l a s  c a n t i d a d e s

i n f i n i t a s , y a s í l a s e n t i d a d e s r e l a c i o n a d a s c o n e l ∞ n o p o d r í a n « e x i s t i r »

r e a l m e n t e  e n u n  s e n t i d o m a t e m á t i c o .  E s t e  f u e  e s e n c i a l m e n t e  e l  a r g u m e n t o
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d e s p l e g a d o , p o r e j e m p l o ,  c o n t r a  l a  f a m o s a p a r a d o j a d e G a l i l e o e n e l  s i g l o

X V I I .

A q u í  e s t á  l a  p a r a d o j a  d e G a l i l e o .  E l  q u i n t o  a x i o m a  d e  E u c l i d e s  d i c t a  q u e  « el

todo  es  siempre  mayor  que  la  parte » ,  l o c u a l p a r e c e b a s t a n t e  i r r e f u t a b l e .

T a m b i é n  r e s u l t a  o b v i o  q u e  t o d o  c u a d r a d o  p e r f e c t o  ( p o r  e j e m p l o ,  1 ,  4 ,  9 ,  1 6 ,

2 5 … ) e s u n n ú m e r o e n t e r o , m i e n t r a s q u e n o t o d o n ú m e r o e n t e r o e s u n

c u a d r a d o p e r f e c t o . E n o t r a s p a l a b r a s , e l c o n j u n t o d e t o d o s  l o s c u a d r a d o s

p e r f e c t o s n o e s m á s q u e u n a p a r t e d e l c o n j u n t o d e t o d o s l o s n ú m e r o s

e n t e r o s ,  p o r  l o  q u e  e n  v i r t u d  d e l  q u i n t o  a x i o m a  d e  E u c l i d e s  e s m á s  p e q u e ñ o .

E l p r o b l e m a e s q u e e l m i s m o t i p o d e  i g u a l d a d , m e d i a n t e - c o r r e s p o n d e n c i a

q u e  v i m o s  c o n PQ /QR  y  l o s  d o s  c í r c u l o s  t a m b i é n  s e  p u e d e  e s t a b l e c e r  e n  e s t e

c a s o .

P o r q u e a u n q u e n o e s c i e r t o q u e c a d a n ú m e r o e n t e r o s e a u n c u a d r a d o

p e r f e c t o , s í e s c i e r t o q u e c a d a n ú m e r o e n t e r o e s  l a r a í z c u a d r a d a d e u n

c u a d r a d o p e r f e c t o : 2 d e 4 , 3 d e 9 , 4 d e 1 6 , 9 1 2 d e 8 3 1 . 7 4 4 , y a s í

s u c e s i v a m e n t e . V i s u a l m e n t e , s e p u e d e n a l i n e a r l o s d o s c o n j u n t o s y

d e m o s t r a r  u n a  p e r f e c t a  e  i n a g o t a b l e  c o r r e s p o n d e n c i a  d e  u n o  a  u n o  e n t r e  s u s

m i e m b r o s :
27

A s í  p u e s ,  l a  c o n c l u s i ó n  d e  l a  p a r a d o j a  d e  G a l i l e o  e s  q u e  e l  q u i n t o  a x i o m a  d e

E u c l i d e s ,  u n a  p a r t e  i n d i s p e n s a b l e  d e  l a s m a t e m á t i c a s  b á s i c a s ,  y  u n a  v e r d a d

o b v i a q u e p o d e m o s  c o m p r o b a r  c o n  c u a l q u i e r  t i p o d e  c o n j u n t o q u e  s e a m o s

c a p a c e s d e v e r o c o n t a r , q u e d a c o n t r a d i c h o p o r  l o s c o n j u n t o s  i n f i n i t o s d e

t o d o s l o s n ú m e r o s e n t e r o s y t o d o s l o s c u a d r a d o s p e r f e c t o s . A n t e e s t a

27 SEI Como veremos en § 7, que exista una correspondencia uno a uno entre sus miembros en realidad ahora es
la definición de igualdad entre dos conjuntos.
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s i t u a c i ó n ,  h a y  d o s  c a m i n o s  p o s i b l e s .  E l  e s t á n d a r ,  c o m o  s e  h a m e n c i o n a d o ,  e s

d e c l a r a r q u e  l o s c o n j u n t o s  i n f i n i t o s s o n e l e q u i v a l e n t e m a t e m á t i c o d e  l o s

u n i c o r n i o s o l a « n a d a » q u e A l i c i a v e e n e l c a m i n o .
28

 E l o t r o , q u e e s

r e v o l u c i o n a r i o t a n t o i n t e l e c t u a l c o m o p s i c o l ó g i c a m e n t e , e s t r a t a r l a

e q u i v a l e n c i a  p a r a d ó j i c a d e G a l i l e o n o  c o m o u n a  c o n t r a d i c c i ó n  s i n o  c o m o  l a

d e s c r i p c i ó n  d e  c i e r t o  n u e v o  t i p o  d e  e n t e m a t e m á t i c o  q u e  e s  t a n  a b s t r a c t o  y

e x t r a ñ o  q u e  n o  s e  c i ñ e  a  l a s  r e g l a s  n o r m a l e s  d e  l a s m a t e m á t i c a s  y  r e q u i e r e

u n t r a t a m i e n t o e s p e c i a l . E s d e c i r , c o n s i s t e e n i n d i c a r ( c o m o h i z o a d i v i n e

q u i é n )  q u e

«El fallo fundamental de todas las así llamadas

demostraciones de la imposibilidad de los números infinitos es

que atribuyen a dichos números todas las propiedades de los

números finitos, mientras que los números infinitos […]

constituyen una clase completamente nueva de número, un

tipo cuya naturaleza debería ser objeto de investigación y no

de prejuicios arbitrarios» (Cantor, «Über die verschiedenen

Standpunkte in bezug auf das aktuelle Unendliche», en

Gessamelte Abhandlungen. Traducción editada de un extracto

de Dauben, Georg Cantor, pág. 125).

P e r o , p o r o t r o l a d o , d i c h a a c t i t u d p o d r í a n o s e r r e v o l u c i o n a r i a , s i n o

s e n c i l l a m e n t e  u n a  l o c u r a .
29

 C o m o  c o n s i d e r a r  e l  h e c h o  d e  q u e  n u n c a  n a d i e  h a

v i s t o  u n  u n i c o r n i o  n i  u n a  s o l a  v e z  y  a f i r m a r  q u e  e s t o  n o  e s  u n a  i n d i c a c i ó n  d e

q u e  l o s  u n i c o r n i o s  n o  e x i s t e n  r e a l m e n t e ,  s i n o m á s  b i e n  u n  i n d i c i o  d e  q u e  l o s

u n i c o r n i o s  c o n s t i t u y e n  u n  n u e v o  t i p o  d e  a n i m a l  c o n  l a  s i n g u l a r  p r o p i e d a d  d e

28 SEI Esto es un poco burdo. El auténtico modo en que las matemáticas neutralizaron el ∞ se basaba en cierta
distinción metafísica trazada por Aristóteles para refutar a Zenón, a todo lo cual llegaremos.
29  No es nada injusto mencionar que Cantor se prodigó bastante en declaraciones extravagantes durante la
controversia sobre los conjuntos infinitos, muchas con un tono religioso exageradamente grandilocuente, por
ejemplo: «No albergo duda alguna respecto a la verdad de los transfinitos, a los que he identificado con la ayuda de
Dios». (Cantor en la obra de Dauben «Georg Cantor and Pope Leo XIII», pág. 106) o «El miedo al infinito es una
forma de miopía que destruye la posibilidad de ver el infinito real, a pesar de que este en su forma más alta nos ha
creado y nos sostiene» (Cantor, Gessamelte Abhandlungen, pág. 374. Traducción editada de un extracto de Rucker,
Infinity and the Mind, pág. 46).
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s e r  i n v i s i b l e s .  E s t á  c l a r o  q u e  a q u í  e n c o n t r a m o s  l a  s u t i l  d i f e r e n c i a  e n t r e  g e n i o

y  l o c u r a  d e  l a  q u e  s e  a l i m e n t a n  e s c r i t o r e s  y  c i n e a s t a s m o d e r n o s .  L a  v e r d a d

e s  q u e  t o d a  c l a s e  d e  e n t e s  e x t r a ñ o s  y  n o  d i r e c t a m e n t e  o b s e r v a b l e s  c o m o  e l

0 , l o s e n t e r o s n e g a t i v o s , l o s n ú m e r o s i r r a c i o n a l e s , e t c . , s e i n t r o d u j e r o n

o r i g i n a l m e n t e e n l a s m a t e m á t i c a s c o n e l m i s m o t i p o d e a u r a d e

l o c u r a / i n c o h e r e n c i a p e r o , a d í a d e h o y , e s t á n  t o t a l m e n t e a c e p t a d o s y s o n

i n c l u s o  e s e n c i a l e s . A l m i s m o  t i e m p o , h a h a b i d o m u c h a s o t r a s  i n n o v a c i o n e s

q u e  e r a n  r e a l m e n t e  i n s e n s a t a s  o  i n t r a t a b l e s  y  f u e r o n  e x p u l s a d a s  e n t r e  r i s a s

d e  l a  c i u d a d , m a t e m á t i c a m e n t e h a b l a n d o ,  y n o s o t r o s ,  l a  g e n t e d e  l a  c a l l e ,

j a m á s  o í m o s  h a b l a r  d e  e l l a s .

S i n  e m b a r g o ,  q u e  a l g o  s e a  u n a  s u t i l  d i s t i n c i ó n n o  s i g n i f i c a  q u e n o  s e a u n a

d i s t i n c i ó n .  E l  p e n s a m i e n t o m a t e m á t i c o  e s  a b s t r a c t o ,  p e r o  t a m b i é n m i n u c i o s o

y p r a g m á t i c o y m u y e n f o c a d o a  l a o b t e n c i ó n d e r e s u l t a d o s . L a d i f e r e n c i a

e n t r e  u n a  t e o r í a m a t e m á t i c a  r e v o l u c i o n a r i a  y  b r i l l a n t e  y  o t r a  « c h i f l a d a »  e s t á ,

p o r  l o  t a n t o ,  e n  l o  q u e  s e  p u e d a  h a c e r  c o n  e l l a ,  e n  s i  d a  o  n o  d a  r e s u l t a d o s

s i g n i f i c a t i v o s . H e a q u í a H a r d y e x p l i c a n d o l o q u e c o n s i d e r a « resultados

significativos » :

Podríamos decir, en cierto modo, que una idea matemática es

«significativa» si se puede relacionar, de una manera natural y

reveladora, con un gran complejo de otras ideas matemáticas.

Así, un teorema matemático serio, un teorema que conecte

ideas significativas, es probable que conduzca a importantes

avances en las propias matemáticas e incluso en otras ciencias

(Hardy, Apology, pág. 89).

L a s  t e o r í a s  d e  C a n t o r  s o b r e  l o s  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s  y  l o s  n ú m e r o s  t r a n s f i n i t o s

a c a b a n  r e s u l t a n d o  s i g n i f i c a t i v a s  p r e c i s a m e n t e  d e  e s t a m a n e r a .  L a  r a z ó n d e

e l l o e s , e n p a r t e , q u e C a n t o r e r a u n e x c e l e n t e m a t e m á t i c o p r o f e s i o n a l y

a p o r t ó d e m o s t r a c i o n e s i n g e n i o s a s d e l a s c a r a c t e r í s t i c a s f o r m a l e s

i m p o r t a n t e s ,  q u e  h i c i e r o n  d e  s u s  i d e a s  v e r d a d e r a s  t e o r í a s  y  n o  s o l o  h i p ó t e s i s
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a t r e v i d a s .  P e r o  t a m b i é n  h a y  o t r a s  r a z o n e s .  E l  m i s m o  G a l i l e o  h a b í a  p l a n t e a d o

l a h i p ó t e s i s d e q u e  l a v e r d a d e r a c o n c l u s i ó n d e s u p a r a d o j a e r a q u e « l o s

a t r i b u t o s  “ i g u a l ” ,  “ m a y o r ”  y  “ m e n o r ”  n o  s o n  a p l i c a b l e s  a l  i n f i n i t o ,  s i n o  s o l o  a

c a n t i d a d e s  f i n i t a s »  ( G a l i l e o  G a l i l e i ,  p á g .  3 2 ) .

P e r o n a d i e  s e  t o m ó e s t o  e n  s e r i o ,  y n o p o r  e s t u p i d e z :  l a s m a t e m á t i c a s n o

t i e n d e n  a  e s t a r  l l e n a s  d e  g e n t e  e s t ú p i d a  o  d e m e n t e  c e r r a d a .  R e a l m e n t e ,  e l

m o m e n t o n o e r a e l a d e c u a d o p a r a l a s u g e r e n c i a d e G a l i l e o , n i e x i s t í a n

t o d a v í a  l a s h e r r a m i e n t a s m a t e m á t i c a s a d e c u a d a s p a r a c o n v e r t i r l a e n u n a

v e r d a d e r a  t e o r í a  i n c l u s o  s i  G a l i l e o  h u b i e r a  q u e r i d o …  l o  c u a l  n o  f u e  a s í ,  h e c h o

d e l q u e s e r í a e q u i v o c a d o c o n c l u i r q u e é l n o e r a t a n p e r s p i c a z o b r i l l a n t e

c o m o G e o r g C a n t o r .  C o m o  l a m a y o r í a  d e  l o s  g i g a n t e s  q u e  r e v o l u c i o n a n  l a s

m a t e m á t i c a s  o  l a  c i e n c i a ,  C a n t o r  e r a  e n  u n  1 0 0 %  u n  h o m b r e  d e  s u  t i e m p o  y

l u g a r ,  y  s u s  l o g r o s  f u e r o n  l a  h a b i t u a l  c o n j u n c i ó n  d e  u n  t a l e n t o  p e r s o n a l  y  u n

c o r a j e e x t r a o r d i n a r i o s
30

 c o n e l c o n t e x t o a d e c u a d o d e p r o b l e m a s y

c o n d i c i o n e s  g e n e r a l e s  q u e ,  e n  r e t r o s p e c t i v a ,  t i e n d e n  a  h a c e r  q u e  l o s  a v a n c e s

i n t e l e c t u a l e s  p a r e z c a n  i n e v i t a b l e s ,  y  s u s  a u t o r e s ,  c a s i  i n c i d e n t a l e s .

P a r a  e x p r e s a r l o  d e  o t r o m o d o ,  l a s m a t e m á t i c a s  s o n  p i r a m i d a l e s .  C a n t o r n o

s u r g i ó s ú b i t a m e n t e d e l a n a d a . P o r l o t a n t o , u n a v e r d a d e r a v a l o r a c i ó n

r e q u i e r e  u n a  c o m p r e n s i ó n  d e  l o s  c o n c e p t o s  y  p r o b l e m a s  q u e  d i e r o n  l u g a r  a

l a t e o r í a d e c o n j u n t o s e h i c i e r o n q u e  l a s m a t e m á t i c a s t r a n s f i n i t a s f u e r a n

s i g n i f i c a t i v a s e n e l s e n t i d o d e H a r d y . E s t o n e c e s i t a  t i e m p o , p e r o c o m o l a

e x p l i c a c i ó n e s t a m b i é n p i r a m i d a l p o d e m o s p r o c e d e r d e u n m o d o m á s o

m e n o s o r d e n a d o , y n o s e r á t o d o t a n a b s t r a c t o y d i s c u r s i v o c o m o e s t a

i n t r o d u c c i ó n .

30 Naturalmente, se necesita tiempo para obtener los resultados significativos que dan legitimidad a una teoría
matemática, e incluso más tiempo para que sea plenamente aceptada, y, por supuesto, durante ese tiempo la
cuestión locura-o-genio permanece sin resolver, probablemente incluso para el propio matemático, de modo que
este desarrolla su teoría y elabora sus demostraciones en unas condiciones de enormes tensiones y dudas
personales, y a veces ni siquiera es reivindicado en vida, etc.
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Capítulo Dos

§ 2a.

A h o r a e s t a m o s e m p e z a n d o d e v e r d a d . H a y d o s m a n e r a s d e  i n v e s t i g a r e l

c o n t e x t o  d e  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s  c a n t o r i a n a .

L a p r i m e r a e s h a b l a r d e  l a  i n t r i n c a d a y a b s t r a c t a d a n z a d e l  i n f i n i t o y  l o s

l í m i t e s  a  l o  l a r g o  d e  l a  e v o l u c i ó n  d e  l a s  m a t e m á t i c a s .

L a s e g u n d a e s e x a m i n a r e l e s f u e r z o h i s t ó r i c o d e l a s m a t e m á t i c a s p a r a

r e p r e s e n t a r l a c o n t i n u i d a d , e s d e c i r , e l s u a v e f l u i r y / o l o s a s p e c t o s

d e n s a m e n t e  s u c e s i v o s  d e l  m o v i m i e n t o  y  l o s  p r o c e s o s  d e l  m u n d o  r e a l .

C u a l q u i e r a q u e  t e n g a  i n c l u s o  l o s m á s  v a g o s  r e c u e r d o s d e  l a s m a t e m á t i c a s

d e l  i n s t i t u t o  r e c o r d a r á  q u e  l a  c o n t i n u i d a d  y  e l ∞ / l í m i t e  s o n  e s e n c i a l m e n t e  e l

f u n d a m e n t o d e l c á l c u l o , y p o d r í a r e c o r d a r t a m b i é n q u e , e n t é r m i n o s

g e n e r a l e s ,  t i e n e n s u o r i g e n e n  l a m e t a f í s i c a d e  l o s a n t i g u o s g r i e g o s y s u

m a t r i z  p a r t i c u l a r  e n  Z e n ó n  d e  E l e a  ( h a c i a  4 9 0 - 4 3 5  a .  C . ,  q u i e n  m u r i ó  c o n  s u s

d i e n t e s l i t e r a l m e n t e a ú n e n l a o r e j a d e l d e s p ó t i c o g o b e r n a n t e d e E l e a ,

N e a r c o I ; e s u n a l a r g a h i s t o r i a ) , c u y a s e p ó n i m a s p a r a d o j a s l o

d e s e n c a d e n a r o n  t o d o .

U n o s  c u a n t o s  h e c h o s  p r o c e d e n t e s  d e  Á t i c a ,  p a r a  e m p e z a r .

E n  p r i m e r  l u g a r ,  l a s m a t e m á t i c a s  g r i e g a s  e r a n  a b s t r a c t a s ,  c i e r t a m e n t e ,  p e r o

e s t a b a n p r o f u n d a m e n t e a r r a i g a d a s e n l o s m é t o d o s d e  l o s b a b i l o n i o s y  l o s

e g i p c i o s . P a r a l o s g r i e g o s n o h a y u n a d i f e r e n c i a r e a l e n t r e l o s e n t e s

a r i t m é t i c o s  y  l a s  f i g u r a s  g e o m é t r i c a s ,  p o r  e j e m p l o ,  e n t r e  e l  n ú m e r o 5 y u n

s e g m e n t o  d e  c i n c o  u n i d a d e s  d e  l o n g i t u d .

E n  s e g u n d o  l u g a r ,  p a r a  e l l o s  t a m p o c o  h a y  u n a s  d i s t i n c i o n e s  c l a r a s  e n t r e  l a s

m a t e m á t i c a s ,  l a m e t a f í s i c a  y  l a  r e l i g i ó n : e n m u c h o s  s e n t i d o s  e r a n  t o d a s  l a

m i s m a  c o s a .

E n  t e r c e r  l u g a r ,  e l  d e s a g r a d o  p r o p i o  d e n u e s t r a  é p o c a  y  c u l t u r a  r e s p e c t o  a

l o s l í m i t e s — p o r e j e m p l o , a l d e c i r « un hombre limitado » o « SI SU

VOCABULARIO  ES  LIMITADO,  SUS  POSIBILIDADES  DE  ÉXITO  SON
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LIMITADAS » , e t c . — h a b r í a s i d o  i n c o m p r e n s i b l e p a r a  l o s a n t i g u o s g r i e g o s .

B a s t e  d e c i r  q u e  l o s  l í m i t e s  l e s  g u s t a b a n m u c h o ,  y  u n a  c o n s e c u e n c i a  d i r e c t a

d e e l l o e s s u a n t i p a t í a / d e s c o n f i a n z a  r e s p e c t o a l ∞ . E l  t é r m i n o h e l é n i c o to

apeiron  s i g n i f i c a  n o  s o l o  i n f i n i t a m e n t e  l a r g o / g r a n d e ,  s i n o  t a m b i é n  i n d e f i n i b l e ,

c o m p l e j o  s i n  r e m e d i o ,  a q u e l l o - q u e - n o - p u e d e - s e r - t r a t a d o .
31

To apeiron  t a m b i é n  h a c í a  r e f e r e n c i a  a l  c a o s  i l i m i t a d o  y  s i n  n a t u r a l e z a  p r o p i a

d e l  q u e  s u r g i ó  l a  c r e a c i ó n .  A n a x i m a n d r o  ( 6 1 0 - 5 4 5  a .  C . ) ,  e l  p r i m e r o  d e  l o s

p r e s o c r á t i c o s q u e u s ó  e l  t é r m i n o e n  s u m e t a f í s i c a ,  l o  d e f i n e  e s e n c i a l m e n t e

c o m o « e l  s u s t r a t o  i l i m i t a d o d e l q u e p r o v i n o e l m u n d o »  ( E d w a r d s , v . 3 , p .

1 9 0 ) .

Y a q u í « i l i m i t a d o » s i g n i f i c a n o s o l o s i n f i n e i n a g o t a b l e , s i n o i n f o r m e ,

d e s p r o v i s t o d e c u a l q u i e r  f r o n t e r a , d i s t i n c i ó n o c u a l i d a d e s p e c í f i c a . A l g o a s í

c o m o  e l  v a c í o ,  p e r o  d e  l o  q u e  e s t á  d e s p r o v i s t o  i n i c i a l m e n t e  e s  d e  f o r m a .
32

Y  e s t o ,  p a r a  l o s  g r i e g o s ,  n o  e s  n a d a  b u e n o .  A q u í  e s t á  u n a  c i t a  d e f i n i t i v a  d e

A r i s t ó t e l e s ,  e s a  f u e n t e  d e  c i t a s  d e f i n i t i v a s :

«La esencia del infinito es la privación, no la perfección sino la

ausencia de límite» (Física, III, 7, 208a).

L a c u e s t i ó n e s q u e a l a b s t r a e r t o d a s l a s  l i m i t a c i o n e s p a r a o b t e n e r e l ∞ ,

t a m b i é n s e e l i m i n a  l o m á s  i m p o r t a n t e :  s i n  l í m i t e  i m p l i c a s i n  f o r m a , y e s o

s i g n i f i c a  e l  c a o s ,  l a  f e a l d a d ,  u n  l í o .  T é n g a s e ,  p u e s ,  p r e s e n t e  e l  h e c h o  á t i c o

c u a t r o :  e l  u b i c u o  y  e s e n c i a l  e s t e t i c i s m o  d e l  i n t e l e c t o  g r i e g o .  E l  d e s o r d e n  y  l a

f e a l d a d  e r a n  e l malum in se  d e f i n i t i v o ,  l a  s e ñ a l  s e g u r a  d e  q u e  a l g o  i b a m a l

c o n u n c o n c e p t o , d e l m i s m o m o d o e n q u e  l a d e s p r o p o r c i ó n y e l d e s o r d e n

e r a n  i n a c e p t a b l e s  e n  e l  a r t e  g r i e g o .
33

31 SEI Parece ser que el término to apeiron se originó en la tragedia griega, donde se refería a vestimentas o
ataduras «en las cuales uno se queda enredado, sin escape».
32 SEI Probablemente valga la pena destacar aquí que la descripción del Génesis 1:2: «La tierra era caos y
confusión», es una manera plenamente griega de caracterizar la pre-Creación.
33 N. B. Este esteticismo helénico nunca ha desaparecido de las matemáticas, como se puede constatar por el hecho
de que una buena demostración o un buen método se dice que son «elegantes» o por la frase, muy citada, de la
Apología de Hardy: «La belleza es la primera prueba; no hay lugar permanente en el mundo para las matemáticas
feas» (Hardy, Apology, pág. 85).
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P i t á g o r a s  d e  S a m o s  ( 5 7 0 - 5 0 0  a .  C . )  e s  c r u c i a l  e n  t o d o s  l o s  s e n t i d o s  p a r a  l a

h i s t o r i a  d e l ∞ .  ( E n  r e a l i d a d ,  e s m á s  e x a c t o  d e c i r  « la Divina Hermandad de

Pitágoras »  o  p o r  l o m e n o s  « los pitagóricos » ,  p o r q u e  e n  r e l a c i ó n  c o n  e l ∞  n o

e s  t a n  i m p o r t a n t e  e l  h o m b r e  c o m o  l a  s e c t a ) .  F u e  l a m e t a f í s i c a  p i t a g ó r i c a  l a

q u e  c o m b i n ó  e x p l í c i t a m e n t e  e l to apeiron  d e  A n a x i m a n d r o  c o n  e l  p r i n c i p i o  d e

l í m i t e ( peras  e n g r i e g o ) q u e o t o r g a e s t r u c t u r a y o r d e n — l a p o s i b i l i d a d d e

f o r m a — a l  v a c í o p r i m i g e n i o .  L a D i v i n a  H e r m a n d a d d e P i t á g o r a s  ( D . H .  P . ) ,

q u e ,  c o m o  e s  b i e n  s a b i d o ,  f u n d ó  u n a  r e l i g i ó n  e n t e r a  d e l  n ú m e r o ,  p o s t u l ó  e s t e

l í m i t e  c o m o  m a t e m á t i c o ,  g e o m é t r i c o .

E s  l a a c c i ó n d e l peras  s o b r e to apeiron  l a q u e d a  l u g a r a  l a s d i m e n s i o n e s

g e o m é t r i c a s d e l m u n d o c o n c r e t o : to apeiron  l i m i t a d o u n a v e z d a  l u g a r a l

p u n t o  g e o m é t r i c o ,  l i m i t a d o  d o s  v e c e s  d a  l u g a r  a  l a  r e c t a ,  t r e s  v e c e s  d a  l u g a r

a l  p l a n o ,  y  a s í  s u c e s i v a m e n t e .

P o r e x t r a ñ o o p r i m i t i v o q u e e s t o p u e d a p a r e c e r , e r a e x t r e m a d a m e n t e

i m p o r t a n t e ,  y  t a m b i é n  l o  e r a n  l o s  p i t a g ó r i c o s . S u  c o s m o l o g í a b a s a d a e n e l

peras  i m p l i c a b a  q u e  l a  g é n e s i s  d e  l o s  n ú m e r o s  e r a  l a  g é n e s i s  d e l m u n d o .  S í ,

l a e x c e n t r i c i d a d d e l a D . H . P . e s l e g e n d a r i a , i g u a l q u e s u s r e g l a s

e s t a c i o n a l e s p a r a e l s e x o o e l o d i o p a t o l ó g i c o d e P i t á g o r a s h a c i a l a s

l e g u m b r e s .  P e r o  f u e r o n  l a s  p r i m e r a s  p e r s o n a s  q u e  c o n s i d e r a r o n ,  y  a d o r a r o n ,

l o s n ú m e r o s c o m o a b s t r a c c i o n e s . E l p u e s t o c e n t r a l d e l n ú m e r o 1 0 e n s u

r e l i g i ó n , p o r e j e m p l o , n o e s t a b a r e l a c i o n a d o c o n l o s d e d o s , s i n o c o n e l

e s t a t u s  d e l  n ú m e r o  1 0  c o m o  l a  s u m a  p e r f e c t a  d e

1  +  2  +  3  +  4 .

L o s m i e m b r o s d e l a D . H . P . f u e r o n t a m b i é n l o s p r i m e r o s f i l ó s o f o s q u e

t r a t a r o n d e f o r m a e x p l í c i t a l a r e l a c i ó n m e t a f í s i c a e n t r e l a s r e a l i d a d e s

m a t e m á t i c a s a b s t r a c t a s y l a s r e a l i d a d e s e m p í r i c a s c o n c r e t a s . S u p o s t u r a

f u n d a m e n t a l e r a q u e  l a  r e a l i d a d m a t e m á t i c a y e l m u n d o c o n c r e t o e r a n  l o

m i s m o , o m á s b i e n q u e  l a  r e a l i d a d e m p í r i c a e r a u n a e s p e c i e d e  s o m b r a o
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p r o y e c c i ó n d e l a s m a t e m á t i c a s a b s t r a c t a s .
34

 A d e m á s , m u c h o s d e s u s

a r g u m e n t o s a f a v o r d e l a p r i m a c í a d e l n ú m e r o s e b a s a b a n e n e l h e c h o

o b s e r v a d o d e q u e l a s r e l a c i o n e s m a t e m á t i c a s p u r a m e n t e f o r m a l e s t e n í a n

s o r p r e n d e n t e s  c o n s e c u e n c i a s  p a r a  l o s  f e n ó m e n o s  d e l  m u n d o  r e a l .  U n  f a m o s o

e j e m p l o  e s  c ó m o  l a  D .  H .  P .  o b t u v o  l a  r a z ó n  á u r e a

( c u y a s o l u c i ó n e s a p r o x i m a d a m e n t e 5 5 / 3 4 ) , d e  l a s c o n c h a s m a r i n a s y  l o s

t r o n c o s  d e  a l g u n o s  á r b o l e s  y  e s t a b l e c i ó  s u  u s o  e n  l a  a r q u i t e c t u r a .

C o m o  s e  h a m e n c i o n a d o ,  a l g u n a s  d e  e s t a s  c o n e x i o n e s  f u e r o n  c o n o c i d a s  p o r

c u l t u r a s  a n t e r i o r e s  c o m o  l o s  e g i p c i o s ,  o  q u i z á s « u s a d a s »  s e r í a m e j o r ,  p u e s

l o s e g i p c i o s t e n í a n u n  i n t e r é s n u l o e n c o n o c e r c u á l e s e r a n r e a l m e n t e  l a s

c o n e x i o n e s ,  o  e n  q u é  s i g n i f i c a b a n .

U n p a r m á s d e e j e m p l o s . E n  l a p r á c t i c a ,  l o s e g i p c i o s h a b í a n u s a d o  l o q u e

a h o r a  l l a m a m o s e l  t e o r e m a d e P i t á g o r a s e n  i n g e n i e r í a y a g r i m e n s u r a a  l o

l a r g o  d e l  N i l o ,  p e r o  f u e  P i t á g o r a s  q u i e n  l o  c o n v i r t i ó  e n  u n  a u t é n t i c o  t e o r e m a ,

y  l o  d e m o s t r ó .  M u c h a s  c u l t u r a s  p r e g r i e g a s  t a m b i é n  t o c a b a n m ú s i c a ,  p e r o  f u e

l a  D .  Η .  P .  l a  q u e  d e s c u b r i ó  l o s  c o n c e p t o s  d e  o c t a v a ,  d e  q u i n t a  p e r f e c t a ,  e t c . ,

o b s e r v a n d o q u e c i e r t o s  i n t e r v a l o s m u s i c a l e s s i e m p r e s e c o r r e s p o n d í a n c o n

c i e r t a s  r a z o n e s  e n t r e  l a s  l o n g i t u d e s  d e  l a s  c u e r d a s  p u l s a d a s :  d e  2  a  1 ,  d e  3  a

2 ,  y  a s í  s u c e s i v a m e n t e .

C o m o l a s c u e r d a s e r a n r e c t a s y l a s r e c t a s e r a n e n t e s

g e o m é t r i c o s / m a t e m á t i c o s ,
35

 l a s  r a z o n e s  e n t r e  l a s  l o n g i t u d e s d e  l a s  c u e r d a s

e r a n l o m i s m o q u e r a z o n e s e n t r e n ú m e r o s e n t e r o s , o s e a n ú m e r o s

34 SEI En caso de que usted haya notado que esta descripción suena bastante platónica, sepa que, a pesar de que
Platón vivió un siglo más tarde que Pitágoras, hay buenos indicios de que entró en estrecho contacto con sus
sucesores, miembros de la D. Η. P., durante sus viajes por la Magna Grecia (actualmente el sur de Italia, territorio
entonces colonizado por los griegos), y que su metafísica de las matemáticas subyace a la teoría de las «formas»
del propio Platón, respecto a lo cual véase lo que sigue.
35 El concepto de «recta» de los egipcios, por otro lado, era solo una cuerda tensa, usada para delimitar el terreno
de alguien.
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r a c i o n a l e s , q u e r e s u l t a n s e r l o s e n t e s f u n d a m e n t a l e s d e l a m e t a f í s i c a

p i t a g ó r i c a .

E t c é t e r a ,  s i e n d o  l o  i m p o r t a n t e  q u e  l o s  i n t e n t o s  d e  l a  D .  Η .  P .  p a r a  a r t i c u l a r

l a s  c o n e x i o n e s  e n t r e  l a  r e a l i d a d m a t e m á t i c a  y  e l m u n d o  f í s i c o  e r a n  p a r t e  d e l

p r o y e c t o , m á s a m p l i o , d e  l a  f i l o s o f í a p r e s o c r á t i c a , e l  c u a l e r a b á s i c a m e n t e

d a r u n a e x p l i c a c i ó n r a c i o n a l , n o m i t o p o i é t i c a , d e  l o q u e e r a r e a l y d e s u

o r i g e n .  Q u i z á s  i n c l u s o m á s  i m p o r t a n t e  q u e  l a  D .  Η .  P . ,  e n  r e l a c i ó n  c o n  e l ∞ ,

e s  e l  p r o t o m í s t i c o  P a r m é n i d e s  d e  E l e a  ( h a c i a  e l  5 1 5 - ?  a .  C . ) ,  n o  s o l o  p o r q u e

s u d i s t i n c i ó n e n t r e « V í a d e V e r d a d » y « V í a d e A p a r i e n c i a » d e l i m i t ó l o s

t é r m i n o s  d e  l a  m e t a f í s i c a  g r i e g a  y  ( t a m b i é n )  i n f l u y ó  e n  P l a t ó n ,  s i n o  p o r q u e  e l

d i s c í p u l o  y  d e f e n s o r  n º  1  d e  P a r m é n i d e s  f u e  e l  a n t e s m e n c i o n a d o  Z e n ó n ,  e l

m á s  e n d i a b l a d a m e n t e  l i s t o  e  i r r i t a n t e  d e  t o d o s  l o s  f i l ó s o f o s  g r i e g o s  ( a l  q u e  s e

p u e d e  v e r  d á n d o l e  u n  p a l i z ó n  a  S ó c r a t e s ,  a r g u m e n t a t i v a m e n t e  h a b l a n d o ,  e n

e l  P a r m é n i d e s  d e  P l a t ó n ) .

L o s  a r g u m e n t o s  d e  Z e n ó n  a  f a v o r  d e  l a  m e t a f í s i c a  d e  P a r m é n i d e s  t o m a r o n  l a

f o r m a — c o m o  t a m b i é n  s e  h a m e n c i o n a d o —  d e  a l g u n a s  d e  l a s  m á s  p r o f u n d a s

y  e n r e v e s a d a s  p a r a d o j a s  d e  l a  h i s t o r i a  d e l m u n d o .  A  f a v o r  d e  l a  r e l e v a n c i a

d e  e s t o s  r o m p e c a b e z a s  p a r a  n u e s t r o  p r o p ó s i t o  g e n e r a l ,  h e  a q u í  o t r a  b o n i t a

c i t a  d e  B e r t r a n d  R u s s e l l :

En este mundo caprichoso, nada es más caprichoso que la

fama póstuma. Uno de los más notables ejemplos de la falta

de juicio de la posteridad es el eleático Zenón […], que puede

ser considerado el fundador de la filosofía del infinito. Inventó

cuatro argumentaciones, todas inconmensurablemente sutiles

y profundas, para demostrar que el movimiento es imposible,

que Aquiles nunca puede alcanzar a la tortuga, y que una

flecha en pleno vuelo está realmente en reposo. Tras ser

refutadas por Aristóteles, y por todos los filósofos posteriores

desde entonces hasta nuestros días, dichas argumentaciones

fueron reformuladas, y constituyeron la base de un
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renacimiento matemático, por parte de un profesor alemán,

quien probablemente nunca soñó en ninguna conexión entre él

mismo y Zenón (Russell, Mysticism and Logic, pág. 76).

D i c h o s e a d e p a s o , l a m e t a f í s i c a d e P a r m é n i d e s — q u e e s i n c l u s o m á s

a v e n t u r a d a  q u e  l a  d e  l a  D .  H .  P . ,  y  q u e  e n  r e t r o s p e c t i v a  s e  p a r e c e m á s  a  l a

r e l i g i ó n  o r i e n t a l  q u e  a  l a  f i l o s o f í a  o c c i d e n t a l —  s e  p u e d e d e s c r i b i r  c o m o u n a

e s p e c i e d e m o n i s m o e s t á t i c o ,
36

 y  l a s p a r a d o j a s d e Z e n ó n  ( q u e e n  r e a l i d a d

s o n  m á s  d e  c u a t r o )  e s t á n ,  c o n f o r m e  a  e l l o ,  d i r i g i d a s  c o n t r a  l a  r e a l i d a d  d e

1 . l a  p l u r a l i d a d  y

2 . l a  c o n t i n u i d a d .

P o r  a h o r a  n o s  i n t e r e s a  ( 2 ) ,  q u e  p a r a  Z e n ó n  t o m a  l a  f o r m a ,  c o m o m e n c i o n a

R u s s e l l ,  d e l  m o v i m i e n t o  f í s i c o  t a l  c o m o  l o  c o n o c e m o s  h a b i t u a l m e n t e .

E l  a r g u m e n t o  b á s i c o  d e  Z e n ó n  c o n t r a  l a  r e a l i d a d  d e l m o v i m i e n t o  s e  c o n o c e

c o m o  l a d i c o t o m í a . P a r e c e m u y s i m p l e  y  s e d e s a r r o l l a  e n d o s d e s u s m á s

f a m o s a s  p a r a d o j a s :  « El Estadio »  y  « Aquiles contra la Tortuga » .  L a  d i c o t o m í a

e s u s a d a y a n a l i z a d a p o s t e r i o r m e n t e , c o n t o d o t i p o d e p r e s e n t a c i o n e s e

i n t e n c i o n e s ,  p o r  P l a t ó n ,  A r i s t ó t e l e s ,  A g r i p a ,  P l o t i n o ,  s a n t o  T o m á s  d e  A q u i n o ,

L e i b n i z ,  J o h n  S t u a r t  M i l l ,  F r a n c i s  H e r b e r t  B r a d l e y  y  W i l l i a m  J a m e s  ( s i n  o l v i d a r

a D o u g l a s H o f s t a d t e r e n G ö d e l , E s c h e r , B a c h ) . V e a m o s c ó m o f u n c i o n a .
37

U s t e d e s t á e n u n a e s q u i n a , e l s e m á f o r o c a m b i a e  i n t e n t a c r u z a r  l a c a l l e .

O b s e r v e  l a  m a n i o b r a  a l  u s a r  e l  t é r m i n o  « i n t e n t a » .  P o r q u e  a n t e s  d e  q u e  u s t e d

p u e d a c r u z a r t o d a l a c a l l e , o b v i a m e n t e t i e n e q u e h a c e r l a m i t a d d e l

r e c o r r i d o .  Y  a n t e s  d e  h a c e r  l a m i t a d  d e l  r e c o r r i d o ,  d e b e  h a c e r  l a m i t a d  d e  l a

m i t a d  d e l  r e c o r r i d o .  E s t o  n o  e s m á s  q u e  s e n t i d o  c o m ú n .  Y  a n t e s  d e  h a c e r  l a

m i t a d  d e  l a m i t a d  d e l  r e c o r r i d o ,  d e b e  h a c e r  l a m i t a d  d e  l a m i t a d  d e  l a m i t a d

d e l r e c o r r i d o , y a s í s u c e s i v a m e n t e . Y m á s . E x p r e s a d o d e u n m o d o m á s

36 = a grandes rasgos «Todo es Uno» + «Nada cambia».
37 Lo que sigue no debería clasificarse como SEI aunque usted ya conozca la dicotomía, pues esta discusión está
hecha más bien a medida.
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e x c i t a n t e ,  l a  p a r a d o j a  e s  q u e  u n  p e a t ó n  n o  p u e d e  d e s p l a z a r s e  d e l  p u n t o  A  a l

p u n t o  B  s i n  c r u z a r  t o d o s  l o s  s u b i n t e r v a l o s  s u c e s i v o s  d e  A B ,  c a d a  u n o  d e  l o s

c u a l e s  t i e n e  u n a  l o n g i t u d

d o n d e  l o s  v a l o r e s  d e n  f o r m a n  l a  s e c u e n c i a  ( 1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ,  … ) ,  y  d o n d e  l o s

p u n t o s s u s p e n s i v o s s i g n i f i c a n , p o r s u p u e s t o , q u e  l a s e c u e n c i a n o t e r m i n a

n u n c a . C o n t i n ú a p a r a s i e m p r e . E s t e e s e l t e m i d o regressus in infinitum ,

t a m b i é n  c o n o c i d o  c o m o  r e g r e s i ó n  i n f i n i t a  v i c i o s a  o  R I V .

L o q u e  l a  c o n v i e r t e e n « v i c i o s a » e n e s t e  c a s o e s q u e  l e p i d e a u s t e d q u e

r e a l i c e  u n  n ú m e r o  i n f i n i t o  d e  a c c i o n e s  a n t e s  d e  a l c a n z a r  s u  o b j e t i v o ,  l o  c u a l

— c o m o « i n f i n i t o » c o n s i s t e p r e c i s a m e n t e e n q u e l a c a n t i d a d d e d i c h a s

a c c i o n e s  n o  t i e n e  f i n —  c o n v i e r t e  a l  o b j e t i v o  e n  a l g o  l ó g i c a m e n t e  i m p o s i b l e .  O

s e a ,  q u e  u s t e d  n o  p u e d e  c r u z a r  l a  c a l l e .

L a  m a n e r a  e s t á n d a r  d e  e s q u e m a t i z a r  l a  d i c o t o m í a  e s  h a b i t u a l m e n t e :

1 . P a r a c r u z a r e l i n t e r v a l o A B p r i m e r o t i e n e q u e c r u z a r t o d o s l o s

s u b i n t e r v a l o s

2 .

 s i e n d o n  =  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 , …

3 . H a y  u n a  c a n t i d a d  i n f i n i t a  d e  t a l e s  s u b i n t e r v a l o s .

4 . E s i m p o s i b l e c r u z a r u n a c a n t i d a d i n f i n i t a d e s u b i n t e r v a l o s e n u n a

c a n t i d a d  f i n i t a  d e  t i e m p o .

5 . P o r  l o  t a n t o ,  e s  i m p o s i b l e  c r u z a r  A B .

N o  h a c e  f a l t a  d e c i r  q u e  e l  i n t e r v a l o  A B  n o  t i e n e  p o r  q u é  s e r  u n a  c a l l e m u y

a n c h a , n i s i q u i e r a u n a c a l l e . L a d i c o t o m í a s e a p l i c a a c u a l q u i e r t i p o d e
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m o v i m i e n t o c o n t i n u o . E n c l a s e , a l d o c t o r G o r i s l e g u s t a b a p r e s e n t a r l a

a r g u m e n t a c i ó n  e n  t é r m i n o s  d e l m o v i m i e n t o  d e l  d e d o  d e s d e  l a  f a l d a  h a s t a  l a

p u n t a  d e  l a  n a r i z .  Y ,  p o r  s u p u e s t o ,  c o m o  s a b e  c u a l q u i e r a  q u e  h a y a  l o g r a d o

a l g u n a v e z c r u z a r u n a c a l l e o t o c a r s e l a n a r i z , t i e n e q u e h a b e r a l g o

s o s p e c h o s o  e n  e l  a r g u m e n t o  d e  Z e n ó n .  H a l l a r  y  a r t i c u l a r  e s a  s o s p e c h a  e s  u n

a s u n t o m u y  d i s t i n t o .  T e n e m o s  q u e  i r  c o n  c u i d a d o ,  t a m b i é n :  h a y m á s  d e  u n a

m a n e r a  d e  e q u i v o c a r s e .

S i  e s t u d i ó  u s t e d  a l g o  d e  m a t e m á t i c a s  d e  b a c h i l l e r a t o ,  p o r  e j e m p l o ,  p u e d e  s e r

t e n t a d o r d e c i r  q u e e l  p a s o  ( 2 ) d e  l a  d i c o t o m í a  e s c o n d e u n a  s i m p l e  f a l a c i a ,

c o n c r e t a m e n t e  l a  d e  s u p o n e r  q u e  l a  s u m a  d e  u n a  s e r i e  i n f i n i t a  t i e n e  q u e  s e r

a  s u  v e z  i n f i n i t a .

P o s i b l e m e n t e  r e c u e r d e  q u e  e l

d e l  p a s o  ( 1 )  e s  s i m p l e m e n t e  o t r a  m a n e r a  d e  r e p r e s e n t a r  l a  s e r i e  g e o m é t r i c a

y  q u e  l a  f ó r m u l a  c o r r e c t a  p a r a  h a l l a r  l a  s u m a  d e  e s t a  s e r i e  g e o m é t r i c a  e s

d o n d e a  e s  e l  p r i m e r  t é r m i n o  d e  l a  s e r i e  y r  e s  s u  r a z ó n ,  y  q u e  a q u í  a m b o s

v a l e n  ½ ,  y  q u e
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p o r  l o  q u e  e n  e s t e  c a s o  p a r e c e  q u e  l a s  c a l l e s  s e  p u e d e n  c r u z a r  y  l a s  n a r i c e s

s e p u e d e n  t o c a r s i n n i n g ú n p r o b l e m a ,  a s í q u e  l a d i c o t o m í a e n  r e a l i d a d e s

s o l o  u n  t r u c o  c o n  l a s  p a l a b r a s  y  n o  u n a  p a r a d o j a  e n  a b s o l u t o ,  e x c e p t o  t a l  v e z

p a r a  c i v i l i z a c i o n e s  d e m a s i a d o  p r i m i t i v a s  y  p o c o  i l u s t r a d a s  c o m o  p a r a  c o n o c e r

l a  f ó r m u l a  d e  l a  s u m a  d e  u n a  s e r i e  g e o m é t r i c a .

S o l o q u e e s t a r e s p u e s t a n o s e r v i r á . D e m o m e n t o d e j e m o s a u n l a d o l a

c u e s t i ó n d e  s i  e s  t é c n i c a m e n t e  c o r r e c t a .  L o q u e  i m p o r t a e s q u e e s  t r i v i a l :

r e p r e s e n t a l o q u e l o s f i l ó s o f o s l l a m a r í a n u n a v i s i ó n e m p o b r e c i d a d e l

p r o b l e m a  d e  Z e n ó n .

P u e s  ¿ d e  d ó n d e  s a l e  e x a c t a m e n t e

c o m o  f ó r m u l a  p a r a  s u m a r  e s t a  s e r i e  g e o m é t r i c a ?  E s  d e c i r ,  d i c h a  f ó r m u l a  ¿ e s

s o l o u n p o c o d e p a l a b r e o « l e g a l i s t a » p a r a e v i t a r q u e e x i s t a n c i e r t a s

p a r a d o j a s ,  o  e s m a t e m á t i c a m e n t e  « s i g n i f i c a t i v a »  e n  e l  s e n t i d o  d e H a r d y ?  Y

¿ c ó m o  d e t e r m i n a m o s  c u á l  e s ?

C u r i o s a m e n t e , c u a n t o m á s e s t á n d a r f u e r a  l a  l e c c i ó n d e m a t e m á t i c a s q u e

r e c i b i ó , m á s d i f í c i l  s e r á e v i t a r  r e s p o n d e r d e u n a m a n e r a d e m a s i a d o p o b r e .

C o m o ,  p o r  e j e m p l o ,  j u s t i f i c a r
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i n d i c a n d o , e n l a m e j o r t r a d i c i ó n d e l 2 º c u r s o d e c á l c u l o ,
38

 q u e l a s e r i e

g e o m é t r i c a  r e l e v a n t e  e n  e s t e  c a s o  e s  u n  s u b t i p o  p a r t i c u l a r  d e  s e r i e  i n f i n i t a

c o n v e r g e n t e , y q u e l a s u m a d e t a l s e r i e s e d e f i n e c o m o e l l í m i t e d e l a

s u c e s i ó n  d e  s u s  s u m a s  p a r c i a l e s  ( e s  d e c i r ,  s i  l a  s u c e s i ó n s1 , s2 , s3 ,  … , sn ,  …

d e  l a s  s u m a s  p a r c i a l e s  d e u n a  s e r i e  t i e n d e  a  u n  l í m i t e S ,  e n t o n c e s S  e s  l a

s u m a d e  l a  s e r i e ) ,  y  q u e  p o d e m o s  a f i r m a r  c o n  s e g u r i d a d ,  r e s p e c t o  a  d i c h a

s e r i e ,  q u e

a s í  q u e

f u n c i o n a  p e r f e c t a m e n t e …  e n  c u y o  c a s o  u s t e d  h a b r á  r e s p o n d i d o  u n a  v e z m á s

a l a d i c o t o m í a d e Z e n ó n d e u n m o d o q u e e s c o m p l e j o , f o r m a l m e n t e

e x c i t a n t e , t é c n i c a m e n t e c o r r e c t o y p r o f u n d a m e n t e t r i v i a l . E n l a l í n e a d e

r e s p o n d e r  « P o r q u e  e s  i l e g a l »  c o m o  r e s p u e s t a  a  « ¿ P o r  q u é  e s t á  m a l  m a t a r ? » .

E l p r o b l e m a c o n l a s c l a s e s d e m a t e m á t i c a s d e b a c h i l l e r a t o — l a s c u a l e s

c o n s i s t e n  c a s i  c o m p l e t a m e n t e  e n  l a  i n g e s t i ó n  y  l a  r e g u r g i t a c i ó n  r í t m i c a s d e

i n f o r m a c i ó n  a b s t r a c t a ,  y  c u y o  r i t m o  e s  t a l  q u e m a x i m i z a  e s t e  f l u j o  d e  d a t o s

r e c í p r o c o —  e s  q u e  s u m i s m a  d i f i c u l t a d  s u p e r f i c i a l  p u e d e  h a c e r n o s  c r e e r  q u e

r e a l m e n t e s a b e m o s a l g o c u a n d o t o d o l o q u e « s a b e m o s » r e a l m e n t e s o n

f ó r m u l a s  a b s t r a c t a s  y  r e g l a s  p a r a  s u  a p l i c a c i ó n .  E n  l a s  c l a s e s  d e  m a t e m á t i c a s

r a r a m e n t e  a p r e n d e m o s  s i  c i e r t a  f ó r m u l a  e s  v e r d a d e r a m e n t e  s i g n i f i c a t i v a ,  o

38 Lo cual quiere decir, otra vez, que lo siguiente solo tendrá sentido al 100% si ha estudiado usted las matemáticas
relevantes, y, una vez más, no se preocupe si no lo hizo: lo importante es la forma general del razonamiento, que
puede usted captar sin conocer los símbolos/términos específicos. (SEI De hecho, todos los términos/símbolos en
juego se definirán más adelante, pero no hasta que los necesitemos).
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p o r q u é , o d e d ó n d e s a l i ó , o q u é d e p e n d í a d e e l l a .
39

 H a y c l a r a m e n t e u n a

d i f e r e n c i a e n t r e  s e r  c a p a z d e u s a r u n a  f ó r m u l a d e  f o r m a c o r r e c t a y  s a b e r

r e a l m e n t e c ó m o r e s o l v e r u n p r o b l e m a ,  s a b e r p o r q u é u n p r o b l e m a e s u n

p r o b l e m a m a t e m á t i c o d e v e r d a d y n o  u n  s i m p l e  e j e r c i c i o . R e s p e c t o a  e s t o

v é a s e  u n  p a s a j e m á s  d e  R u s s e l l  s o b r e  Z e n ó n ,
40

 e s t a  v e z  d e s t a c a n d o  a l g u n a s

p a r t e s :

Zenón se preocupó, de hecho, acerca de tres problemas, cada

uno planteado por el movimiento pero cada uno más abstracto

que el movimiento, y susceptible de un tratamiento puramente

aritmético. Esos son los problemas de lo infinitesimal, lo

infinito y la continuidad. Enunciar claramente las dificultades

involucradas quizás era lograr la parte más dura de la tarea

del filósofo (Russell, Mysticism and Logic, pág. 77).

A d e m á s ,

n o  c o n s i g u e a c l a r a r  l a s  d i f i c u l t a d e s  e n  v u e l t a s ,  p u e s  l e  f a l t a  c o n t e x t o y n o

a p o r t a m o t i v a c i ó n . P o n e r e n c l a r o d i c h a s d i f i c u l t a d e s e s , d e h e c h o , l a

v e r d a d e r a  d i f i c u l t a d  c o n  l a  q u e  n o s  e n c o n t r a m o s  a q u í  ( y  s i  u s t e d  e m p i e z a  a

s e n t i r  c i e r t a  i n c o m o d i d a d / d o l o r  d e  c a b e z a ,  s a b r á  q u e  e s t a m o s  e n  e l  a u t é n t i c o

t e r r i t o r i o  d e  Z e n ó n ) .

E n  p r i m e r  l u g a r ,  p a r a  a h o r r a r n o s  p o r  l o  m e n o s  1 0
3

 p a l a b r a s ,  e c h e  u n  v i s t a z o

d e  t i p o  r e c o r d a t o r i o a  l a s d o s s i g u i e n t e s g r á f i c a s e s q u e m á t i c a s , u n a d e  l a

39 Y, por supuesto, los estudiantes raramente lo preguntan: las fórmulas por sí solas son tan difíciles de «entender»
(es  decir,  de  usar  para  resolver  problemas  correctamente),  que  a  veces  no  nos  damos  cuenta  de  que  no  las
entendemos en absoluto. Que acabemos sin saber siquiera todo lo que ignoramos es la parte realmente insidiosa de
la mayoría de las clases de matemáticas.
40 SEI Aquí se cita tanto a Russell porque su prosa sobre todo esto es extremadamente lúcida y acertada. Además,
observe el modo en que, como los griegos, no hace ninguna distinción real entre matemáticas y filosofía.
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s u c e s i ó n d i v e r g e n t e
41

 c o r r e s p o n d i e n t e a 2
n

y l a o t r a d e l a s u c e s i ó n

c o n v e r g e n t e  e x p r e s a d a  p o r

U n a d e  l a s a u t é n t i c a s d i f i c u l t a d e s c o n t e x t u a l e s q u e r o d e a b a n  l a d i c o t o m í a

e r a  q u e  l o s  g r i e g o s  n o  t e n í a n  n i  u s a b a n  e l  0  e n  s u s m a t e m á t i c a s  ( e l  0  h a b í a

s i d o u n a i n v e n c i ó n b a b i l o n i a m u y t a r d í a , p u r a m e n t e p r á c t i c a y a c t u a r i a l ,

h a c i a e l a ñ o 3 0 0 a . C . ) . P o r l o t a n t o , s e p o d r í a d e c i r q u e a l n o h a b e r

n ú m e r o / c a n t i d a d r e c o n o c i d o / a h a c i a d o n d e p u e d a c o n v e r g e r l a s u c e s i ó n

c o n v e r g e n t e

41 SEI en el sentido de que no tiene un límite finito. Puede que la convergencia y la divergencia no adquieran pleno
sentido hasta que hablemos de los límites en § 3c. Todo lo que usted necesita en este punto es una idea
aproximada de la diferencia entre la una y la otra, lo cual pretenden ilustrar los gráficos.
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( v é a s e  l a  F i g u r a 2 a ( 2 ) ) ,  l a s m a t e m á t i c a s  g r i e g a s  c a r e c í a n  d e  e q u i p a m i e n t o

c o n c e p t u a l p a r a c o m p r e n d e r l a c o n v e r g e n c i a , l o s l í m i t e s , l a s s u m a s

p a r c i a l e s , e t c . E s t o s e r í a v e r d a d e n c i e r t o s e n t i d o ,
42

 y n o c o m p l e t a m e n t e

t r i v i a l .

A ú n m e n o s  t r i v i a l  e s  e l  m e n c i o n a d o  t e m o r  g r i e g o  d e to apeiron .  Z e n ó n  f u e  e l

p r i m e r  f i l ó s o f o  e n  u s a r  e s e  a g u j e r o  n e g r o  d e  l a  l ó g i c a  q u e  v i e n e  a  s e r  e l ∞

c o m o  u n a  a u t é n t i c a  h e r r a m i e n t a  a r g u m e n t a t i v a ,  e s  d e c i r ,  l a  r e g r e s i ó n  i n f i n i t a

v i c i o s a ( R I V ) , q u e  i n c l u s o a c t u a l m e n t e  s e u s a e n a r g u m e n t a c i o n e s  l ó g i c a s

c o m o u n m é t o d o d e d e m o s t r a c i ó n e n l a  l í n e a d e  l a  r e d u c c i ó n a l a b s u r d o .

E j e m p l o : e n e p i s t e m o l o g í a , l a R I V e s l a m a n e r a m á s f á c i l d e r e f u t a r l a

a f i r m a c i ó n  h a b i t u a l  d e  q u e  p a r a  s a b e r  r e a l m e n t e  a l g o  h a y  q u e  s a b e r  q u e  s e

s a b e . C o m o e n l a m a y o r í a d e l a s d e m o s t r a c i o n e s p o r R I V h a y a l g o

m a l i c i o s a m e n t e d i v e r t i d o e n e s t a . S e a x u n a v a r i a b l e c o n l a c u a l

42 SEI Los modos en los que eso no es 100% cierto involucran a Eudoxo de Cnidos, del cual tiende a hablarse
incluso menos que de Zenón. Véase § 2d más adelante.
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d e n o t a r e m o s  c u a l q u i e r  h e c h o  o  e s t a d o  d e  c o s a s  q u e  p u e d a  s e r  p r e c e d i d o  p o r

e l  t é r m i n o  « q u e »  y  r e f o r m u l e m o s  l a  a f i r m a c i ó n  o r i g i n a l  c o m o  ( 1 )  « P a r a  s a b e r

q u e x ,  t i e n e  q u e  s a b e r  q u e  s a b e  q u e x » .  C o m o  l a  f r a s e  e n t e r a  « q u e  s a b e  q u e

x » t a m b i é n e s u n h e c h o o e s t a d o d e c o s a s , e n e l s i g u i e n t e p a s o d e l a

d e m o s t r a c i ó n  p u e d e  s i m p l e m e n t e  s u s t i t u i r x  p o r  [ s a b e q u e x ]  d e n t r o  d e  l a

a f i r m a c i ó n  o r i g i n a l  y , m u t a t i s m u t a n d i s ,  e l  r e s u l t a d o  e s  ( 2 )  « P a r a  s a b e r  q u e

[ s a b e q u e x ] ,  t i e n e q u e  s a b e r q u e  s a b e q u e  [ s a b e q u e x ] » ,  l a  s i g u i e n t e y

t o t a l m e n t e  v á l i d a  e x t e n s i ó n  d e  l a  c u a l  e s  ( 3 )  « P a r a  s a b e r  q u e  [ s a b e  q u e  s a b e

q u e x ] , t i e n e q u e s a b e r q u e s a b e q u e [ s a b e q u e s a b e q u e x ] » , y a s í

s u c e s i v a m e n t e ,  a d  i n f i n i t u m ,  e x i g i é n d o l e  q u e  s a t i s f a g a  u n a  c a n t i d a d  s i n  f i n

d e  p r e c o n d i c i o n e s  p a r a  s a b e r  c u a l q u i e r  c o s a .

[SEI La RIV es una herramienta tan poderosa que puede usted usarla

fácilmente para irritar competidores profesionales o enfurecer a su pareja en

conflictos domésticos, o (aún peor) para volverse loco usted mismo en la

cama por la mañana pensando, por decir algo, en cualquier tipo de relación

entre dos cosas o términos, como cuando decimos que 2 y 4 están

relacionados por la función y = x2, o que si las nubes provocan la lluvia,

entonces las nubes y la lluvia tienen una relación causal. Si usted considera

la idea en abstracto y pregunta, respecto a cualquier relación, si dicha

relación está ella misma relacionada con los dos términos que relaciona, la

respuesta es ineludiblemente sí (pues es imposible ver cómo una relación

puede conectar dos términos a menos que tenga su propia relación con cada

uno, del modo en que un puente entre dos orillas tiene que estar conectado

con cada orilla), en cuyo caso la relación entre, digamos, las nubes y la lluvia

en realidad implica dos relaciones más —o sea, aquellas entre (1) las nubes

y la relación y (2) la lluvia y la relación—, cada una de las cuales obviamente

implica dos más, y así sucesivamente, ad infinitum…, lo cual no resulta ser

en absoluto un camino abstracto divertido ni productivo para seguir a

tempranas horas de la mañana, especialmente porque la serie geométrica de

relaciones en este caso es más bien divergente y no convergente, y como tal
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está relacionada con todo tipo de series divergentes modernas y

especialmente temibles, como el aumento exponencial del cáncer, la fisión

nuclear, la epidemiología, etc. También vale la pena observar que las

horribles RIV divergentes, como las que acabamos de ver, siempre

involucran la metafísica de las abstracciones, tales como «relación» o

«conocimiento». Es como si siempre se abriera algún tipo de rendija o fisura

en el desplazamiento de los casos particulares de conocimiento/relación al

conocimiento/relación in abstractus].

Z e n ó n m i s m o  e s t á  c a s i  f e t i c h í s t i c a m e n t e  a t a d o  a  l a  R I V  d i v e r g e n t e  y  l a  u s a

e n v a r i a s d e s u s p a r a d o j a s m e n o s c o n o c i d a s . A q u í e s t á u n a P . Z .
43

e s p e c í f i c a m e n t e a n t i p i t a g ó r i c a c o n t r a  l a  i d e a d e q u e c u a l q u i e r c o s a p u e d e

e s t a r e n a l g ú n s i t i o e n p a r t i c u l a r , l o q u e s e p u e d e e s q u e m a t i z a r d e l a

s i g u i e n t e  f o r m a  s i m p l i f i c a d a :

1 . T o d o  l o  q u e  e x i s t e  e s t á  e n  a l g u n a  u b i c a c i ó n .

2 . P o r  l o  t a n t o ,  l a  u b i c a c i ó n  e x i s t e .

3 . P e r o  p o r  ( 1 )  y  ( 2 ) ,  l a  u b i c a c i ó n  t i e n e  q u e  e s t a r  e n  u n a  u b i c a c i ó n ,  y

4 . P o r  ( 1 ) - ( 3 ) ,  l a  u b i c a c i ó n  d e  l a  u b i c a c i ó n  t i e n e  q u e  e s t a r  e l l a m i s m a  e n

u n a  u b i c a c i ó n ,  y …

5 . a s í  s u c e s i v a m e n t e  a d  i n f i n i t u m .

A e s t a e s f á c i l v e r l e l o s e n g r a n a j e s , p u e s a q u í l a v e r d a d e r a d i f i c u l t a d

r u s s e l l i a n a  e s  c i e r t a  i m p r e c i s i ó n  r e s p e c t o  a  « e x i s t i r » .  E n  r e a l i d a d ,  c o m o  l o s

a n t i g u o s  g r i e g o s  n i  s i q u i e r a  t e n í a n  u n  v e r b o  e s p e c í f i c o  p a r a  l a  e x i s t e n c i a ,  e l

i n f i n i t i v o  r e l e v a n t e  e s  e l  a ú n m á s  i m p r e c i s o  « e s t a r » .  D e s d e  u n  p u n t o  d e  v i s t a

43 SEI Todo  lo  que  se  sabe  de  las  paradojas  de  Zenón  proviene  de  fuentes  secundarias,  pues  o  bien  Zenón  no
escribió nada, o bien todo se perdió. La paradoja anterior aparece célebremente en el § 209a de la Física de
Aristóteles, y observe cómo esta también gira alrededor de cuestiones sobre la ontología de las abstracciones,
particularmente en la transición del paso (1) al paso (2). Además, si es usted el tipo de persona que puede
mantener cosas aparentemente irrelevantes en su cabeza durante varias páginas, fíjese en que exactamente la
misma imprecisión metafísica de esta P. Z. reaparecerá respecto a la dicotomía en cuestiones acerca de qué es
exactamente un punto matemático, como, por ejemplo, si un punto es una abstracción geométrica, una ubicación
física real o ambas cosas.
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p u r a m e n t e g r a m a t i c a l , e l a r g u m e n t o d e Z e n ó n p u e d e s e r a c u s a d o d e l a

c l á s i c a  f a l a c i a d e  l a e q u i v o c a c i ó n ,
44

 p u e s  « e s t a r » p u e d e  t e n e r  t o d o  t i p o d e

s i g n i f i c a d o s d i s t i n t o s , p o r e j e m p l o , « E s t o y a s u s t a d o » e n c o m p a r a c i ó n c o n

« E s t á  l l o v i e n d o »  o  « E s t a r  a h í » .  P e r o  p u e d e  u s t e d  v e r  q u e  c o n t i n u a r  e n  e s t a

l í n e a c o n d u c i r á ( u n a v e z m á s ) a l a s c u e s t i o n e s m á s p r o f u n d a s d e l a

p a r a d o j a ,  l a s c u a l e s s o n ( o t r a v e z d e n u e v o ) m e t a f í s i c a s : ¿ q u é s i g n i f i c a n

e x a c t a m e n t e e s t o s d i f e r e n t e s s e n t i d o s d e « e s t a r » ? , y e n p a r t i c u l a r , ¿ q u é

s i g n i f i c a e l  s e n t i d o m á s e s p e c i a l i z a d o  d e « e x i s t i r » ? ,  e s d e c i r ,  ¿ q u é  t i p o d e

c o s a s  e x i s t e n  r e a l m e n t e ? ,  y  ¿ d e q u é  m a n e r a s ? ,  y  ¿ h a y d i f e r e n t e s  t i p o s d e

e x i s t e n c i a p a r a d i f e r e n t e s t i p o s d e c o s a s ? , y e n t o n c e s , ¿ a l g u n o s t i p o s d e

e x i s t e n c i a  s o n  m á s  b á s i c o s  o  s u s t a n c i a l e s  q u e  o t r o s ?  E t c é t e r a .

S e h a b r á d a d o c u e n t a d e q u e y a n o s h e m o s t o p a d o c o n e s t e t i p o d e

c u e s t i o n e s  u n a  d o c e n a  d e  v e c e s  y  t o d a v í a  e s t a m o s  a  m á s  d e  d o s  m i l  a ñ o s  d e

G e o r g C a n t o r . S o n  l a  v e r d a d e r a  o v e j a  n e g r a  e n  l a  h i s t o r i a  d e l ∞ y n o h a y

m a n e r a d e e v i t a r l a s s i q u e r e m o s a l g o m á s q u e u n m o n t ó n d e c l a s e s

v o m i t a d a s  d e m a t e m á t i c a s  a b s t r a c t a s  s o b r e  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s  t r a n s f i n i t a .

T r a t o h e c h o . A h o r a e s e l m o m e n t o d e  t r a z a r u n e s b o z o d e l  a r g u m e n t o d e

P l a t ó n  d e l  U n o  S o b r e  M u c h o s  ( U .  S .  M . ) ,  q u e  e s  p r e c i s a m e n t e  e l  t r a t a m i e n t o

c l á s i c o  d e  e s t e  t i p o  d e  c u e s t i o n e s  a l  a p l i c a r l a s  a l  a s u n t o  d e  l a  p r e d i c a c i ó n .

P u e d e  q u e  t a m b i é n  r e c u e r d e  e l  U . S .  M . d e l  i n s t i t u t o .  E n  e s e  c a s o  r e l á j e s e

p o r q u e e s t o n o d u r a r á m u c h o . P a r a P l a t ó n , s i d o s  i n d i v i d u o s  t i e n e n a l g ú n

a t r i b u t o c o m ú n y , p o r l o t a n t o , p u e d e n s e r d e s c r i t o s
45

 p o r e l m i s m o

p r e d i c a d o — « T o m e s u n h o m b r e » , « D i c k e s u n h o m b r e » — , e n t o n c e s h a y

a l g o  e n  v i r t u d  d e  l o  c u a l  T o m  y  D i c k  ( j u n t o  a  t o d o s  l o s  d e m á s  r e f e r e n t e s  d e l

p r e d i c a d o  n o m i n a t i v o  « h o m b r e » )  t i e n e n  e s e  a t r i b u t o  e n  c o m ú n .  E s e  a l g o  e s

l a « f o r m a »  i d e a l h o m b r e ,  f o r m a q u e e s  l o q u e  r e a l m e n t e , d e f i n i t i v a m e n t e

e x i s t e , m i e n t r a s q u e l o s h o m b r e s i n d i v i d u a l e s s o n s o l o m a n i f e s t a c i o n e s

t e m p o r a l e s  d e  l a  f o r m a ,  c o n  u n a  e s p e c i e  d e  e x i s t e n c i a  p r e s t a d a  o  d e r i v a d a ,

44 Por ejemplo: 1) La curiosidad mató al gato. 2) La bola de cordel más grande del mundo es una curiosidad. 3) Por
lo tanto, la bola de cordel más grande del mundo mató al gato.
45 Mediante la forma predicativa (o «copulativa») de «ser», a causa de la cual aquí la predicación es problemática.
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c o m o  l a s s o m b r a s o  l a s  i m á g e n e s p r o y e c t a d a s . E s t a e s u n a v e r s i ó n m u y

s i m p l i f i c a d a , p e r o n o d i s t o r s i o n a d a , d e l U . S . M . ,  e  i n c l u s o a  e s t e n i v e l n o

d e b e r í a  s e r  d i f í c i l  v e r  l a s  i n f l u e n c i a s  d e  P i t á g o r a s  y  P a r m é n i d e s  e n  l a  t e o r í a

o n t o l ó g i c a  d e  P l a t ó n  s o b r e  l a s  « f o r m a s » ,  d e  l a  c u a l  e l  U .  S .  M .  e s  o b v i a m e n t e

u n a  p a r t e .

A q u í  e s  d o n d e  l a  v e r d a d  s e  v u e l v e  u n  p o c o  c o m p l i c a d a .  C o m o  p a r e c e  s u c e d e r

a m e n u d o ,  l a  c o m p l i c a c i ó n  i n v o l u c r a  a  A r i s t ó t e l e s .  E s  c i e r t o  q u e  l a  p r i m e r a

m e n c i ó n  d e l  U .  S .  M .  e s t á  e n  e l  P a r m é n i d e s  d e  P l a t ó n ,  p e r o  d e  h e c h o  l o  q u e

h i z o f a m o s o a l a r g u m e n t o f u e l a M e t a f í s i c a d e A r i s t ó t e l e s ,
46

 q u e i n t e n t a

d e m o l e r l o e n u n a e x t e n s a d i s c u s i ó n . E l c o n t e x t o p o d r í a l l e n a r v a r i a s

e s t a n t e r í a s  p e r o p o d e m o s o m i t i r  l a m a y o r p a r t e .
47

 L o  e x t r a ñ o  ( p o r  r a z o n e s

q u e  e s t á n  a l  c a e r )  e s  q u e  e l  a r g u m e n t o  m á s  c o n o c i d o  d e  A r i s t ó t e l e s  c o n t r a  l a

t e o r í a d e  l a s  f o r m a s d e P l a t ó n e s v i r t u a l m e n t e e l Z e n ó n d e  l o s  l i b r o s d e

t e x t o .  E s e  a r g u m e n t o ,  h a b i t u a l m e n t e  l l a m a d o  d e l  T e r c e r  H o m b r e ,  e s  a  t o d o s

l o s  e f e c t o s  u n a  r e d u c c i ó n  a l  a b s u r d o  d e  t i p o  R I V  d i v e r g e n t e  a p l i c a d a  a l  U .  S .

M .  T r a s  o b s e r v a r  q u e  t a n t o  l o s  h o m b r e s  i n d i v i d u a l e s  c o m o  l a  f o r m a  h o m b r e

o b v i a m e n t e c o m p a r t e n a l g u n a c u a l i d a d o a t r i b u t o p r e d i c a t i v o , A r i s t ó t e l e s

i n d i c a q u e e n t o n c e s t i e n e q u e h a b e r o t r a f o r m a m e t a f í s i c a — d i g a m o s

h o m b r e ' — q u e  i n c l u y e  e s e a t r i b u t o  c o m ú n ,  l o  c u a l  i m p l i c a  a ú n o t r a  f o r m a ,

h o m b r e ' ' , p a r a  i n c l u i r  l o p r e d i c a t i v a m e n t e c o m ú n a h o m b r e ' y [ h o m b r e +

h o m b r e ] ,  e t c . ,  a d  i n f i n i t u m .

L e  p a r e z c a  o  n o  v á l i d o  e l  a r g u m e n t o  d e l  T e r c e r  H o m b r e  c o m o  r e f u t a c i ó n  d e l

U .  S .  M .  p u e d e m u y  b i e n  h a b e r s e  d a d o  c u e n t a  d e  q u e  l a  t e o r í a  d e  l a s  f o r m a s

d e  P l a t ó n
48

 t i e n e  s u s  p r o p i o s  p r o b l e m a s ,  c o m o ,  p o r  e j e m p l o ,  u n a  c o n s p i c u a

r i d i c u l e z  c u a n d o  e l  U .  S . M .  s e  a p l i c a  a  c i e r t o s  p r e d i c a d o s :  ¿ h a y  u n a  f o r m a

i d e a l d e l h e c h o d e s e r z u r d o ? , ¿ d e  l a e s t u p i d e z ? , ¿ d e  l a p o r q u e r í a ? P e r o

46 SEI en el Libro I, caps. 6 y 9. Además, el término metafísica proviene del título de este libro, por supuesto.
Originalmente solo quería decir que era el siguiente tratado de Aristóteles tras la Física.
47 Una o dos curiosidades. Platón, nacido Aristocles, vive entre el 427 a. C. y 347 a. C. aprox.; Aristóteles vive entre
el 384 a. C. y 322 a. C. aprox. (compárese con Sócrates, 470 a. C.-399 a. C. aprox., y Zenón, 490 a. C.- 435 a. C.
aprox.). Aristóteles había sido un alumno estrella de la Academia de Platón, encima de cuyo portal curiosamente
estaba inscrito el lema QUE NO ENTRE AQUÍ NADIE QUE SEA IGNORANTE EN GEOMETRÍA.
48 O por lo menos nuestra versión simplificada de ella.



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

64 Preparado por Patricio Barros

o b s e r v e q u e  l a  t e o r í a d e P l a t ó n  t i e n e m u c h a m á s p o t e n c i a y p l a u s i b i l i d a d

c u a n d o s e a p l i c a a c u a l q u i e r t i p o d e s i s t e m a q u e d e p e n d e d e r e l a c i o n e s

f o r m a l e s e n t r e a b s t r a c c i o n e s . C o m o , p o r e j e m p l o , a l a s m a t e m á t i c a s . E l

d e s p l a z a m i e n t o c o n c e p t u a l d e « c i n c o n a r a n j a s » y « c i n c o c é n t i m o s » a l a

c a n t i d a d  c i n c o  y  e l  n ú m e r o  e n t e r o  5  e s  p r e c i s a m e n t e  e l  d e s p l a z a m i e n t o d e

P l a t ó n  d e  « h o m b r e »  y  « h o m b r e s »  a  H o m b r e .  R e c u e r d e ,  d e s p u é s  d e  t o d o ,  l a

c o n c l u s i ó n  d e  H a r d y  e n  §  1 c :  c u a n d o  u s a m o s  u n a  e x p r e s i ó n  c o m o

« 2  +  3  =  5 »

l o  q u e  e s t a m o s  e x p r e s a n d o  e s  u n a  v e r d a d  g e n e r a l  c u y a  g e n e r a l i d a d  d e p e n d e

d e  l a a b s t r a c c i ó n t o t a l d e  l o s  t é r m i n o s  i n v o l u c r a d o s . E n r e a l i d a d e s t a m o s

d i c i e n d o  q u e  d o s  c o s a s  c u a l e s q u i e r a m á s  t r e s  c o s a s  c u a l e s q u i e r a  s o n  i g u a l  a

c i n c o  c o s a s  c u a l e s q u i e r a .

S o l o  q u e  r e a l m e n t e  n u n c a  d e c i m o s  e s o .  E n  c a m b i o ,  h a b l a m o s  d e l  n ú m e r o  2

y  d e l  n ú m e r o  5 ,  y  s o b r e  r e l a c i o n e s  e n t r e  e s o s  n ú m e r o s .  V a l e  l a  p e n a « u n a

v e z m á s » i n d i c a r q u e e s t o p o d r í a s e r s o l o u n a m a n i o b r a s e m á n t i c a , o

m e t a f í s i c a ,  o  a m b a s  c o s a s .  Y  v a l e  l a  p e n a  r e c o r d a r  a q u e l l a s  d o s  c o s a s  d e l  §

1 d  s o b r e  l o s  s e n t i d o s  p r e d i c a t i v o  y  n o m i n a t i v o  d e  « l o n g i t u d »  y  « g r a m o » ,  y

l o s  d i f e r e n t e s  t i p o s  d e  a f i r m a c i o n e s  d e  e x i s t e n c i a  e n v u e l t a s  e n  « N o  v e o  n a d a

e n  e l  c a m i n o »  y  « E l  h o m b r e  e s  c u r i o s o  p o r  n a t u r a l e z a »  y  « E s t á  l l o v i e n d o » .

Y e n t o n c e s  c o n s i d e r a r ,  c u i d a d o s a m e n t e ,  l a s  a f i r m a c i o n e s d e  e x i s t e n c i a q u e

s u s c r i b i m o s c u a n d o h a b l a m o s d e n ú m e r o s . ¿ E s e l « 5 » s o l o a l g ú n t i p o d e

a b r e v i a t u r a  i n t e l e c t u a l  p a r a  t o d o s  l o s  c o n j u n t o s  q u í n t u p l e s  d e l  m u n d o  r e a l ?
49

P a r e c e  b a s t a n t e  c l a r o  q u e  n o  l o  e s ,  o  p o r  l o m e n o s  q u e  e s t o  n o  e s  t o d o  l o

q u e  « 5 »  e s ,  p u e s  h a y  m o n t o n e s  d e  c o s a s  a c e r c a  d e l  5  ( p o r  e j e m p l o ,  q u e  5  e s

p r i m o ,  q u e  l a  r a í z  c u a d r a d a  d e  5  e s  2 , 2 3 6 … )  q u e  n o  t i e n e n  n a d a  q u e  v e r  c o n

49 SEI Esto es un poco esotérico, pero es para evitar posibles objeciones a lo que sigue: Sí, en cierto sentido, si «5»
se entiende como una referencia o indicación del conjunto de todos los quíntuplos, entonces por los postulados de
Peano lo anterior es exactamente lo que «5» es, aunque tanto «conjunto» como los postulados de Peano son
dependientes de Cantor, o sea que nos estamos adelantando literalmente dos mil años.
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c o n j u n t o s  d e  o b j e t o s  r e a l e s ,  p e r o  s í  t i e n e n  q u e  v e r  c o n  c i e r t o  t i p o  d e  e n t i d a d

l l a m a d a  n ú m e r o s  y  c o n  s u s  c u a l i d a d e s  y  r e l a c i o n e s .

L a  e x i s t e n c i a  r e a l ,  a u n q u e  e x t r a ñ a ,  d e  l o s  n ú m e r o s  e s  t a m b i é n  s u g e r i d a  p o r

e l m o d o e n q u e m u c h a s d e e s a s c u a l i d a d e s y r e l a c i o n e s — c o m o , p o r

e j e m p l o ,  q u e  √ 5  n o  s e  p u e d e  e x p r e s a r  n i  c o m o  u n  d e c i m a l  f i n i t o  n i  c o m o  u n a

r a z ó n d e n ú m e r o s e n t e r o s — p a r e c e q u e e n r e a l i d a d s o n d e s c u b i e r t a s e n

l u g a r  d e  s e r  i n v e n t a d a s  o  p r o p u e s t a s  y  d e s p u é s  d e f e n d i d a s .  L a m a y o r í a  d e

n o s o t r o s  n o s  s e n t i r í a m o s  i n c l i n a d o s  a  d e c i r  q u e √ 5  e s  u n  n ú m e r o  i r r a c i o n a l

i n c l u s o s i n u n c a n a d i e d e m o s t r a r a r e a l m e n t e q u e l o e s , o p o r l o m e n o s

r e s u l t a q u e p a r a n e g a r l o h a b r í a q u e c o m p r o m e t e r s e c o n u n a t e o r í a m u y

c o m p l e j a y d e a s p e c t o e x t r a ñ o a c e r c a  d e q u é  s o n  l o s n ú m e r o s . T o d o e s t e

a s u n t o e s , p o r s u p u e s t o ,  i n c r e í b l e m e n t e c o m p l e j o ( l o c u a l e s u n a d e l a s

r a z o n e s  p o r  l a s  q u e  h a b l a m o s  d e  é l  s o l o  a  p e q u e ñ o s  p e d a z o s  c o n t e x t u a l e s ) ,

p o r q u e  n o  s o l o  l a  c u e s t i ó n  e s  a b s t r a c t a ,  s i n o  q u e  t o d o  a  l o  q u e  s e  r e f i e r e  e s

u n a  a b s t r a c c i ó n :  e x i s t e n c i a ,  r e a l i d a d ,  n ú m e r o …

P e r o c o n s i d e r e t a m b i é n p o r u n m o m e n t o c u á n t o s n i v e l e s d e a b s t r a c c i ó n

i n t e r v i e n e n  e n  l a s  p r o p i a s m a t e m á t i c a s .  E n  l a  a r i t m é t i c a  e s t á  l a  a b s t r a c c i ó n

d e l  n ú m e r o .  Y  l u e g o  e s t á  e l  á l g e b r a ,  d o n d e  u n a  v a r i a b l e  e s  u n  s í m b o l o  a ú n

m á s  a b s t r a c t o  d e  a l g ú n  n ú m e r o  o  n ú m e r o s  y  u n a  f u n c i ó n  e s  u n a  p r e c i s a  p e r o

a b s t r a c t a  r e l a c i ó n  e n t r e  d o m i n i o s  d e  v a r i a b l e s .  Y  l u e g o ,  p o r  s u p u e s t o ,  e s t á n

l a s m a t e m á t i c a s  d e  b a c h i l l e r a t o  y  s u s  d e r i v a d a s  e  i n t e g r a l e s  d e  f u n c i o n e s ,  y

l u e g o , e c u a c i o n e s i n t e g r a l e s q u e i n v o l u c r a n f u n c i o n e s d e s c o n o c i d a s , y

f a m i l i a s  d e  f u n c i o n e s  e n  e l  c a s o  d e  l a s  e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s ,  y  f u n c i o n e s

c o m p u e s t a s ( q u e s o n f u n c i o n e s d e f u n c i o n e s ) , e i n t e g r a l e s d e f i n i d a s

c a l c u l a d a s  c o m o  l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  d o s  i n t e g r a l e s ,  y  a s í  s u c e s i v a m e n t e  h a c i a

a r r i b a  a  t r a v é s  d e  l a  t o p o l o g í a  y  e l  a n á l i s i s  t e n s o r i a l  y  l o s  n ú m e r o s  c o m p l e j o s

y  e l  p l a n o  c o m p l e j o  y  l o s  c o m p l e j o s  c o n j u g a d o s  d e m a t r i c e s ,  e t c . ,  c o n  l o  q u e

t o d a l a a v e n t u r a s e c o n v i e r t e e n u n a e s p e c i e d e t o r r e d e p a s t e l e s c o n

a b s t r a c c i o n e s d e a b s t r a c c i o n e s d e a b s t r a c c i o n e s q u e b i e n v a l e l a p e n a

s u p o n e r  q u e  t o d o  l o  q u e  s e  e s t á m a n i p u l a n d o  e s  a l g o  r e a l  y  t a n g i b l e ,  o  s i  n o
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u n o  s e q u e d a  t a n a b s t r a í d o q u e n o p u e d e n i  s a c a r  p u n t a a l  l á p i z  y m u c h o

m e n o s  h a c e r  c á l c u l o s .

L o s  a s p e c t o s m á s  r e l e v a n t e s  r e s p e c t o  a  t o d o  e s t o  s o n  q u e  l a  c u e s t i ó n  d e  l a

r e a l i d a d  ú l t i m a d e  l o s  e n t e s m a t e m á t i c o s n o  e s  s o l o  e n o j o s a ,  s i n o  t a m b i é n

c o n t r o v e r t i d a ,  y  q u e ,  d e  h e c h o ,  f u e r o n  l a s  t e o r í a s  d e  C a n t o r  s o b r e  e l ∞  l a s

q u e  p u s i e r o n  d i c h a  c o n t r o v e r s i a  e n  p r i m e r  p l a n o  d e n t r o  d e  l a s m a t e m á t i c a s

m o d e r n a s . Y q u e e n e s t a c o n t r o v e r s i a , l o s m a t e m á t i c o s q u e t i e n d e n a

c o n s i d e r a r  l a s c a n t i d a d e s y r e l a c i o n e s m a t e m á t i c a s c o m o m e t a f í s i c a m e n t e

r e a l e s  s e  l l a m a n  p l a t ó n i c o s ,
50

 y  p o r  l o  m e n o s  a h o r a  e s t á  c l a r o  e l  p o r q u é ,  y  e l

t é r m i n o  p o d r á  r e a p a r e c e r  m á s  a d e l a n t e .

§ 2b.

E l p r i m e r n o p l a t ó n i c o  r e a l m e n t e  s e r i o  e s A r i s t ó t e l e s . S i n e m b a r g o ,  l o q u e

r e s u l t a e x t r a ñ o e  i r ó n i c o d e  l a R I V a l  e s t i l o d e Z e n ó n q u e A r i s t ó t e l e s u s a

c o n t r a  l a m e t a f í s i c a  d e  P l a t ó n  e s  q u e  A r i s t ó t e l e s  t a m b i é n  r e a l i z a  e l  p r i m e r  y

m á s  i m p o r t a n t e  i n t e n t o  g r i e g o  d e  r e f u t a r  l a s  p a r a d o j a s  d e  Z e n ó n .  E s t o  e s t á

p r i n c i p a l m e n t e  e n  l o s  L i b r o s  I I I ,  V  y  V I I I  d e  l a  F í s i c a  y  e n  e l  L i b r o  I X  d e  l a

M e t a f í s i c a , c u y a s d i s c u s i o n e s s o b r e Z e n ó n a c a b a r á n t e n i e n d o u n e f e c t o

p e r n i c i o s o  s o b r e  l a  m a n e r a  e n  q u e  l a s  m a t e m á t i c a s  t r a t a r á n  e l  ∞  d u r a n t e  l o s

d o s  m i l e n i o s  s i g u i e n t e s .

A l m i s m o  t i e m p o ,  A r i s t ó t e l e s  s í  l o g r a  a r t i c u l a r  l a s  d i f i c u l t a d e s  c l a v e  e n  p o r  l o

m e n o s  a l g u n a s  d e  l a s  p a r a d o j a s  d e  Z e n ó n ,  a s í  c o m o  p l a n t e a r  c l a r a m e n t e  y

p o r  p r i m e r a  v e z  a l g u n a s  c u e s t i o n e s  r e a l m e n t e  v i t a l e s  r e l a c i o n a d a s  c o n  e l ∞

q u e n a d i e  i n t e n t a r á  s i q u i e r a  r e s p o n d e r  d e u n m o d o  r i g u r o s o h a s t a  e l  s i g l o

X I X .  P o r  e j e m p l o :

50 SEI Véase, por ejemplo, esta afirmación platónica clásica de Charles Hermite (1822-1901, figura muy destacada
en teoría de números): «Creo que los números y las funciones del análisis no son el producto arbitrario de nuestros
espíritus: creo que existen fuera de nosotros con el mismo carácter de necesidad que los objetos de la realidad
objetiva; y los descubrimos y los estudiamos como hacen físicos, químicos y zoólogos (Hermite en Barrow, pág.
259)». Como irá saliendo probablemente en diversos contextos a continuación, Bernhard P. Bolzano, Richard
Dedekind, y Kurt Gödel son todos platónicos, y Georg F. L. P. Cantor es por lo menos un platónico en el armario.
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«¿Qué significa exactamente decir que algo es infinito?» y

«¿De qué tipo de cosa podemos siquiera preguntar

coherentemente si es infinita o no?» (semiextractado de

Edwards, v. 3, pág. 183).

R e s p e c t o a e s a s c u e s t i o n e s c e n t r a l e s , p u e d e q u e r e c u e r d e l a f a m o s a

p r e d i l e c c i ó n d e A r i s t ó t e l e s p o r  l a d i v i s i ó n y  l a c l a s i f i c a c i ó n ;  l i t e r a l m e n t e  l e

p u s o  « a n a l í t i c a »  a  l a  f i l o s o f í a  a n a l í t i c a .  V é a s e ,  p o r  e j e m p l o ,  e s t e  f r a g m e n t o

d e  l a d i s c u s i ó n d e  l a d i c o t o m í a e n e l  L i b r o V I d e  l a F í s i c a : « P u e s h a y d o s

s e n t i d o s e n l o s q u e l a  l o n g i t u d y e l t i e m p o y e n g e n e r a l c u a l q u i e r c o s a

c o n t i n u a  s e  l l a m a n  “ i n f i n i t o s ” :  s e  l l a m a n  a s í  o  b i e n  r e s p e c t o  a  s u  d i v i s i b i l i d a d ,

o b i e n r e s p e c t o a s u s e x t r e m i d a d e s [ = t a m a ñ o ] » ( V I , 2 , 2 3 3 a ) , l a c u a l

r e s u l t a  s e r  l a  p r i m e r a o c a s i ó n e n  l a  q u e a l g u i e n  i n d i c a q u e « i n f i n i t o »  t i e n e

m á s d e u n  s i g n i f i c a d o . A r i s t ó t e l e s  q u i e r e  p r i n c i p a l m e n t e  d i s t i n g u i r  e n t r e u n

s e n t i d o f u e r t e o c u a n t i t a t i v o , a l s i g n i f i c a r  l i t e r a l m e n t e  i n f i n i t o e n t a m a ñ o ,

l o n g i t u d  o  d u r a c i ó n ,  y  u n  s e n t i d o m á s  d é b i l  c o r r e s p o n d i e n t e  a  l a  d i v i s i b i l i d a d

i n f i n i t a  d e  u n a  l o n g i t u d  f i n i t a .

L a d i s t i n c i ó n  r e a l m e n t e c r u c i a l ,  a f i r m a ,  i n v o l u c r a e l  t i e m p o : « A s í , m i e n t r a s

q u e e n u n  t i e m p o  f i n i t o u n a c o s a n o p u e d e e n t r a r e n c o n t a c t o c o n c o s a s

c u a n t i t a t i v a m e n t e i n f i n i t a s , p u e d e e n t r a r e n c o n t a c t o c o n c o s a s i n f i n i t a s

r e s p e c t o  a  l a  d i v i s i b i l i d a d :  p u e s  e n  e s t e  s e n t i d o  e l  t i e m p o m i s m o  e s  i n f i n i t o »

( i b í d . ) .

A m b a s  c i t a s  p r e c e d e n t e s  p r o v i e n e n  d e  d o s  d e  l o s  p r i n c i p a l e s  a r g u m e n t o s  d e

A r i s t ó t e l e s  c o n t r a  l a  d i c o t o m í a  d e  Z e n ó n ,  t a l  c o m o  s e  h a  e s q u e m a t i z a d o  e n

l a s  p á g s .  5 7 - 5 8 .  E l  o b j e t i v o  d e  e s t e  a r g u m e n t o  e n  p a r t i c u l a r  e s  l a  e x p r e s i ó n

d e l a p r e m i s a ( 3 ) « e n u n a c a n t i d a d f i n i t a d e t i e m p o » . L a c o n c l u s i ó n d e

A r i s t ó t e l e s  e s  q u e  s i  Z e n ó n  p u e d e  r e p r e s e n t a r  e l  i n t e r v a l o  A B  c o m o  l a  s u m a

d e  u n  n ú m e r o  i n f i n i t o  d e  s u b i n t e r v a l o s ,  e l  t i e m p o  a d j u d i c a d o  p a r a  c r u z a r  A B

d e b e r í a  r e p r e s e n t a r s e  d e l  m i s m o m o d o :  d i g a m o s
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t / 2 p a r a  r e c o r r e r

t / 4 p a r a  r e c o r r e r

t / 8 p a r a  r e c o r r e r

,  e t c .

P e r o  e s t e  a r g u m e n t o  n o  e s  d e  g r a n  a y u d a ,  p u e s  t e n e r  u n a  c a n t i d a d  i n f i n i t a

d e t i e m p o p a r a c r u z a r l a c a l l e n o e s m e n o s c o n t r a d i c t o r i o q u e l a p r o p i a

d i c o t o m í a o r i g i n a l  r e s p e c t o  a n u e s t r a  e x p e r i e n c i a  c u a n d o  c r u z a m o s  l a  c a l l e

e n d i e z  s e g u n d o s .  A d e m á s ,  e s  f á c i l  c o n s t r u i r  v e r s i o n e s  d e  l a s  P .  Z .  q u e n o

r e q u i e r e n  e x p l í c i t a m e n t e  a c c i ó n  o  t i e m p o  t r a n s c u r r i d o .  ( P o r  e j e m p l o ,  i m a g i n e

u n q u e s o c u y a p r i m e r a p o r c i ó n e s = a l a m i t a d d e l q u e s o e n t e r o , y l a

s i g u i e n t e  p o r c i ó n ,  =  l a m i t a d  d e  l a  p r i m e r a  p o r c i ó n  y  p u n t o s  s u s p e n s i v o s  a d

i n f i n i t u m : ¿ h a y u n a ú l t i m a p o r c i ó n d e q u e s o o n o ? ) . L a c u e s t i ó n : l o s

c o n t r a a r g u m e n t o s  r e l a c i o n a d o s  c o n  e l  t i e m p o  s e c u e n c i a l  o  c o n  s u b i n t e r v a l o s

o  i n c l u s o m o v i m i e n t o s  h u m a n o s  r e a l e s  s i e m p r e  a c a b a r á n  e m p o b r e c i e n d o  l a

d i c o t o m í a y n o  l o g r a r á n s u b r a y a r  l a s v e r d a d e r a s d i f i c u l t a d e s  i n v o l u c r a d a s .

P o r q u e  Z e n ó n  p u e d e  c o r r e g i r  s u  p r e s e n t a c i ó n  y  s i m p l e m e n t e  d e c i r  q u e  e s t a r

e n A y l u e g o e s t a r e n B r e q u i e r e q u e u s t e d o c u p e l o s i n f i n i t o s p u n t o s

c o r r e s p o n d i e n t e s  a  l a  s e c u e n c i a

o ,  p e o r ,  q u e  l l e g a r  a B  e n  a b s o l u t o  i m p l i c a  q u e  u s t e d  h a y a  o c u p a d o  y a  u n a

s e c u e n c i a  i n f i n i t a  d e  p u n t o s .  Y  e s t o  p a r e c e  c o n t r a d e c i r  b a s t a n t e  c l a r a m e n t e

l a i d e a d e u n a s e c u e n c i a i n f i n i t a : s i « ∞ » s i g n i f i c a r e a l m e n t e « s i n f i n » ,

e n t o n c e s u n a s e c u e n c i a i n f i n i t a e s u n a s e c u e n c i a d o n d e , s i n i m p o r t a r

c u á n t o s  t é r m i n o s  s e  t o m e n ,  t o d a v í a  q u e d a n  t é r m i n o s  r e s t a n t e s .  O  s e a ,  q u e
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p o d e m o s  o l v i d a r n o s  d e  c r u z a r  c a l l e s  o  t o c a r n o s  l a  n a r i z .  Z e n ó n  p u e d e  h a c e r

g i r a r  s u m o l i n i l l o e n  t é r m i n o s d e  s e c u e n c i a s a b s t r a c t a s y d e q u e h a y a l g o

i n h e r e n t e m e n t e  c o n t r a d i c t o r i o  o  p a r a d ó j i c o  e n  l a  i d e a  d e  q u e  u n a  s e c u e n c i a

i n f i n i t a  j a m á s  p u e d a  c o m p l e t a r s e .

C o n t r a e s t a s e g u n d a v e r s i ó n m á s a b s t r a c t a y d a ñ i n a d e l a d i c o t o m í a ,

A r i s t ó t e l e s  l a n z a  s u  a r g u m e n t o  m á s  i n f l u y e n t e .  E s t e  d e p e n d e  d e  l a  s e m á n t i c a

d e « i n f i n i t o » ,  t a m b i é n ,  p e r o e s d i f e r e n t e ,  y  s e  c e n t r a  e n e l m i s m o  t i p o d e

c u e s t i o n e s p r e d i c a t i v a s q u e s u r g e n e n e l U . S . M . y e n  l a p a r a d o j a d e  l a

u b i c a c i ó n d e Z e n ó n . T a n t o e n  l a F í s i c a c o m o e n  l a M e t a f í s i c a , A r i s t ó t e l e s

t r a z a  u n a  d i s t i n c i ó n  e n t r e  d o s  c o s a s  d i s t i n t a s  q u e  p o d e m o s  q u e r e r  d e c i r  e n

r e a l i d a d  c u a n d o  u s a m o s  « h a b e r »  + ∞  e n  u n a  o r a c i ó n  p r e d i c a t i v a  c o m o  « H a y

u n  n ú m e r o  i n f i n i t o  d e  p u n t o s  q u e  d e b e n  s e r  o c u p a d o s  e n t r e A  y B » .

L a d i s t i n c i ó n e s s o l o s u p e r f i c i a l m e n t e g r a m a t i c a l ; e n r e a l i d a d , e s u n a

d i s t i n c i ó n m e t a f í s i c a e n t r e d o s a f i r m a c i o n e s d e e x i s t e n c i a r a d i c a l m e n t e

d i f e r e n t e s  i m p l í c i t o s  e n  e l  « h a y »  d e  l a  o r a c i ó n .  L a  d i c o t o m í a  p a r e c e  d e p e n d e r

d e  q u e  n o  v e a m o s  e s t o .  L a  d i s t i n c i ó n  e s  e n t r e  r e a l i d a d  y  p o t e n c i a l i d a d  c o m o

c u a l i d a d e s  p r e d i c a t i v a s ,  y  l a  a r g u m e n t a c i ó n  g e n e r a l  d e  A r i s t ó t e l e s  e s  q u e  e l

∞  e s  u n  t i p o  e s p e c i a l  d e  c o s a  q u e  e x i s t e  p o t e n c i a l m e n t e  p e r o  n o  r e a l m e n t e ,

y  q u e  l o s  p r e d i c a d o s  c o n  l a  p a l a b r a  « i n f i n i t o »  d e b e n  a p l i c a r s e  a  l a s  c o s a s  d e

u n m o d o  c o r r e s p o n d i e n t e ,  c o m o  d e m u e s t r a  l a  c o n f u s i ó n  d e  l a  d i c o t o m í a .  D e

m a n e r a e s p e c í f i c a , A r i s t ó t e l e s a f i r m a q u e n i n g u n a e x t e n s i ó n e s p a c i a l ( p o r

e j e m p l o , e l  i n t e r v a l o AB ) e s « r e a l m e n t e  i n f i n i t a » , p e r o q u e c u a l q u i e r a d e

t a l e s e x t e n s i o n e s e s « p o t e n c i a l m e n t e i n f i n i t a » e n e l s e n t i d o d e s e r

i n f i n i t a m e n t e  d i v i s i b l e .

T o d o e s t o  s e v u e l v e m u y e l a b o r a d o y  c o m p l e j o , p o r  s u p u e s t o :  s e d e d i c a n

c a r r e r a s  e n t e r a s  a  e s t u d i a r  d e m a n e r a  s e s u d a  l a s  d e f i n i c i o n e s  d e  A r i s t ó t e l e s .

B a s t e d e c i r a q u í q u e  l a c u e s t i ó n d e  l a  e x i s t e n c i a - r e a l - o - p o t e n c i a l - d e l - ∞ e s

v i t a l p a r a n u e s t r o r e l a t o g e n e r a l a u n q u e r e c o n o z c a m o s s u d i f i c u l t a d . N o

a y u d a  m u c h o  q u e  l a s  p r o p i a s  e x p l i c a c i o n e s  y  e j e m p l o s  d e  A r i s t ó t e l e s …
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E s c o m o e l q u e e s t á c o n s t r u y e n d o r e s p e c t o a l q u e t i e n e  l a c a p a c i d a d d e

c o n s t r u i r ,  o  e l  d e s p i e r t o  r e s p e c t o  a l  d o r m i d o ,  o  e l  q u e  e s t á  v i e n d o  r e s p e c t o  a l

q u e  t i e n e  l o s  o j o s  c e r r a d o s  p e r o  p u e d e  v e r .  D e f i n a m o s  l a  r e a l i d a d m e d i a n t e

u n o  d e  l o s m i e m b r o s  d e  e s t a  a n t í t e s i s ,  y  l a  p o t e n c i a l i d a d m e d i a n t e  e l  o t r o .

P e r o  n o  a f i r m a m o s  q u e  t o d a s  l a s  c o s a s  t e n g a n  e x i s t e n c i a  r e a l  e n  e l m i s m o

s e n t i d o , s i n o s o l o p o r a n a l o g í a , c o m o A e n B o r e s p e c t o a B , C e n D o

r e s p e c t o  a D ,  p u e s  a l g u n a s  s o n  c o m o  e l  m o v i m i e n t o  r e s p e c t o  a  l a  p o t e n c i a ,  y

l a s  o t r a s  c o m o  l a  s u s t a n c i a  r e s p e c t o  a  a l g ú n  t i p o  d e  m a t e r i a …  ( M e t a f í s i c a ,  I X ,

6 ,  1 0 4 8 a - b )

… n o s o n e x a c t a m e n t e p r o d i g i o s d e c l a r i d a d . L o q u e q u i e r e d e c i r c o n

« p o t e n c i a l »  e s ,  p ó n g a s e  é n f a s i s  e n  e s t o , n o  e l  t i p o d e p o t e n c i a l i d a d p o r  e l

c u a l u n a n i ñ a e s p o t e n c i a l m e n t e u n a m u j e r o u n a b e l l o t a e s u n r o b l e e n

p o t e n c i a .  E s m á s  b i e n  c o m o  e l  e x t r a ñ o  y  a b s t r a c t o  t i p o  d e  p o t e n c i a l i d a d  p o r

e l  c u a l  u n a  c o p i a  p e r f e c t a  d e la Pietà51
 d e  M i g u e l  Á n g e l  e x i s t e  p o t e n c i a l m e n t e

e n u n b l o q u e d e m á r m o l i n t a c t o . O , h a b l a n d o d e l ∞ , e l m o d o e n q u e

c u a l q u i e r c o s a q u e s u c e d a c í c l i c a m e n t e ( o , e n t é r m i n o s d e A . ,

« s u c e s i v a m e n t e » ) — c o m o , p o r e j e m p l o , q u e s e a n  l a s 6 : 5 4 ,  l o c u a l o c u r r e

c a d a d í a p u n t u a l m e n t e — p a r a A r i s t ó t e l e s e s p o t e n c i a l m e n t e  i n f i n i t a e n e l

s e n t i d o  d e  q u e  e s  p o s i b l e  u n a  r e c u r r e n c i a  p e r i ó d i c a  s i n  f i n  d e  q u e  s e a n  l a s

6 : 5 4 , a u n q u e e l c o n j u n t o d e t o d o s l o s m o m e n t o s 6 : 5 4 n o p u e d e s e r

r e a l m e n t e  i n f i n i t o  p o r q u e  n u n c a  c o e x i s t i r á n  t o d o s  l o s  6 : 5 4 :  e l  c i c l o  p e r i ó d i c o

n u n c a  s e r á  « c o m p l e t a d o » .
52

P r o b a b l e m e n t e p u e d a u s t e d v e r c ó m o v a a d e s a r r o l l a r s e t o d o e s t o e n

r e l a c i ó n  c o n  l a  d i c o t o m í a .  P e r o  t a m b i é n  t i e n e  s u  t r u c o .  L a s  a n a l o g í a s  d e  l a

e s t a t u a y d e  l a s 6 : 5 4 a q u í n o v a n a  f u n c i o n a r d e m a s i a d o b i e n . C i e r t o , e l

i n t e r v a l o  A B  y / o  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  s u b i n t e r v a l o s  o  p u n t o s  e n t r e A  y B

51 Así como, claro está, cualquier otra estatua jamás hecha, o imaginada, o incluso no imaginada…
52 SEI Como tantas cosas de Aristóteles, esto no resulta fácil de entender. La cuestión aquí es que coexistir significa
básicamente «existir todos al mismo tiempo», lo cual es imposible a causa del lapso de 23 horas y 59 minutos entre
cada repetición de las 6:54 (estando dichos lapsos incluidos en la misma definición de «6:54»). En esencia, esta
cuestión de la Sucesión → No completación es también el argumento de Aristóteles a favor de que el Tiempo con
mayúscula es potencialmente pero no realmente infinito, lo cual a su vez evita ciertas paradojas de tipo Lámpara
sobre la eternidad y los momentos primero y último.
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n o  e s  « r e a l m e n t e  i n f i n i t o »  s i n o  s o l o  « p o t e n c i a l m e n t e  i n f i n i t o » .  P e r o  a q u í  e l

s e n t i d o  e n  e l  q u e  A r i s t ó t e l e s  q u i e r e  d e c i r  q u e  « AB  e s  p o t e n c i a l m e n t e  i n f i n i t o »

e s m á s  c e r c a n o  a  l a  i d e a ,  d i g a m o s ,  d e  p r e c i s i ó n  i n f i n i t a  e n  l a m e d i c i ó n .  L o

c u a l s e p u e d e  i l u s t r a r d e l s i g u i e n t e m o d o . L a a l t u r a a c t u a l d e m i s o b r i n a

m a y o r ,  q u e  e s  d e  u n o s  9 7 , 9  c m ,  p u e d e  p r e c i s a r s e  h a s t a  9 7 , 8 7  c m ,  y  c o n  u n

e n t o r n o m á s c o n t r o l a d o y e q u i p a m i e n t o  s o f i s t i c a d o  s i n d u d a a l g u n a p o d r í a

p r e c i s a r s e  t o d a v í a m á s  y m á s ,  h a s t a  t r e s ,  o n c e  o  n  d e c i m a l e s ,  d o n d e  n  e s ,

p o t e n c i a l m e n t e , ∞ ;  p e r o  s o l o  p o t e n c i a l m e n t e ∞ ,  p o r q u e  e s  o b v i o  q u e  e n  e l

m u n d o r e a l n u n c a h a b r á n i n g u n a m a n e r a d e l o g r a r u n a p r e c i s i ó n

v e r d a d e r a m e n t e  i n f i n i t a ,  a u n q u e  s e a  p o s i b l e  « e n  p r i n c i p i o » .  D e  e s t a  m a n e r a ,

p a r a A r i s t ó t e l e s , AB  e s « e n p r i n c i p i o »  i n f i n i t a m e n t e d i v i s i b l e , a u n q u e e s t a

d i v i s i ó n  i n f i n i t a  n u n c a  s e  p u e d e  l l e v a r  a  c a b o  c o n  t o d a  v e r d a d  e n  e l m u n d o

r e a l .

SEI Un poco de complicación final: En su mayor parte, lo que Aristóteles

llama «número» (en el sentido de las cantidades matemáticas en general)

aparentemente es potencialmente infinito no en el modo en que la medición

es potencialmente infinita, sino en el modo en que el conjunto de todos los

instantes 6:54 es potencialmente infinito. Por ejemplo, el conjunto de todos

los enteros es potencialmente infinito en el sentido de que no hay un número

entero mayor que los demás («En la dirección del tamaño siempre es posible

pensar en un número de tamaño mayor» [Aristóteles, Física, III, 6, 207b]),

pero no es realmente infinito porque el conjunto no existe como una entidad

completa. En otras palabras, para Aristóteles los números forman un

continuo sucesivo: hay una cantidad infinita pero nunca coexisten («Se

puede tomar una cosa tras otra sin fin» [ibíd., 206b]).

C o m o r e f u t a c i ó n d e l a d i c o t o m í a d e Z e n ó n , l a d i s t i n c i ó n ∞ - p o t e n c i a l -

r e s p e c t o - a - ∞ - r e a l n o e s d e m a s i a d o p e r s u a s i v a , e v i d e n t e m e n t e n i s i q u i e r a

p a r a A r i s t ó t e l e s , c u y a r e g r e s i ó n d e l T e r c e r H o m b r e p a r e c e q u e s e p o d r í a

d e s c a r t a r c o m o s o l o p o t e n c i a l m e n t e i n f i n i t a . P e r o l a d i s t i n c i ó n a c a b a
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r e s u l t a n d o e n o r m e m e n t e i m p o r t a n t e p a r a l a t e o r í a y l a p r á c t i c a d e l a s

m a t e m á t i c a s .  E n  r e s u m e n ,  r e l e g a r  e l ∞  a l  e s t a t u s  d e  p o t e n c i a l i d a d  p e r m i t i ó

q u e  l a s  m a t e m á t i c a s  o c c i d e n t a l e s ,  o  b i e n  d e s c a r t a r a n  l a s  c a n t i d a d e s  i n f i n i t a s ,

o b i e n j u s t i f i c a r a n s u u s o , o a v e c e s a m b a s c o s a s , d e p e n d i e n d o d e l a s

i n t e n c i o n e s .  E s  t o d o m u y  e x t r a ñ o .  P o r  u n  l a d o ,  e l  a r g u m e n t o  d e  A r i s t ó t e l e s

d i o c r e d i b i l i d a d a l r e c h a z o g r i e g o d e l ∞ y d e  l a « r e a l i d a d » d e  l a s s e r i e s

i n f i n i t a s ,  y  f u e  u n a  r a z ó n  i m p o r t a n t e  p o r  l a  q u e  l o s  g r i e g o s  n o  d e s a r r o l l a r o n

l o  q u e  a h o r a  c o n o c e m o s  c o m o  c á l c u l o .  P o r  o t r o  l a d o ,  o t o r g a r  a  l a s  c a n t i d a d e s

i n f i n i t a s  p o r  l o  m e n o s  u n a  e x i s t e n c i a  a b s t r a c t a  o  t e ó r i c a  p e r m i t i ó  q u e  a l g u n o s

m a t e m á t i c o s g r i e g o s  l a s u s a r a n e n  t é c n i c a s q u e e r a n e x t r a o r d i n a r i a m e n t e

p a r e c i d a s a l c á l c u l o d i f e r e n c i a l e i n t e g r a l ; t a n p a r e c i d a s q u e , e n

r e t r o s p e c t i v a ,  e s  s o r p r e n d e n t e  q u e  e l  c á l c u l o  t a r d a r a m i l  s e t e c i e n t o s  a ñ o s  e n

s e r  i n v e n t a d o .  P e r o ,  v o l v i e n d o a l  p r i m e r p u n t o , u n a g r a n  r a z ó n p o r  l a q u e

t a r d ó  t a n t o s a ñ o s  f u e  l a p e n u m b r a m e t a f í s i c a a  l a q u e A r i s t ó t e l e s ,  c o n s u

c o n c e p t o  d e  p o t e n c i a l i d a d ,  h a b í a  d e s t e r r a d o  e l  ∞ ,  y  q u e  s e r v í a  p a r a  l e g i t i m a r

l a a l e r g i a d e  l a s m a t e m á t i c a s a u n c o n c e p t o q u e d e t o d o s m o d o s n u n c a

p o d r í a  t r a t a r .

E x c e p t o  q u e  — v o l v i e n d o  a l  s e g u n d o  p u n t o  o  y a  e n  u n  t e r c e r  p u n t o
53

— c u a n d o

L e i b n i z y N e w t o n i n t r o d u c e n r e a l m e n t e e l c á l c u l o h a c i a 1 7 0 0 , e s

e s e n c i a l m e n t e  l a m e t a f í s i c a d e A r i s t ó t e l e s  l a q u e  j u s t i f i c a  s u d e s p l i e g u e d e

i n f i n i t e s i m a l e s ,  o  s e a d x  e n  l a  i n f a m e

d e  l a s m a t e m á t i c a s  d e  p r i m e r  a ñ o  e n  l a  u n i v e r s i d a d .  R e c u e r d e ,  p o r  f a v o r ,  o

s e p a ,  q u e  u n a  c a n t i d a d  i n f i n i t e s i m a l  d e  a l g ú n m o d o  e s t á  l o  b a s t a n t e  c e r c a  d e

0  p a r a  s e r  d e s p r e c i a b l e  e n  u n a  s u m a ,  e s  d e c i r x  +  d x  = x ,  y  l o  b a s t a n t e  l e j o s

53 SEI y para anticipar algunas cosas que se discutirán en detalle en § 4.
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d e  0  p a r a  s e r v i r  c o m o  d i v i s o r  e n  f ó r m u l a s  c o m o  l a  q u e  a c a b a m o s  d e  v e r .  D e

n u e v o , m u y b r e v e m e n t e , t r a t a r l o s i n f i n i t e s i m a l e s c o m o c a n t i d a d e s

p o t e n c i a l m e n t e / t e ó r i c a m e n t e e x i s t e n t e s p e r m i t i ó q u e l o s m a t e m á t i c o s l a s

u s a r a n  e n  c á l c u l o s  q u e  t e n í a n  e x t r a o r d i n a r i a s  a p l i c a c i o n e s  e n  e l m u n d o  r e a l ,

p u e s  e r a n  c a p a c e s  d e  a b s t r a e r  y  d e s c r i b i r  j u s t a m e n t e  l o s  t i p o s  d e  f e n ó m e n o s

s u a v e m e n t e  c o n t i n u o s  q u e  e l  m u n d o  c o n t e n í a .

E s t o s  i n f i n i t e s i m a l e s r e s u l t a n s e r m u y  i m p o r t a n t e s . S i n e l l o s p u e d e u s t e d

c a e r  e n  g r i e t a s  c o m o  l a  c u e s t i ó n  d e  0 , 9 9 9 …  =  1 , 0  a  l a  q u e  h e m o s  e c h a d o  u n

v i s t a z o  e n  §  1 c .

C o m o p r o m e t i m o s e n t o n c e s ,  l a  s a l i d a  m á s  r á p i d a e n e s t e  c a s o e s p e r m i t i r

q u e x r e p r e s e n t e n o 0 , 9 9 9 … , s i n o 1 m e n o s c i e r t o i n f i n i t e s i m a l , a l q u e

l l a m a r e m o s  1 / ∞  ,  t a l  q u e

1  >  ( 1  -
1

/ ∞ )  >  0 , 9 9 9 …

E n t o n c e s  s e  p u e d e n  h a c e r  l a s  m i s m a s  o p e r a c i o n e s  q u e  a n t e s :

e n  c u y o  c a s o x  t o d a v í a  d a  ( 1  -
1

/ ∞ )  y  n o  h a y  n i n g u n a  f e a  c o n f a b u l a c i ó n  c o n

1 , 0 .

E x c e p t o , c l a r o e s t á , q u e l a c u e s t i ó n e s s i t i e n e s e n t i d o m e t a f í s i c o o

m a t e m á t i c o  p o s t u l a r  l a  e x i s t e n c i a ,  y a  s e a  r e a l  o  p o t e n c i a l ,  d e  c i e r t a  c a n t i d a d

q u e  e s <  1  p e r o  a  l a  v e z  e x c e d e  e l  d e c i m a l  i n f i n i t o  0 , 9 9 9 … E l  p r o b l e m a e s

d o b l e m e n t e  a b s t r a c t o ,  p o r q u e  n o  s o l o  0 , 9 9 9 …  n o  e s  u n a  c a n t i d a d  d e l  t i p o  d e
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l a s  d e l m u n d o  r e a l ,  s i n o  q u e  e s  a l g o  q u e  n i  s i q u i e r a  p o d e m o s  c o n c e b i r  c o m o

u n e n t e m a t e m á t i c o : s e a c u a l s e a l a r e l a c i ó n e n t r e 0 , 9 9 9 … y ( 1 -
1

/ ∞ )

e x i s t e
54

 m á s  a l l á  d e l  d e c i m a l  n - é s i m o ,  u n  l u g a r  a l  q u e  n a d a  n i  n a d i e  p u e d e

l l e g a r n u n c a , n i s i q u i e r a e n  t e o r í a . A s í q u e n o q u e d a c l a r o s i n o e s t a m o s

s i m p l e m e n t e  c a m b i a n d o  u n  t i p o  d e  g r i e t a  p a r a d ó j i c a  p o r  o t r o .  E s t e  e s  u n  t i p o

m á s  d e  c u e s t i ó n  d e  l a s  q u e  f u e r o n  t o t a l m e n t e  p o l é m i c a s  h a s t a  q u e  l l e g a r o n

W e i e r s t r a s s ,  D e d e k i n d  y  C a n t o r  e n  e l  s i g l o  X I X .

P i e n s e  l o q u e p i e n s e u s t e d d e  l a o n t o l o g í a d e  t i p o p o t e n c i a l  d e A r i s t ó t e l e s

p a r a e l ∞ , o b s e r v e q u e p o r  l o m e n o s e s t u v o m u y a c e r t a d o e n e l u s o d e

p a l a b r a s c o m o « p u n t o » y « e x i s t e n » e n  l a o r a c i ó n n o p r e d i c a t i v a « H a y [ =

e x i s t e n ]  u n  n ú m e r o  i n f i n i t o  d e  p u n t o s  i n t e r m e d i o s  e n t r e A  y B » .  I g u a l  q u e  e n

l a p a r a d o j a d e l a u b i c a c i ó n d e Z e n ó n , o b v i a m e n t e a q u í h a y a l g u n a

i m p r e c i s i ó n  s e m á n t i c a .  E n  l a  d i c o t o m í a  r e v i s a d a ,  l a  i m p r e c i s i ó n  s e  h a l l a  e n  l a

c o r r e s p o n d e n c i a  i m p l í c i t a  e n t r e  u n  e n t e  m a t e m á t i c o  a b s t r a c t o  — e n  e s t e  c a s o

u n a s e r i e g e o m é t r i c a — y e l e s p a c i o f í s i c o r e a l . P e r o n o e s t á c l a r o q u e

« e x i s t i r »  s e a  e l  b l a n c o m á s  v u l n e r a b l e :  h a y  u n a  a m b i g ü e d a d  b a s t a n t e m á s

o b v i a  e n  l a  s e m á n t i c a  d e  « p u n t o » .  S i A  y B  s o n  l o s  d o s  l a d o s  d e  u n a  c a l l e  d e l

m u n d o  r e a l ,  e n t o n c e s  l a  e x p r e s i ó n « e l  n ú m e r o  i n f i n i t o  d e  p u n t o s  e n t r e A y

B » e s t á u s a n d o « p u n t o » p a r a d e n o t a r  u n a u b i c a c i ó n p r e c i s a e n e l  e s p a c i o

f í s i c o . P e r o e n l a e x p r e s i ó n « e l n ú m e r o i n f i n i t o d e p u n t o s i n t e r m e d i o s

d e s i g n a d o  p o r
AB

/ 2n  » ,  « p u n t o »  s e  r e f i e r e  a  u n a  a b s t r a c c i ó n m a t e m á t i c a ,  u n

e n t e  s i n  d i m e n s i ó n ,  c o n  « p o s i c i ó n  p e r o  n o  m a g n i t u d » .  P a r a  a h o r r a r n o s  v a r i a s

p á g i n a s  d e  c o n c i e n z u d o  a n á l i s i s  q u e  p u e d e  u s t e d  h a c e r  e n  s u  t i e m p o  l i b r e ,
55

a q u í o b s e r v a r e m o s s i m p l e m e n t e q u e c r u z a r u n n ú m e r o  i n f i n i t o d e p u n t o s

m a t e m á t i c o s  s i n  d i m e n s i ó n  n o  e s  o b v i a m e n t e  p a r a d ó j i c o  d e l m o d o  e n  q u e  l o

e s  c r u z a r  u n  n ú m e r o  i n f i n i t o  d e  p u n t o s  d e l  e s p a c i o  f í s i c o .  R e s p e c t o  a  e s t o ,  e l

a r g u m e n t o  d e  Z e n ó n  p u e d e  p a r e c e r s e  m á s  b i e n  a l  r o m p e c a b e z a s  d e  l o s  t r e s -

54 por así decirlo.
55  Solo como propuesta de reflexión: no es trivial observar que los antiguos griegos no tenían un verdadero
concepto de punto sin dimensión, algo de extensión cero, pues no tenían 0. Y quizá por lo tanto que, en cierto
sentido, la dicotomía era solo un síntoma del verdadero problema de los griegos, que era intentar hacer
matemáticas abstractas usando solo cantidades concretas.
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h o m b r e s - e n - u n - m o t e l  d e l  §  1 :  l a  t r a d u c c i ó n  d e  u n a  s i t u a c i ó n  e s e n c i a l m e n t e

m a t e m á t i c a  a l  l e n g u a j e  n a t u r a l  n o s  l l e v a  a  o l v i d a r  q u e  l a s  p a l a b r a s  n o r m a l e s

p u e d e n  t e n e r  s i g n i f i c a d o s  y  r e f e r e n t e s  e n o r m e m e n t e  d i s t i n t o s .  O b s e r v e ,  u n a

v e z  m á s ,  q u e  e l  s i m b o l i s m o  a b s t r a c t o  y  e l  e s q u e m a t i s m o  d e  l a s  m a t e m á t i c a s

p u r a s  e s t á n  d i s e ñ a d o s  p a r a  e v i t a r  p r e c i s a m e n t e  e s t e  p r o b l e m a ,  y  q u e  e s t e  e s

e l  m o t i v o  p o r  e l  q u e  l a s  d e f i n i c i o n e s m a t e m á t i c a s  t é c n i c a s  a m e n u d o  s o n  t a n

s o p o r í f e r a m e n t e  d e n s a s  y  c o m p l e j a s .  N o  d e b e  c a b e r  n i n g u n a  a m b i g ü e d a d  o

e q u i v o c a c i ó n .  L a s m a t e m á t i c a s ,  c o m o  m e d i r  l a  a l t u r a  d e  l o s  n i ñ o s ,  s o n  u n a

a c t i v i d a d  c o n s a g r a d a  a l  i d e a l  d e  l a  p r e c i s i ó n .

L o c u a l s u e n a t o d o m u y b i e n , e x c e p t o q u e r e s u l t a q u e t a m b i é n h a y u n a

i n m e n s a a m b i g ü e d a d — f o r m a l , l ó g i c a , m e t a f í s i c a — e n m u c h o s d e l o s

t é r m i n o s y c o n c e p t o s b á s i c o s d e  l a s m a t e m á t i c a s m i s m a s . D e h e c h o ,  l o s

c o n c e p t o s m a t e m á t i c o s m á s f u n d a m e n t a l e s h a b i t u a l m e n t e s o n l o s m á s

d i f í c i l e s d e d e f i n i r . E s t o e n s í m i s m o e s u n a c a r a c t e r í s t i c a d e  l o s s i s t e m a s

f o r m a l e s .  L a m a y o r  p a r t e  d e  l a s  d e f i n i c i o n e s m a t e m á t i c a s  e s t á n  c o n s t r u i d a s

a  p a r t i r  d e  o t r a s  d e f i n i c i o n e s .  S o n  l a s  c o s a s  r e a l m e n t e  b á s i c a s  l a s  q u e  t i e n e n

q u e  d e f i n i r s e  a  p a r t i r  d e  c a s i  n a d a .  C o n  u n  p o c o  d e  s u e r t e ,  y  p o r  r a z o n e s  q u e

y a  s e  h a n  a n a l i z a d o ,  e s a s  c o s a s  b á s i c a s  t e n d r á n  a l g o  q u e  v e r  c o n  e l m u n d o

e n  e l  q u e  r e a l m e n t e  v i v i m o s  t o d o s .

§ 2c.

V o l v a m o s  p o r  u n m o m e n t o  a l  t e m a  d e  Z e n ó n - y - l a - s e m á n t i c a - d e - « p u n t o » .  L a

r e l a c i ó n e n t r e u n e n t e m a t e m á t i c o ( p o r e j e m p l o , u n a s e r i e , u n p u n t o

g e o m é t r i c o )  y  e l  e s p a c i o  f í s i c o  r e a l  e s  t a m b i é n  l a  r e l a c i ó n  d e  l o  d i s c r e t o  c o n

l o  c o n t i n u o .  P i e n s e  e n  u n  c a m i n o  a d o q u i n a d o  e n  c o n t r a s t e  c o n  u n a  c a r r e t e r a

r e c i é n  a s f a l t a d a .  C o m o  l o  q u e  l a  d i c o t o m í a  i n t e n t a  h a c e r  e s  d e s c o m p o n e r  u n

p r o c e s o  f í s i c o  c o n t i n u o  e n  u n a  s e r i e  i n f i n i t a  d e  p a s o s  d i s c r e t o s ,  p u e d e  v e r s e

c o m o e l p r i m e r i n t e n t o e n l a h i s t o r i a d e r e p r e s e n t a r l a c o n t i n u i d a d

m a t e m á t i c a m e n t e . N o  i m p o r t a q u e Z e n ó n e n  r e a l i d a d e s t u v i e r a  i n t e n t a n d o

d e m o s t r a r q u e l a c o n t i n u i d a d e r a i m p o s i b l e ; i g u a l m e n t e f u e e l p r i m e r o .
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T a m b i é n  f u e  e l  p r i m e r o  e n  r e c o n o c e r
56

 q u e  h a y m á s  d e  u n  t i p o  d e ∞ .  E l to

apeiron  d e  l a  c o s m o l o g í a  g r i e g a  e s  p u r a  e x t e n s i ó n ,  t a m a ñ o  i n f i n i t o ,  y  l a  s e r i e

d e e n t e r o s 1 , 2 ,  3 … a s c i e n d e y  s e  a l e j a h a c i a  e s e m i s m o  t i p o d e G r a n ∞ .

M i e n t r a s q u e p o r o t r o l a d o e l P e q u e ñ o ∞ d e Z e n ó n p a r e c e e s t a r c o m o

a n i d a d o ,  e n m e d i o  d e  l o s  e n t e r o s  o r d i n a r i o s ,  y  e s t o  ú l t i m o  e s  n a t u r a l m e n t e

d i f í c i l  d e  c o n c e b i r .

R e s u l t a  q u e  l a  m a n e r a  m á s  c l a r a  d e  r e p r e s e n t a r  e s t o s  d o s  t i p o s  d i f e r e n t e s  d e

∞ e s  c o n  l a  b u e n a  y  v i e j a  r e c t a  n u m é r i c a  ( R . N . ) ,  c o m p o n e n t e  h a b i t u a l  d e

l a s  a u l a s  e s c o l a r e s .
57

 L a  r e c t a  n u m é r i c a  e s  o t r o  l e g a d o  d e  l o s  g r i e g o s ,  q u e ,

c o m o r e c o r d a r á , t r a t a b a n  l o s n ú m e r o s y  l a s f o r m a s g e o m é t r i c a s c a s i d e l

m i s m o m o d o . ( E u c l i d e s , p o r e j e m p l o , r e c h a z a b a c u a l q u i e r r a z o n a m i e n t o

m a t e m á t i c o  q u e  n o  p u d i e r a  s e r  « c o n s t r u i d o » ,  e s  d e c i r ,  d e m o s t r a d o  c o n f o r m e

a  l a  g e o m e t r í a . )
58

L o  q u e  d e b e m o s  v a l o r a r  d e  l a  r e c t a  n u m é r i c a  y  s u m o d e s t o m a t r i m o n i o  d e

m a t e m á t i c a s  y  g e o m e t r í a  e s  q u e  t a m b i é n  s e  t r a t a  d e  l a  p e r f e c t a  u n i ó n  e n t r e

f o r m a  y  c o n t e n i d o .  P o r q u e  c a d a  n ú m e r o  c o r r e s p o n d e  a  u n  p u n t o ,  y  c o m o  l a

r e c t a  n u m é r i c a  a  l a  v e z  c o n t i e n e  t o d o s  l o s  p u n t o s  y  d e t e r m i n a  s u  o r d e n ,  l o s

n ú m e r o s  p u e d e n  d e f i n i r s e  c o m p l e t a m e n t e  s e g ú n  s u  p o s i c i ó n  e n  l a  R .  N .  e n

r e l a c i ó n c o n  l a s p o s i c i o n e s d e o t r o s n ú m e r o s . P o r e j e m p l o , 5 e s e l e n t e r o

i n m e d i a t a m e n t e  a  l a  d e r e c h a  d e  4  y  a  l a  i z q u i e r d a  d e  6 ,  y  d e c i r  q u e  5  +  2  =

7  e s  c o m o  d e c i r  q u e  7  e s t á  d o s  p o s i c i o n e s  a  l a  i z q u i e r d a  d e  5 ;  e s  d e c i r ,  l a

« d i s t a n c i a » m a t e m á t i c a  e n t r e  d o s  n ú m e r o s  d i s t i n t o s  p u e d e  s e r  r e p r e s e n t a d a

e i n c l u s o c a l c u l a d a d e f o r m a g r á f i c a . I n c l u s o s i n e l c e r o o e n t e r o s

n e g a t i v o s
59

,  y  c o n  l a  d e f i n i c i ó n  m á s  b i e n  d i f u s a  d e  « p u n t o »  d a d a  p o r  E u c l i d e s

c o m o « aquello que no tiene parte » ,  l a  r e c t a n u m é r i c a e s u n a h e r r a m i e n t a

i n m e n s a m e n t e  p o d e r o s a .  T a m b i é n  r e s u l t a  s e r  l a  p e r f e c t a  e s q u e m a t i z a c i ó n  d e

56 SEI en todo caso, el primero en la práctica, el Libro VI de la Física se lleva el mérito de hacerlo explícito.
57 SEI En las escuelas estadounidenses, la representación de la recta numérica solía situarse encima de la pizarra
(o en la parte superior de la pared de atrás en las aulas que tenían retratos de los presidentes de EE. UU. encima
de la pizarra) y parecía algo así como un termómetro tumbado.
58 SEI Más adelante, en § 6f, veremos la importancia de un criterio completamente diferente de «constructibilidad»
para teoremas.
59 Los griegos también carecían de estos últimos.
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u n c o n t i n u o , e n e l s e n t i d o d e « e n t e o s u s t a n c i a c u y a e s t r u c t u r a o

d i s t r i b u c i ó n e s c o n t i n u a e i n i n t e r r u m p i d a » , y c o m o t a l l a R . N . e n c a r n a

p e r f e c t a m e n t e  l a a n t i n o m i a d e  l a c o n t i n u i d a d q u e Z e n ó n p r o p u s o y n a d i e

h a s t a D e d e k i n d p u d o  r e s o l v e r . P u e s e n  l a R . N .  s e  c u m p l e n  l a s d o s  c o s a s

s i g u i e n t e s :

1 . C a d a  p u n t o  e s t á  p r ó x i m o  a  o t r o  p u n t o ,

2 . E n t r e  d o s  p u n t o s  c u a l e s q u i e r a  s i e m p r e  h a y  o t r o  p u n t o .

A u n q u e t o d o e l m u n d o s a b e q u é a s p e c t o t i e n e , l a r e c t a n u m é r i c a
60

 s e

r e p r o d u c e  a q u í ,  e m p e z a n d o  p o r  e l  0  q u e  l o s  g r i e g o s ,  p o r m o t i v o s  q u e  a h o r a

n o  i m p o r t a n ,  n o  t e n í a n :

S i  e l G r a n ∞ ,  e l  i n f i n i t o  e n  e x t e n s i ó n ,  e s t á  a  l a  d e r e c h a  i n t e r m i n a b l e  d e  l a

r e c t a  n u m é r i c a ,  e l  P e q u e ñ o ∞  q u e  Z e n ó n  e x p l o t a  s e  h a l l a  e n  e l  i n t e r v a l o  d e

a s p e c t o t o t a l m e n t e f i n i t o e n t r e 0 y 1 . Z e n ó n r e v e l a q u e d i c h o i n t e r v a l o

c o n t i e n e  u n  n ú m e r o  i n f i n i t o  d e  p u n t o s  i n t e r m e d i o s ,  c o m o  l a  s e c u e n c i a

60 Por excitantes razones técnicas, a las que llegaremos, la recta numérica es más apropiadamente llamada recta
real si también representa los números irracionales. Es decir, la «recta real» de todos los números reales. Observe,
por cierto, que otro término matemático para designar tanto el conjunto de los números reales como a la recta real
resulta ser: el continuo. Probablemente algo de todo esto será mencionado en el texto, pero en algún punto deberá
resumirse la cuestión de la recta numérica y la recta real, y este es un lugar tan bueno como cualquier otro. Sepa
que las matemáticas y la metafísica de ambos tipos de recta son sin duda difíciles. Comparten tres características
cruciales, y la recta real tiene una cuarta característica. Ambos tipos de recta son por definición infinitamente
extensos, ambos son infinitamente densos (= entre dos puntos cualesquiera siempre hay otro punto), y ambos son
«sucesivos» u «ordenados» (lo cual básicamente significa que para cualquier punto n (n − 1) < n < (n + 1)). La
recta real, además, tiene la propiedad de ser continua, lo cual en este caso quiere decir que no tiene huecos o
agujeros. Tenga en cuenta, para más adelante, que es la continuidad de la recta real en este sentido lo que acaba
abriendo una grieta en las matemáticas modernas. Sin embargo, como se ha mencionado justo antes en el texto
principal, la dicotomía de Zenón no necesita nada más que la densidad de la recta numérica para crear la paradoja.
Por esta razón, la dicotomía se puede reformular tan fácilmente para eliminar el tiempo/movimiento: su RIV
involucra cruzar no un espacio real, sino solo el intervalo 0-1 de la recta numérica. Es este segundo tipo en
particular de ∞, denso e inter-numérico, que Aristóteles quiere descartar calificándolo de meramente «potencial».
Finalmente, observe, por favor, que en ciertos apartados a partir de ahora y hasta § 6 vamos a hablar como si la
recta numérica y la recta real fueran la misma cosa, o como si la recta numérica también pudiera representar
números irracionales. Esto se debe a complicadas razones que involucran la traducción de complejas
demostraciones al lenguaje natural, pero no se preocupe por ello, solo le conviene recordar el estatus especial de la
recta real hasta dentro de varios § s, cuando resultará importante.
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L o  q u e  e s m á s  ( p o r  d e c i r l o  a s í ) ,  e s t á  c l a r o  q u e  e s t e  i n f i n i t o  d e  1 / 2
n

 n o  a g o t a

r e a l m e n t e  l o s p u n t o s e n t r e 0 y 1 , p u e s o m i t e n o s o l o s u c e s i o n e s  i n f i n i t a s

c o n v e r g e n t e s  c o m o

s i n o  o t r o  c o n j u n t o  i n f i n i t o  d e  f r a c c i o n e s  1 / x d o n d e x  e s  u n  n ú m e r o  i m p a r .

Y  a l  c o n s i d e r a r  q u e  c a d a  u n a  d e  d i c h a s  f r a c c i o n e s  c o r r e s p o n d e r á  a  s u  p r o p i a

s u c e s i ó n  g e o m é t r i c a  i n f i n i t a  a  t r a v é s  d e l  d e s a r r o l l o  d e 1 / xn
 — p o r  e j e m p l o ,

p a r e c e  q u e  e l  i n t e r v a l o  f i n i t o  0  -  1  d e  l a  R .  N .  e n  r e a l i d a d  a l o j a  u n a  i n f i n i d a d

d e  i n f i n i t o s .  L o  c u a l  e s ,  p o r  d e c i r l o  c o n  s u a v i d a d , m e t a f í s i c a m e n t e  c o n f u s o  y

a  l a  v e z  m a t e m á t i c a m e n t e  a m b i g u o :  ¿ s e r á  ∞
2

,  ∞
∞

,  o  q u é ?

S o l o q u e l a c o s a e m p e o r a , o m e j o r a . P o r q u e t o d o s l o s n ú m e r o s r e c i é n

m e n c i o n a d o s s o n r a c i o n a l e s . P r o b a b l e m e n t e y a s a b e q u e e s e a d j e t i v o

p r o v i e n e  d e  « r a z ó n »  y  q u e  l a  e x p r e s i ó n  « los números racionales »  s e  r e f i e r e  a

t o d o s  l o s  n ú m e r o s  e x p r e s a b l e s  c o m o  e n t e r o s  o  c o m o  r a z o n e s  d e  d o s  e n t e r o s

( o s e a , f r a c c i o n e s ) . E s t o e s s o l o u n r e c o r d a t o r i o , p e r o e s i m p o r t a n t e . E l

d e s c u b r i m i e n t o  d e  q u e  n o  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  s o n  r a c i o n a l e s  f u e  p o r  l o  m e n o s

t a n  d u r o  p a r a  l a  v i s i ó n  g r i e g a  d e l  m u n d o  c o m o  l a s  p a r a d o j a s  d e  Z e n ó n .  Y  f u e

e s p e c i a l m e n t e  e n o j o s o  p a r a  l a  D i v i n a  H e r m a n d a d  d e  P i t á g o r a s .  R e c u e r d e  l a s
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c o n v i c c i o n e s  p i t a g ó r i c a s  d e  q u e  t o d o  e s  u n a  c a n t i d a d  o  r a z ó n m a t e m á t i c a  y

d e q u e n a d a  i n f i n i t o  p u e d e e x i s t i r  r e a l m e n t e e n e l m u n d o  ( p u e s « peras →

f o r m a »  e s  l o  q u e  h a c e  p o s i b l e  l a  e x i s t e n c i a  p a r a  e m p e z a r ) .

L u e g o r e c u e r d e e l t e o r e m a d e P i t á g o r a s . C o m o s e h a m e n c i o n a d o , u n a

c u r i o s i d a d  i n t e r e s a n t e e s q u e  l o s d e  l a D . Η . P . n o  f u e r o n  l o s v e r d a d e r o s

d e s c u b r i d o r e s  d e  e s e  t e o r e m a .  E n  r e a l i d a d  a p a r e c e  e n  t a b l i l l a s  d e  l a  A n t i g u a

B a b i l o n i a  t a n  t e m p r a n a s  c o m o  d e l  2 0 0 0  a .  C .  U n a  r a z ó n  p o r  l a  q u e  s e  l l a m a

t e o r e m a d e P i t á g o r a s e s q u e p e r m i t i ó q u e l a D . Η . P . d e s c u b r i e r a l a s

« m a g n i t u d e s  i n c o n m e n s u r a b l e s » ,  t a m b i é n  l l a m a d a s  n ú m e r o s  i r r a c i o n a l e s .
61

D i c h o s n ú m e r o s , q u e r e s u l t a n s e r i n e x p r e s a b l e s c o m o c a n t i d a d e s f i n i t a s ,

e r a n  t a n  l e t a l e s  p a r a  l a  m e t a f í s i c a  p i t a g ó r i c a  q u e  s u  d e s c u b r i m i e n t o  f u e  c o m o

l a v e r s i ó n g r i e g a d e l c a s o W a t e r g a t e . R e c o r d a r á d e l a i n f a n c i a q u e e l

t e o r e m a d e P i t á g o r a s n o c a u s a p r o b l e m a s c o n f i g u r a s c o m o e l t r i á n g u l o

r e c t á n g u l o d e l a d o s 3 , 4 y 5 q u e a p a r e c e e n l a s i n t r o d u c c i o n e s a l a

g e o m e t r í a , d o n d e  l a  s u m a d e  l o s c u a d r a d o s d e 3 y 4 e s u n n ú m e r o c u y a

p r o p i a r a í z c u a d r a d a e s r a c i o n a l . P e r o c o m p r e n d a q u e e s o d e l o s

« c u a d r a d o s »  e r a  l i t e r a l  p a r a  l o s  g r i e g o s .  E s  d e c i r ,  e n  u n  t r i á n g u l o  d e  l a d o s  3 ,

4  y  5  t r a t a b a n  c a d a  l a d o  t a m b i é n  c o m o  e l  l a d o  d e  u n  c u a d r a d o :  y  e n t o n c e s

s u m a b a n  l a s  á r e a s  d e  l o s  c u a d r a d o s .  H a y  d o s r a z o n e s  p o r  l a s  q u e  e s t o

m e r e c e  c o m e n t a r s e .  L a  p r i m e r a  y a  s e  h a  m e n c i o n a d o  a n t e s :  a u n q u e  a h o r a

j u g a m o s  c o n  e x p o n e n t e s  y  r a í c e s i n  a b s t r a c t u s ,  p a r a  l o s  g r i e g o s  l o s

p r o b l e m a s  d e  m a t e m á t i c a s  s i e m p r e  s e  f o r m u l a b a n ,  y  r e s o l v í a n ,

g e o m é t r i c a m e n t e .

U n  n ú m e r o  r a c i o n a l  e r a  u n a  r a z ó n  l i t e r a l  d e  l a s  l o n g i t u d e s  d e  d o s  s e g m e n t o s .

61 SEI El término anglosajón surd era el preferido del doctor Goris porque sostenía que su pronunciación era mucho
más divertida. Si alguien decía «número irracional», él hacía como si no pudiera oírle, lo cual, si conoce usted la
etimología de surd, verá que también era una especie de broma entre él y nosotros. [La etimología a la cual se
refiere el autor es la raíz latina surdus, la misma de la cual proviene «sordo». Hay una interesante relación
histórica, etimológica y conceptual entre «irracional» y «sordo», que se remonta al griego alogos, que podía
significar «sin razón» o «sin habla». (N. del t.)].
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E l e v a r  a l  c u a d r a d o  e r a  c o n s t r u i r  u n  c u a d r a d o  y  t o m a r  s u  á r e a .  L a  o t r a  r a z ó n

e s  q u e  s e g ú n  l a m a y o r í a  d e  l o s  r e l a t o s  f u e  u n  s i m p l e  y  h u m i l d e  c u a d r a d o  e l

q u e e m p e z ó t o d o e l e m b r o l l o . C o n s i d é r e s e e s p e c í f i c a m e n t e e l f a m i l i a r

c u a d r a d o u n i d a d , d e l a d o 1 , e i n c l u s o m á s e n c o n c r e t o e l t r i á n g u l o

r e c t á n g u l o  i s ó s c e l e s  c u y a  h i p o t e n u s a  e s  l a  d i a g o n a l  d e l  c u a d r a d o  u n i d a d :



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

81 Preparado por Patricio Barros

D e  l o  q u e  s e  d i o  c u e n t a  l a  D .  Η .  P .  ( p r o b a b l e m e n t e  a  t r a v é s  d e m e d i c i o n e s

r e a l e s  y  c a d a  v e z m á s  f r e n é t i c a s )  e s  q u e  p o r  p e q u e ñ a  q u e  s e a  l a  u n i d a d  d e

m e d i d a u s a d a , e l l a d o d e l c u a d r a d o u n i d a d e s i n c o n m e n s u r a b l e c o n l a

d i a g o n a l ,  e s  d e c i r ,  n o  e s  m e d i b l e  c o n  l a  d i a g o n a l .

E s t o  s i g n i f i c a  q u e  n o  h a y  n i n g ú n  n ú m e r o  r a c i o n a l p /q  t a l  q u e D /S  = p /q .  L a

c a n t i d a d D /S  e r a  a l g o q u e  l a D . Η .  P .  a c a b ó  l l a m a n d o arratos ,  « lo que no

tiene razón » ,  o — c o m o  l o g o s  p o d í a  s i g n i f i c a r  a  l a  v e z  p a l a b r a  y  p r o p o r c i ó n —

alogos ,  q u e  p o r  l o  t a n t o  s i g n i f i c a b a  a  l a  v e z  « lo que no tiene proporción »  y

« lo que no puede ser dicho » .

L a d e m o s t r a c i ó n  d e  l a  i n c o n m e n s u r a b i l i d a d  d e D /S  e s  o t r o  f a m o s o  c a s o d e

d e m o s t r a c i ó n  p o r  r e d u c c i ó n  a l  a b s u r d o ,  y  u n a  e s p e c i a l m e n t e  b o n i t a  p o r q u e

e s m u y  s i m p l e  y  s o l o  r e q u i e r e m a t e m á t i c a s  e l e m e n t a l e s .  V e a m o s .  E n  p r i m e r

l u g a r ,  p a r a  l o s  p r o p ó s i t o s  d e  l a  r e d u c c i ó n  a l  a b s u r d o ,  s u p ó n g a s e  q u e D  y S

s o n c o n m e n s u r a b l e s . E s t o s i g n i f i c a q u e D /S e s  i g u a l a a l g u n a r a z ó n p / q

d o n d e  p  y  q  s o n  e n t e r o s  s i n  n i n g ú n  f a c t o r  c o m ú n  a p a r t e  d e  1 .  S a b e m o s  p o r

e l  t e o r e m a  d e  P i t á g o r a s  q u e

D2
 = S2

 + S2
,  o D2

 =  2 S2
,

l o  c u a l  s i D /S  = p /q  s i g n i f i c a  q u e p2
 =  2 q2

.

T a m b i é n  s a b e m o s  q u e  e l  c u a d r a d o  d e  c u a l q u i e r  n ú m e r o  i m p a r  s e r á  i m p a r  y

e l c u a d r a d o d e c u a l q u i e r n ú m e r o p a r s e r á p a r ( p u e d e c o m p r o b a r l o u s t e d

m i s m o ) .  A d e m á s ,  s a b e m o s q u e  e l  d o b l e  d e  c u a l q u i e r  n ú m e r o  e n t e r o  e s u n

n ú m e r o  p a r .  E s a  e s  t o d a  l a  a r t i l l e r í a  q u e  n e c e s i t a m o s .  P o r  l a  L T E ,  o  b i e n p  e s

i m p a r ,  o  b i e n p  e s  p a r .  S i  ( 1 ) p  e s  i m p a r ,  h a y  u n a  c o n t r a d i c c i ó n  i n m e d i a t a ,

p u e s  2 q2
 t i e n e  q u e  s e r  i m p a r .  P e r o  s i  ( 2 ) p  e s  p a r ,  e s o  s i g n i f i c a  q u e  e s  i g u a l

a l d o b l e d e a l g ú n n ú m e r o , d i g a m o s 2 r , a s í q u e i n t r o d u c i e n d o d i c h a

e q u i v a l e n c i a  e n  l a  e c u a c i ó n  o r i g i n a l p2
 =  2 q2

 s e  o b t i e n e  4 r2
 =  2 q2

,  l o  c u a l  s e

r e d u c e  a  2 r2
 = q2

,  l o  q u e  s i g n i f i c a  q u e q2
 e s  p a r ,  l o  q u e  e v i d e n c i a  q u e q  e s

p a r ,  l o  c u a l  q u i e r e  d e c i r  q u e p  y q  s o n  a m b o s  p a r e s ,  e n  c u y o  c a s o  t i e n e n  u n
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f a c t o r  c o m ú n  d i s t i n t o  d e  1 ,  l o  c u a l  d e  n u e v o  e s  u n a  c o n t r a d i c c i ó n ,  ( 1 )  A r r o j a

u n a  c o n t r a d i c c i ó n ,  ( 2 )  a r r o j a  u n a  c o n t r a d i c c i ó n ,  y  n o  h a y  ( 3 ) .  A s í  q u e D  y S

s o n  i n c o n m e n s u r a b l e s .  F i n  d e  l a  d e m o s t r a c i ó n .
62

E l h e c h o d e q u e l o s n ú m e r o s r a c i o n a l e s n o p u d i e r a n e x p r e s a r a l g o t a n

c o t i d i a n o c o m o l a d i a g o n a l d e u n c u a d r a d o — p o r n o m e n c i o n a r o t r o s

i r r a c i o n a l e s h i p o t e n o i d e s f á c i l e s d e c o n s t r u i r c o m o √ 5 , √ 8 , e t c . —

o b v i a m e n t e  e r a  d e s e s t a b i l i z a n t e  p a r a  t o d a  l a  c o s m o g o n í a  d e  l o s  p i t a g ó r i c o s .

A l  p a r e c e r ,  e l  g o l p e  d e  g r a c i a  f u e  e l  d e s c u b r i m i e n t o  d e  q u e  s u  a m a d a  r a z ó n

á u r e a  e r a  t a m b i é n  i r r a c i o n a l ,  r e s u l t a n d o  s e r

H a y  t o d o  t i p o d e  e s p e l u z n a n t e s  r e l a t o s  a p ó c r i f o s  a c e r c a d e  l o s  e x t r e m o s a

l o s q u e  l l e g ó  l a D . Η . P . p a r a m a n t e n e r e n s e c r e t o  l a e x i s t e n c i a
63

 d e  l o s

i r r a c i o n a l e s , a l g o q u e n o s p o d e m o s s a l t a r p o r q u e s o n m u c h o m á s

i m p o r t a n t e s ,  h i s t ó r i c a  y m a t e m á t i c a m e n t e ,  l o s  p r o p i o s  n ú m e r o s  i r r a c i o n a l e s .

S o n  i m p o r t a n t e s  p o r  l o  m e n o s  p o r  t r e s  r a z o n e s .

1 . M a t e m á t i c a m e n t e , l o s n ú m e r o s i r r a c i o n a l e s s o n u n a c o n s e c u e n c i a

d i r e c t a d e  l a a b s t r a c c i ó n . E s t á n u n n i v e l  e n t e r o p o r e n c i m a d e  l a s 5

n a r a n j a s  o  e l ½ q u e s o . N o  s e  e n c u e n t r a n  n ú m e r o s  i r r a c i o n a l e s  h a s t a

q u e s e e m p i e z a n a g e n e r a r t e o r e m a s a b s t r a c t o s c o m o e l T . P . Y

o b s e r v e , p o r f a v o r , q u e e n r e a l i d a d s o l o s o n u n a g r i e t a p a r a l a s

m a t e m á t i c a s  p u r a s .  L o s  e g i p c i o s  y  o t r o s  p u e b l o s  s e  h a b í a n  e n c o n t r a d o

c o n  n ú m e r o s  i r r a c i o n a l e s  e n  l a  a g r i m e n s u r a  y  l a  i n g e n i e r í a ,  p e r o  c o m o

s o l o l e s i m p o r t a b a n l a s a p l i c a c i o n e s p r á c t i c a s n o t e n í a n n i n g ú n

p r o b l e m a  e n  t r a t a r  l a  √ 2  c o m o  1 , 4  ó
7

/ 5

62 SEI Por supuesto, esto también funciona como una demostración de que la √2 es irracional, y así lo presentó en
clase por primera vez el doctor Goris.
63 Por así decirlo.
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2 . E l d e s c u b r i m i e n t o d e l o s i r r a c i o n a l e s s e ñ a l ó l a p r i m e r a v e r d a d e r a

d i v e r g e n c i a e n t r e l a s m a t e m á t i c a s y l a g e o m e t r í a , p u e s l o s

m a t e m á t i c o s p o d í a n e n t o n c e s c r e a r n ú m e r o s q u e l o s g e ó m e t r a s n o

p o d í a n  m e d i r  r e a l m e n t e .

3 . R e s u l t a q u e l o s i r r a c i o n a l e s , c o m o l o s 1 / 2
n

d e Z e n ó n , s o n u n a

c o n s e c u e n c i a d e i n t e n t a r e x p r e s a r y e x p l i c a r l a c o n t i n u i d a d c o n

r e s p e c t o  a  l a  r e c t a  n u m é r i c a .  L o s  n ú m e r o s  i r r a c i o n a l e s  s o n  e l m o t i v o

p o r  e l  q u e  l a  r e c t a  n u m é r i c a  n o  e s  t é c n i c a m e n t e  c o n t i n u a .  C o m o  l a  R I V

d e  l a d i c o t o m í a ,  l o s  i r r a c i o n a l e s  r e p r e s e n t a n h u e c o s  o  a g u j e r o s  e n  l a

r e c t a  n u m é r i c a ,  i n t e r s t i c i o s  a  t r a v é s  d e  l o s  c u a l e s  e l  c a o s  i l i m i t a d o  d e l

∞ p o d í a e n t r a r y p r o v o c a r u n  l í o e n l a s p u l c r a s m a t e m á t i c a s d e  l a

Á t i c a .

Y n o e s s o l o u n p r o b l e m a g r i e g o . P o r q u e l o i m p o r t a n t e d e l o s n ú m e r o s

i r r a c i o n a l e s  e s  q u e  n o  p u e d e n  s e r  r e p r e s e n t a d o s  p o r  f r a c c i o n e s ;  y ,  a d e m á s ,

s i u s t e d i n t e n t a e x p r e s a r i r r a c i o n a l e s e n n o t a c i ó n d e c i m a l ,
64

 e n t o n c e s l a

s e c u e n c i a  d e  d í g i t o s  t r a s  l a  c o m a n o  s e r á  n i  f i n i t a  ( c o m o e n  e l  c a s o  d e  l o s

d e c i m a l e s  r a c i o n a l e s  2 , 0  o  5 , 7 4 )  n i  p e r i ó d i c a  ( l o  q u e  s i g n i f i c a  u n a  r e p e t i c i ó n

s e g ú n a l g u n a p a u t a , c o m o e n e l c a s o d e l o s r a c i o n a l e s 0 , 3 3 3 … =
1

/ 3 ,

1 , 1 8 1 8 1 8 …  =
13

/ 11  ,  e t c . ) .
65

E s t o s i g n i f i c a q u e , p o r e j e m p l o , l a e x p r e s i ó n d e c i m a l d e √ 3 p u e d e

d e s a r r o l l a r s e h a s t a 1 , 7 3 2 , o 1 , 7 3 2 0 5 ,  o 1 , 7 3 2 0 5 0 8 , o ,  l i t e r a l m e n t e , h a s t a

d o n d e  u s t e d  q u i e r a …  o m á s  l e j o s .  Y  a  s u  v e z  e s t o  s i g n i f i c a  q u e  c i e r t o  p u n t o

d e f i n i d o  d e  l a  r e c t a  n u m é r i c a — o  s e a ,  e l  p u n t o  c o r r e s p o n d i e n t e  a l  i n t e r v a l o

64 SEI Lo cual es una invención del siglo XVI.
65 También es importante recordar que los decimales son solo numerales, en el sentido de representaciones de
números y no números en sí mismos. Y que los decimales también resultan ser representaciones de series por
convergentes, ejemplo 0,999… es equivalente a 0/100 + 9/101 + 9/102 + 9/103 + …
Si puede usted ver por qué la suma de esta serie infinita en particular es 1,0, probablemente se le ocurrirá que en
realidad  la  paradoja  antes  mencionada  de  0,999…  =  1,0  no  es  una  paradoja  en  absoluto,  sino  una  mera
consecuencia del hecho de que siempre hay más de una manera de representar cualquier número dado en notación
decimal. En este caso, la cantidad 1 se puede expresar, o bien como «1,000…», o bien como «0,999…». Ambas
representaciones son válidas, aunque se necesita algo de matemáticas superiores para ver el porqué. ( SEI Una vez
más, si puede usted recordar las cosas durante mucho tiempo y muchas páginas, sepa ahora que en los § 6 y 7,
Georg Cantor  va a  hacer  un uso ingenioso de esa equivalencia  técnica  entre  1,0 y  0,999… en un par  de sus más
famosas demostraciones)
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q u e , m u l t i p l i c a d o p o r  s í m i s m o ,  c o r r e s p o n d e a l  p u n t o - e n t e r o 3 — n o p u e d e

s e r  n o m b r a d o  n i  e x p r e s a d o  d e  m o d o  f i n i t o .
66

A s í , e l i n t e r v a l o f i n i t o 0 - 1 d e l a r e c t a n u m é r i c a e s t á a ú n m á s

i n c o n c e b i b l e m e n t e  p o b l a d o .  N o  s o l o  h a y  u n a  c a n t i d a d  i n f i n i t a  d e  s e c u e n c i a s

i n f i n i t a s d e  f r a c c i o n e s ,  s i n o  t a m b i é n u n a c a n t i d a d  i n f i n i t a d e  i r r a c i o n a l e s ,
67

c a d a u n o d e  l o s c u a l e s e s a s u v e z n u m é r i c a m e n t e  i n e x p r e s a b l e e x c e p t o

c o m o  u n a  s e c u e n c i a  i n f i n i t a  d e  d e c i m a l e s  n o  p e r i ó d i c o s .  H a g a m o s  u n a  p a u s a

p a r a  c o n s i d e r a r  l o s  v e r t i g i n o s o s  g r a d o s  d e  a b s t r a c c i ó n  i n v o l u c r a d o s  e n  e s t o .

S i  l a C P U h u m a n a n o p u e d e a p r e h e n d e r o  i n c l u s o c o n c e b i r  s i q u i e r a e l ∞ ,

p a r e c e  q u e  a h o r a  s e  l e  p i d e  d a r  c u e n t a  d e  u n a  i n f i n i d a d  d e ∞ ,  d e  l a  c u a l  u n a

c a n t i d a d  i n f i n i t a d e m i e m b r o s  i n d i v i d u a l e s s o n a s u v e z  i n e x p r e s a b l e s c o n

f i n i t u d ,  y  t o d o s  e n  u n  i n t e r v a l o  t a n  f i n i t o  y  d e  a s p e c t o  t a n  i n o c e n t e  q u e  s e

u s a  e n  l a  c l a s e  d e  l o s  n i ñ o s  p e q u e ñ o s .  T o d o  l o  c u a l  s u e n a  m u y  e x t r a ñ o .

D e s d e l u e g o , h a y t a n t a s m a n e r a s d e t r a t a r e s a e x t r a ñ e z a c o m o

c o n n o t a c i o n e s t i e n e « t r a t a r » . L o s g r i e g o s , ( v e r  §  2 d . ) * p o r e j e m p l o ,

s i m p l e m e n t e r e h u s a r o n t r a t a r l o s i r r a c i o n a l e s c o m o n ú m e r o s . O b i e n l o s

i n c l u í a n  e n  l a  c a t e g o r í a  d e  l o n g i t u d e s / á r e a s  p u r a m e n t e  g e o m é t r i c a s  y  n o  l o s

u s a b a n  n u n c a  e n  s u s m a t e m á t i c a s  p e r  s e ,  o  b i e n  r a c i o n a l i z a b a n  l i t e r a l m e n t e

e l u s o d e  i r r a c i o n a l e s m a n i p u l a n d o s u a r i t m é t i c a ( e j e m p l o :  l o s p i t a g ó r i c o s

u s a r o n  e l  t r u c o  d e  e s c r i b i r  2  c o m o  4 9 / 2 5  d e m o d o  q u e  p u d i e r a n  t r a t a r  l a  √ 2

c o m o  7 / 5  ) .
68

S i s u r e c h a z o a r e c o n o c e r  l a e x i s t e n c i a d e n ú m e r o s d a d o s p o r s u p r o p i o

r a z o n a m i e n t o m a t e m á t i c o  p a r e c e  a l g o  p e c u l i a r ,  s e p a  q u e  h a s t a  e l  s i g l o  X V I I I

p r á c t i c a m e n t e  t o d o s  l o s  g r a n d e s m a t e m á t i c o s  e u r o p e o s  h i c i e r o n  l o m i s m o ,
69

66 SEI En todo caso, no numéricamente. Otras maneras de decir lo mismo: en la nomenclatura, digna de un
dentista, de las matemáticas de bachillerato, no se puede extraer completamente la raíz de 3; en términos gráficos,
una recta con una pendiente irracional que parta del origen nunca alcanzará ningún punto correspondiente a unas
coordenadas cartesianas racionales.
67 Para ver de forma intuitiva que hay (por lo menos) un número infinito de puntos irracionales entre 0 y 1,
considere el conjunto de todos los puntos correspondientes a 1/n, donde n es irracional.
68 SEI En el fondo esto explica por qué la trigonometría y la astronomía griegas eran tan complejas: intentaban
cuantificar curvas continuas y áreas bajo curvas solo con números racionales.
69 Véase esta muy apropiada cita del algebrista alemán Michael Stiefel, hacia 1544: «Pues, al hacer demostraciones
geométricas, cuando los números racionales nos fallan, los números irracionales se ponen en su lugar y demuestran
exactamente aquellas cosas que los números racionales no podían demostrar, nos vemos obligados a aseverar que
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i n c l u s o c u a n d o  l a  l e g e n d a r i a  r e v o l u c i ó n c i e n t í f i c a e s t a b a e m p e z a n d o a d a r

t o d o t i p o d e r e s u l t a d o s q u e r e q u e r í a n u n a a r i t m é t i c a d e l o s i r r a c i o n a l e s .

H a s t a  f i n a l e s  d e l  s i g l o  X I X ,  ( v e r  §  2 d . ) *  d e  h e c h o ,  n a d i e  ( v e r  §  2 d . ) *  d a r í a

c o n  u n a  t e o r í a  r i g u r o s a  o  i n c l u s o  u n a  d e f i n i c i ó n  d e  l o s  i r r a c i o n a l e s .  L a m e j o r

d e f i n i c i ó n  v e n d r í a  d e  R i c h a r d  D e d e k i n d ,  ( v e r  §  2 d . ) * m i e n t r a s  q u e  e l  t r a t a d o

m á s e x h a u s t i v o d e l e s t a t u s d e  l o s n ú m e r o s r e a l e s e n  l a  r e c t a s e r í a e l d e

G e o r g  C a n t o r .

§ 2d.

* Interpolación inevitable pero al fin y al cabo de tipo SEI

O m i t a  l a s  s i g u i e n t e s p á g i n a s  s i  l o d e s e a , p e r o  l o s a s t e r i s c o s e n e l p á r r a f o

p r e c e d e n t e  m a r c a n  c o s a s  q u e  h i s t ó r i c a m e n t e  h a b l a n d o  n o  s o n  1 0 0 %  v e r d a d .

A s a b e r : u n e s t u d i a n t e y p r o t e g i d o d e P l a t ó n c o n o c i d o c o m o E u d o x o d e

C n i d o s ( 4 0 8 - 3 5 4 a . C . ) e n r e a l i d a d s e a p r o x i m ó m u c h o a u n a d e f i n i c i ó n

r i g u r o s a  d e  l o s  i r r a c i o n a l e s ,  q u e  l u e g o  E u c l i d e s  i n c l u y ó  c o m o  D e f i n i c i ó n  5  e n

e l  L i b r o  V  d e  l o s  E l e m e n t o s .  L a  d e f i n i c i ó n  d e  E u d o x o  i n c l u y e  p r o p o r c i o n e s  y

r a z o n e s g e o m é t r i c a s , l o c u a l n o e s n a d a s o r p r e n d e n t e d a d o q u e l a s

m a t e m á t i c a s g r i e g a s s e h a b í a n v i s t o c o n f r o n t a d a s c o n  l o s  i r r a c i o n a l e s e n

f o r m a d e  c i e r t a s  p r o p o r c i o n e s  g e o m é t r i c a s  q u e  n o  p o d í a n  e x p r e s a r s e  c o m o

r a z o n e s .  T r a s  l a  d e b a c l e  d e  l a D . Η .  P . ,  e s a s m a g n i t u d e s  i n c o n m e n s u r a b l e s

p a r e c í a n  e s t a r  p o r  t o d a s  p a r t e s .  P o r  e j e m p l o ,  c o n s i d é r e s e  u n  r e c t á n g u l o  e n

e l  q u e  d o s  d e  l o s  l a d o s  s o n  i g u a l e s  a  l a  d i a g o n a l  d e l  c u a d r a d o  u n i d a d :  ¿ c ó m o

s e  s u p o n e  q u e  d e b e  c a l c u l a r s e  s u  á r e a ?  Y  l o  q u e  e s m á s  i m p o r t a n t e :  ¿ c ó m o

p o d í a n l o s g r i e g o s d i s t i n g u i r l o s c a s o s d e i n c o n m e n s u r a b i l i d a d d e t i p o

i r r a c i o n a l  d e  l o s  c a s o s  d o n d e  s i m p l e m e n t e  s e  t i e n e n m a g n i t u d e s  d e  e s p e c i e s

d i f e r e n t e s  q u e  n o  s e  p u e d e n  c o m p a r a r  m e d i a n t e  r a z o n e s ,  c o m o  u n a  l o n g i t u d

son verdaderamente números. Por otro lado, otras consideraciones nos obligan a negar que los números
irracionales sean números en absoluto. A saber, cuando buscamos someterlos a [representación decimal], nos
encontramos con que se escabullen de manera perpetua, de modo que ninguno de ellos puede ser precisamente
aprehendido en sí mismo. Ahora, esto no puede llamarse un verdadero número, si es de tal naturaleza que carece
de precisión. Por lo tanto, así como un número infinito no es un número, asimismo un número irracional no es un
verdadero número, sino que permanece oculto en una especie de nube de infinito (Michael Stifel, Arithmetica
Integra, 1544, extractado a partir de Kline, pág. 251)».
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r e s p e c t o a u n á r e a , o u n á r e a r e s p e c t o a u n v o l u m e n 3 D ? E n r e a l i d a d ,

E u d o x o f u e e l p r i m e r g r i e g o q u e i n t e n t ó d e f i n i r « r a z ó n » d e f o r m a

m a t e m á t i c a :

Se dice que unas magnitudes tienen la misma razón, la

primera respecto a la segunda y la tercera respecto a la

cuarta, cuando, si cualesquiera equimúltiples se tomen de la

primera y de la tercera, y cualesquiera equimúltiples de la

segunda y de la cuarta, los primeros equimúltiples a la vez

exceden,  a  la  vez  igualan,  o  a  la  vez  son  inferiores  a  los

segundos equimúltiples tomados en el orden correspondiente

(Euclides en Heath, v. 2, pág. 114).

… l a o p a c i d a d d e  l o c u a l p u e d e m i t i g a r s e t r a d u c i e n d o a l g u n a s p a r t e s d e l

t e o r e m a d e  l e n g u a j e  n a t u r a l  a  s í m b o l o s m a t e m á t i c o s  b á s i c o s .  L a  d e f i n i c i ó n

d e  E u d o x o  a f i r m a  q u e ,  d a d o s p /q , r /s ,  y  l o s  e n t e r o s a  y b , p /q  = r /s  s i  y  s o l o

s i

(ap < bq) → (ar < bs) y

(ap = bq) → (ar = bs) y

(ap > bq) → (ar > bs).

A p r i m e r a v i s t a , e s t o p u e d e p a r e c e r o b v i o o  t r i v i a l ;
70

 v é a s e , p o r e j e m p l o ,

c u á n t o  s e p a r e c e a  l a  r e g l a q u e a p r e n d i m o s e n  l a  e s c u e l a p a r a m u l t i p l i c a r

f r a c c i o n e s  e n  c r u z .  P e r o  e n  r e a l i d a d  n o  e s  n a d a  t r i v i a l .  A u n q u e  E u d o x o  s o l o

p r e t e n d í a  a p l i c a r l a  a m a g n i t u d e s  g e o m é t r i c a s m á s  q u e  a  n ú m e r o s  p e r  s e ,  l a

d e f i n i c i ó n f u n c i o n a p e r f e c t a m e n t e p a r a i d e n t i f i c a r y d i s t i n g u i r n ú m e r o s

r a c i o n a l e s d e n ú m e r o s i r r a c i o n a l e s y d e c a n t i d a d e s g e o m é t r i c a s

i n m i s c i b l e m e n t e  d i f e r e n t e s ,  e t c .  A d e m á s ,  o b s e r v e ,  p o r  f a v o r ,  e l  m o d o  e n  q u e

70 SEI Si no es así, entonces sepa/recuerde que, según las reglas de la lógica formal, una implicación como «(ap <
bq) → (ar < bs)» será falsa solo cuando el primer término sea verdadero, y el segundo, falso. A la vista de esto, si
quiere puede usted asignar valores, por ejemplo, p = 1, q = 2, r = 2, s = 4, a = 2, y b = 1, y comprobar casos
particulares de la implicación. Verá que no hay ningún caso en el cual el primer término sea verdadero, y el
segundo, falso; es decir, que 1/2 realmente es igual a 2/4.
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l a  d e f i n i c i ó n  d e  E u d o x o  r e s u l t a  e f e c t i v a  p a r a  o p e r a r  e n u n  c o n j u n t o  i n f i n i t o

c o m p l e t o ,  p o r  e j e m p l o ,  e l  d e  l o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s .
71

 L o  q u e  E u d o x o h a c e

e s u s a r e n t e r o s a r b i t r a r i o s p a r a e s p e c i f i c a r u n a d i v i s i ó n
72

 d e l c o n j u n t o d e

t o d o s  l o s  r a c i o n a l e s  e n  d o s  s u b c o n j u n t o s :  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  r a c i o n a l e s

p a r a  l o s  c u a l e s ap  ≤ bq  y  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  r a c i o n a l e s  p a r a  l o s  c u a l e s

ap  > bq .  E l  s u y o  e s ,  p u e s ,  e l  p r i m e r  t e o r e m a  c a p a z  d e  r e f e r i r s e ,  e x h a u s t i v a  y

e s p e c í f i c a m e n t e ,
73

 a u n a c o l e c c i ó n  i n f i n i t a c o m p l e t a . D e s d e e s t e p u n t o d e

v i s t a s e l e p o d r í a l l a m a r e l p r i m e r r e s u l t a d o s i g n i f i c a t i v o e n t e o r í a d e

c o n j u n t o s ,  u n o s  d o s  m i l  t r e s c i e n t o s  a ñ o s  a n t e s  d e  l a  i n v e n c i ó n  d e  l a  t e o r í a  d e

c o n j u n t o s .

T a m b i é n  v a l e  l a  p e n a  s e ñ a l a r  q u e  e n  l a s m a t e m á t i c a s  p r o b a b l e m e n t e  n o  h a y

m e j o r e s e j e m p l o s d e l d i c h o d e R u s s e l l s o b r e l o s c a p r i c h o s d e l a f a m a

i n t e l e c t u a l q u e E u d o x o y  s u c o l a b o r a d o r p ó s t u m o A r q u í m e d e s  ( 2 8 7 - 2 1 2 a .

C . ) .  E l  s e g u n d o ,  e s t á  c l a r o ,  e s  f a m o s o  a n e c d ó t i c a m e n t e  p o r  s u  « ¡ E u r e k a ! » ,

p e r o  a  l a  v i s t a  d e  n u e s t r o s  p r o p ó s i t o s  g e n e r a l e s  s e r í a  i n j u s t o  n o  r e c o n o c e r

q u e é l  y E u d o x o ,  e n  c i e r t a m e d i d a ,  i n v e n t a r o n  l a s m a t e m á t i c a s m o d e r n a s ,

l a s  c u a l e s  t u v i e r o n  q u e  s e r  r e i n v e n t a d a s  v a r i o s  s i g l o s  d e s p u é s  p o r q u e  n a d i e

s e h a b í a p r e o c u p a d o d e p r e s t a r a t e n c i ó n a l a s c o n s e c u e n c i a s d e s u s

r e s u l t a d o s .

P r o b a b l e m e n t e , s u i n v e n t o m á s i m p o r t a n t e e s l a c o n o c i d a p r o p i e d a d d e

e x h a u s t a c i ó n ,  q u e E u d o x o d e s c u b r i ó  y  A r q u í m e d e s  r e f i n ó . E r a u n m o d o d e

c a l c u l a r  l a s  á r e a s  y  v o l ú m e n e s  d e  s u p e r f i c i e s  y  f i g u r a s  c u r v a d a s ,  a l g o  c o n  l o

q u e l a g e o m e t r í a g r i e g a , o b v i a m e n t e , t e n í a m u c h o s p r o b l e m a s ( p u e s e s

r e s p e c t o  a  l a s  c u r v a s  d o n d e  s e  e n c u e n t r a n  l a m a y o r  p a r t e  d e  l o s  p r o b l e m a s

d e l a c o n t i n u i d a d y l o s i r r a c i o n a l e s ) . L o s g e ó m e t r a s a n t e r i o r e s a E u d o x o

h a b í a n  t e n i d o  l a  i d e a  d e  a p r o x i m a r  e l  á r e a  d e  u n a  f i g u r a  c u r v a  c o m p a r á n d o l a

c o n p o l í g o n o s  r e g u l a r e s
74

 c u y a s á r e a s p o d í a n c a l c u l a r  c o n e x a c t i t u d . C o m o

71 SEI Esto se hará mucho más relevante cuando lleguemos a la teoría de los números reales de Dedekind en § 6.
72 SEI Que en la teoría de Dedekind se llamará un corte.
73 La especificidad reside en la elección de los valores de a y b.
74 SEI = los que tienen todos los lados de la misma longitud.
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e j e m p l o , v é a s e c ó m o e l m a y o r c u a d r a d o q u e p u e d e c a b e r d e n t r o d e u n

c í r c u l o  f u n c i o n a  c o m o  u n a  b u r d a  a p r o x i m a c i ó n  d e l  á r e a  d e l  c í r c u l o :

m i e n t r a s q u e , d i g a m o s , e l m a y o r o c t á g o n o q u e c a b e d e n t r o s e r á u n a

a p r o x i m a c i ó n  a l g o  m e j o r :
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y a s í  s u c e s i v a m e n t e ,  s i e n d o  l o  i m p o r t a n t e q u e  c u a n t o s m á s  l a d o s  t e n g a e l

p o l í g o n o  i n s c r i t o , m á s  p r ó x i m a  s e r á  s u  á r e a  a  l a  d e l  p r o p i o  c í r c u l o .  L a  r a z ó n

p o r  l a q u e e l m é t o d o n u n c a  f u n c i o n ó r e a l m e n t e e s q u e s e n e c e s i t a r í a u n

p o l í g o n o  d e ∞  n ú m e r o  d e  l a d o s  p a r a  a c e r t a r  e l  á r e a  d e l  c í r c u l o ,  e  i n c l u s o  s i

e s t e ∞  e r a  s o l o  u n o  d e  l o s ∞  p o t e n c i a l e s  d e  A r i s t ó t e l e s ,  l o s  g r i e g o s  t o d a v í a

e s t a b a n e s t a n c a d o s , p o r l a m i s m a r a z ó n m e n c i o n a d a r e s p e c t o a l a

d i c o t o m í a :  n o  t e n í a n  e l  c o n c e p t o  d e  c o n v e r g e n c i a  h a c i a  u n  l í m i t e .  E u d o x o  d i o

a l a s m a t e m á t i c a s j u s t a m e n t e e s t e c o n c e p t o c o n s u i n t r o d u c c i ó n d e l a

p r o p i e d a d  d e  e x h a u s t a c i ó n ,  q u e  a p a r e c e  c o m o  l a  P r o p i e d a d  1  e n  e l  L i b r o X

d e  l o s  E l e m e n t o s :

Si de cualquier magnitud se sustrae una parte no menor que

su mitad, y si del resto se sustrae otra vez no menos que su

mitad, y si este proceso de sustracción se continúa, finalmente

quedará una magnitud menor que cualquier magnitud

preasignada del mismo tipo (Euclides en Boyer, pág. 91).

E n  n o t a c i ó n m o d e r n a ,  e s t o  e s  e q u i v a l e n t e  a  d e c i r  q u e  s i p  e s  u n a m a g n i t u d

d a d a  y r  u n a  r a z ó n  t a l  q u e  1 / 2  ≤  r  <  1 ,  e n t o n c e s  e l  l í m i t e  d e p ( 1  − r )
n

 e s  0

c u a n d o n  t i e n d e  a ∞ ;  e s  d e c i r ,

E s t o  p e r m i t e  a p r o x i m a r  d e  f o r m a  a r b i t r a r i a  u n  p o l í g o n o  d e  u n a  i n f i n i d a d  d e

l a d o s , o u n n ú m e r o i n f i n i t o d e r e c t á n g u l o s b a j o u n a c u r v a , s i e n d o c a d a

l a d o / r e c t á n g u l o a r b i t r a r i a m e n t e ( = i n f i n i t e s i m a l m e n t e ) p e q u e ñ o , y l u e g o

s u m a r  l o s  l a d o s  o  l a s  á r e a s  m e d i a n t e  l a  i n v e r s a  d e l  m i s m o  p r o c e s o  p o r  e l  q u e

s e  h a n  o b t e n i d o .  E l  m é t o d o  d e  e x h a u s t a c i ó n  e s ,  a  t o d o s  l o s  e f e c t o s ,  e l  b u e n o

y a n t i g u o c á l c u l o i n t e g r a l . C o n é l , E u d o x o f u e c a p a z d e d e m o s t r a r , p o r

e j e m p l o ,  q u e  l a  r a z ó n  d e  l a s  á r e a s  d e  d o s  c í r c u l o s  c u a l e s q u i e r a  e s  i g u a l  a  l a
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r a z ó n  d e  l o s  c u a d r a d o s  d e  s u s  r a d i o s ,  q u e  e l  v o l u m e n  d e  u n  c o n o  e s  1 / 3  d e l

v o l u m e n d e l c i l i n d r o c o n l a m i s m a b a s e y a l t u r a , e t c . Y l a o b r a d e

A r q u í m e d e s M e d i c i ó n d e u n c í r c u l o u s a  l a e x h a u s t a c i ó n p a r a o b t e n e r u n a

a p r o x i m a c i ó n  s i n  p r e c e d e n t e s  d e  π ,  s e g ú n
223

/ 71  <  π  <
22

/ 77 .

O b s é r v e s e  t a m b i é n  l a  p r e c a u c i ó n  m e t a f í s i c a  d e  l a s  e n t i d a d e s  a b s t r a c t a s  d e  l a

e x h a u s t a c i ó n . E l m é t o d o d e E u d o x o p a r a c o n s e g u i r q u e l a d o s o f i g u r a s

i n f i n i t a m e n t e p e q u e ñ o s e n t r e n e n l a s e c u a c i o n e s n o h a c e a f i r m a c i o n e s

a c e r c a  d e  l a  e x i s t e n c i a  d e m a g n i t u d e s  i n f i n i t a m e n t e  p e q u e ñ a s .  F í j e s e  e n  e l

l e n g u a j e  s u a v e  d e  l a  c i t a d a  P r o p o s i c i ó n  1  d e  l o s  E l e m e n t o s .  E l  « m e n o r  q u e

c u a l q u i e r m a g n i t u d p r e a s i g n a d a » e s p a r t i c u l a r m e n t e b r i l l a n t e y

s o r p r e n d e n t e m e n t e  s i m i l a r  a l  « a r b i t r a r i a m e n t e  g r a n d e / p e q u e ñ o »  d e l  a n á l i s i s

m o d e r n o .
75

 B á s i c a m e n t e ,  s u p o n e  d e c i r  q u e ,  p a r a  p r o p ó s i t o s m a t e m á t i c o s ,  s e

p u e d e n a l c a n z a r m a g n i t u d e s  t a n p e q u e ñ a s c o m o s e q u i e r a , y  t r a b a j a r c o n

e l l a s . E s  e s t a p r e o c u p a c i ó n p o r  e l m é t o d o y  l o s  r e s u l t a d o s m á s q u e p o r  l a

o n t o l o g í a l o q u e h a c e a E u d o x o y a A r q u í m e d e s t a n m i s t e r i o s a m e n t e

m o d e r n o s . E l m o d o e n q u e s u s « m a g n i t u d e s m e n o r e s q u e c u a l e s q u i e r a

m a g n i t u d e s p r e a s i g n a d a s » s o n c r e a d a s y d e s p l e g a d a s e n  l a e x h a u s t a c i ó n

v i e n e  a  s e r  i d é n t i c o  a l m o d o  e n  q u e  l o s  i n f i n i t e s i m a l e s  s e r á n  t r a t a d o s  e n  e l

c á l c u l o  t e m p r a n o .

P o r q u é , e n t o n c e s , E u r o p a t u v o q u e e s p e r a r d i e c i n u e v e s i g l o s h a s t a e l

v e r d a d e r o  c á l c u l o ,  l a  g e o m e t r í a  d i f e r e n c i a l  y  e l  a n á l i s i s  c o n s t i t u y e  u n a m u y

l a r g a h i s t o r i a , q u e e s e n c i a l m e n t e e x p l i c a e l m e n c i o n a d o d i c h o d e R u s s e l l .

U n a c a u s a e s l a m i s m a r a z ó n p o r l a q u e n a d i e p e n s ó e n a p l i c a r l a

e x h a u s t a c i ó n a  l a d i c o t o m í a d e Z e n ó n :  a  l o s g r i e g o s  s o l o  l e s  i m p o r t a b a  l a

g e o m e t r í a , y e n t o n c e s n a d i e p e n s a b a e n e l m o v i m i e n t o y l a c o n t i n u i d a d

c o m o  a b s t r a í b l e s  e n  l a  g e o m e t r í a  d e  l a  r e c t a  n u m é r i c a .  O t r a  r a z ó n  e s  R o m a ,

l a  I m p e r i a l ,  c u y o  s a q u e o  d e  S i r a c u s a  y  a s e s i n a t o  d e  A r q u í m e d e s  h a c i a  e l  2 1 2

75 SEI Es, en verdad, casi increíblemente parecido al modo en que Cauchy acabará definiendo los infinitesimales en
términos de límites para evitar las varias fisuras asociadas con las cantidades infinitamente pequeñas, de todo lo
cual se habla más adelante en § 5.
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a . C . p u s o  f i n b r u s c a m e n t e a  l a m a t e m á t i c a h e l é n i c a ,
76

 y  c u y a h e g e m o n í a

d u r a n t e  l o s  s i g l o s p o s t e r i o r e s  c o n l l e v ó  q u e g r a n p a r t e d e  l a  s u s t a n c i a y e l

i m p u l s o  d e  l a s m a t e m á t i c a s  g r i e g a s  s e  p e r d i e r a  d u r a n t e m u c h o  t i e m p o .  L a

c a u s a m á s e f i c i e n t e , s i n e m b a r g o , f u e A r i s t ó t e l e s , c u y a i n f l u e n c i a , p o r

s u p u e s t o ,  n o  s o l o  s o b r e v i v i ó  a  R o m a  s i n o  q u e  a l c a n z ó  n u e v a s  c i m a s  c o n  l a

e x p a n s i ó n d e l c r i s t i a n i s m o y l a I g l e s i a e n e l p e r í o d o 5 0 0 - 1 3 0 0 d . C . ,

a p r o x i m a d a m e n t e . R e s u m i e n d o : l a d o c t r i n a a r i s t o t é l i c a s e c o n v i r t i ó e n

d o g m a  d e  l a  I g l e s i a ,  y  p a r t e  d e  l a  d o c t r i n a  a r i s t o t é l i c a  e r a  l a  c o n s i d e r a c i ó n

d e l ∞ c o m o  s o l o p o t e n c i a l ,  u n a  f i c c i ó n  a b s t r a c t a y  o r i g e n d e  c o n f u s i ó n , to

apeiron , t e r r i t o r i o r e s e r v a d o s o l o a D i o s , e t c . E s t a v i s i ó n p r e d o m i n ó

f u n d a m e n t a l m e n t e  h a s t a  l a  e r a  i s a b e l i n a .

Fin de la interpolación

§ 2e.

( C o n t i n u a c i ó n  d e  §  2 c  d e s d e  e l  p á r r a f o  c o n  a s t e r i s c o s  d e  i n t e r p o l a c i ó n ) .

A q u í e s t á n , a m o d o d e a p e r i t i v o , a l g u n a s d e  l a s  c o s a s q u e C a n t o r
77

 a c a b ó

d e s c u b r i e n d o  s o b r e  l o s ∞  a n i d a d o s  d e  Z e n ó n  y  E u d o x o .  A q u í  « d e s c u b i e r t o »

n o q u i e r e d e c i r s i m p l e m e n t e e n c o n t r a d o , s i n o r e a l m e n t e d e m o s t r a d o . L a

r e c t a  n u m é r i c a  e s ,  o b v i a m e n t e ,  i n f i n i t a m e n t e  l a r g a  y  c o n t i e n e  u n a  i n f i n i d a d

d e p u n t o s .  I n c l u s o h a y  t a n t o s p u n t o s  e n e l  i n t e r v a l o 0 - 1  c o m o e n  l a  r e c t a

n u m é r i c a  e n t e r a .

D e h e c h o , h a y  t a n t o s p u n t o s e n e l  i n t e r v a l o 0 , 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 - 0 , 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

c o m o e n t o d a l a R . N . T a m b i é n r e s u l t a q u e h a y t a n t o s p u n t o s e n e l

m e n c i o n a d o m i c r o i n t e r v a l o  ( o  e n  u n o  u n  c u a t r i l l ó n  d e  v e c e s m á s  p e q u e ñ o ,  s i

u s t e d q u i e r e )  c o m o e n  e l  p l a n o 2 D — i n c l u s o  s i  e s t e  p l a n o  e s  i n f i n i t a m e n t e

g r a n d e — o e n  c u a l q u i e r  f o r m a 3 D , o  e n  l a  t o t a l i d a d d e l  p r o p i o  e s p a c i o 3 D

i n f i n i t o .

76 Una pequeña broma entre los historiadores de las matemáticas es que lo único matemáticamente significativo
que hicieron los romanos fue matar a Arquímedes.
77 SEI Como veremos, tras unos cuantos machetazos simplificadores por parte de Bolzano y Dedekind.
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E s m á s ,  s a b e m o s q u e h a y u n a  i n f i n i d a d d e n ú m e r o s  r a c i o n a l e s  e n  l a  r e c t a

n u m é r i c a  i n f i n i t a , y  ( p o r  c o r t e s í a d e Z e n ó n ) q u e d i c h o s  r a c i o n a l e s  s o n  t a n

i n f i n i t a m e n t e d e n s o s e n  l a r e c t a q u e  l i t e r a l m e n t e n i n g ú n n ú m e r o r a c i o n a l

d a d o  t i e n e  u n  s i g u i e n t e ;  e s  d e c i r ,  e n t r e  d o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s  c u a l e s q u i e r a

d e  l a  R . N .  s i e m p r e  s e  p u e d e  e n c o n t r a r  u n  t e r c e r o .  U n  h e c h o  d e l  c u a l  a q u í

t e n e m o s u n a  b r e v e  d e m o s t r a c i ó n .  T o m e m o s  d o s  r a c i o n a l e s  d i s t i n t o s p  y q .

C o m o  s o n  d i f e r e n t e s , p  ≠ q ,  l o  c u a l  i m p l i c a  q u e  u n o  e s m a y o r  q u e  e l  o t r o .

D i g a m o s q u e e s p > q .  E s t o  s i g n i f i c a  q u e e n  l a  r e c t a n u m é r i c a h a y p o r  l o

m e n o s a l g u n a d i s t a n c i a m e d i b l e , p o r p e q u e ñ a q u e s e a , e n t r e q y p .

T o m e m o s  e s a  d i s t a n c i a ,  d i v i d á m o s l a  p o r  a l g ú n  n ú m e r o  ( 2  e s  e l m á s  f á c i l ) ,  y

a ñ a d a m o s  e l  c o c i e n t e  a l  n ú m e r o  m á s  p e q u e ñ o q .  T e n e m o s  u n  n u e v o  n ú m e r o

r a c i o n a l

e n t r e p y q . Y c o m o e l n ú m e r o d e n ú m e r o s s i m p l e m e n t e e n t e r o s p o r  l o s

c u a l e s  p o d e m o s  d i v i d i r  ( p  − q )  a n t e s  d e  a ñ a d i r  e l  c o c i e n t e  a  q  e s  i n f i n i t o ,  e n

r e a l i d a d h a y u n a  i n f i n i d a d d e p u n t o s r a c i o n a l e s e n t r e c u a l e s q u i e r a p y q .

D e j e m o s  q u e  e s t o  v a y a  c a l a n d o ,  y  e n t o n c e s  t e n g a m o s  e n  c u e n t a  q u e  i n c l u s o

d a d a  l a  d e n s i d a d  i n f i n i t a  d e  l a  c a n t i d a d  i n f i n i t a  d e  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s  e n  l a

r e c t a  n u m é r i c a ,  p u e d e  d e m o s t r a r s e  q u e  e l  p o r c e n t a j e  t o t a l  d e  e s p a c i o  d e  l a

R . N . o c u p a d o p o r l a t o t a l i d a d d e l o s i n f i n i t a m e n t e i n f i n i t o s n ú m e r o s

r a c i o n a l e s e s : n i n g u n o . E s d e c i r , o , n u l o , n a d a . L a v e r s i ó n t é c n i c a d e  l a

d e m o s t r a c i ó n e s d e C a n t o r , y o b s e r v e q u é e s p í r i t u m á s e u d o x i a n o -

e x h a u s t i v o t i e n e , i n c l u s o e n l a s i g u i e n t e f o r m a e n l e n g u a j e n a t u r a l , q u e

r e q u i e r e  u n  p o c o  d e  v i s u a l i z a c i ó n  c r e a t i v a .

I m a g i n e  q u e  p u e d e  v e r  l a  r e c t a  n u m é r i c a  e n t e r a  y  c a d a  u n o  d e  l o s  i n f i n i t o s

p u n t o s  i n d i v i d u a l e s  q u e  c o n t i e n e .  I m a g i n e  q u e  q u i e r e  u n a m a n e r a  r á p i d a y

f á c i l  d e d i s t i n g u i r  l o s p u n t o s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a n ú m e r o s  r a c i o n a l e s d e  l o s
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c o r r e s p o n d i e n t e s  a  i r r a c i o n a l e s .  L o  q u e  v a  a  h a c e r  e s  i d e n t i f i c a r  l o s  p u n t o s

r a c i o n a l e s  e n v o l v i e n d o  c a d a  u n o  d e  e l l o s  e n  u n  p a ñ u e l o  r o j o .
78

 D e  e s t e m o d o

d e s t a c a r á n . C o m o t é c n i c a m e n t e l o s p u n t o s g e o m é t r i c o s c a r e c e n d e

d i m e n s i ó n ,  n o  s a b e m o s  q u é  a s p e c t o  t i e n e n ,  p e r o  l o  q u e  s í  s a b e m o s  e s  q u e

n o  s e  n e c e s i t a r á  u n p a ñ u e l o m u y g r a n d e p a r a  c u b r i r  u n o  d e  e l l o s .  E n  e s t e

c a s o , e l p a ñ u e l o r o j o p u e d e s e r a r b i t r a r i a m e n t e p e q u e ñ o , p o r e j e m p l o d e

0 , 0 0 0 0 0 0 0 1  u n i d a d e s ,  o  l a m i t a d  d e  e s e  t a m a ñ o ,  o  l a m i t a d  d e  l a m i t a d , … ,

e t c . E n r e a l i d a d , i n c l u s o e l m á s p e q u e ñ o d e l o s p a ñ u e l o s s e r á

i n n e c e s a r i a m e n t e  g r a n d e ,  p e r o  p a r a  n u e s t r o s  p r o p ó s i t o s  p o d e m o s  d e c i r  q u e

e l p a ñ u e l o e s b á s i c a m e n t e i n f i n i t a m e n t e p e q u e ñ o : l l a m e m o s φ a e s e

t a m a ñ o .  A s í ,  u n  p a ñ u e l o  d e  t a m a ñ o  φ  c u b r e  e l  p r i m e r  p u n t o  r a c i o n a l  d e  l a  R .

N .  E n t o n c e s ,  c o m o ,  p o r  s u p u e s t o ,  e l  p a ñ u e l o  p u e d e  s e r  t a n  p e q u e ñ o  c o m o

q u e r a m o s , d i g a m o s q u e u s t e d u s a s o l o u n p a ñ u e l o d e t a m a ñ o φ / 2 p a r a

e n v o l v e r  e l  s i g u i e n t e p u n t o  r a c i o n a l .  Y  d i g a m o s q u e u s t e d  c o n t i n ú a d e e s e

m o d o ,  s i e n d o  e l  t a m a ñ o  d e  c a d a  p a ñ u e l o  r o j o  e x a c t a m e n t e  ½  d e l  t a m a ñ o  d e l

a n t e r i o r ,  p a r a  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s ,  h a s t a  q u e  t o d o s  e s t á n  e n v u e l t o s

y  c u b i e r t o s .  A h o r a ,  p a r a  h a l l a r  e l  p o r c e n t a j e  t o t a l  d e  e s p a c i o  q u e  t o d o s  l o s

n ú m e r o s  r a c i o n a l e s  o c u p a n  e n  l a  r e c t a  n u m é r i c a ,  t o d o  l o  q u e  t i e n e  q u e  h a c e r

e s  s u m a r  l o s  t a m a ñ o s d e  t o d o s  l o s p a ñ u e l o s  r o j o s .  P o r  s u p u e s t o ,  h a y u n a

i n f i n i d a d  d e  p a ñ u e l o s ,  p e r o  r e s p e c t o  a l  t a m a ñ o  s e  t r a d u c e n  c o m o  t é r m i n o s

d e  u n a  s e r i e  i n f i n i t a ,  e s p e c í f i c a m e n t e  l a  s e r i e  g e o m é t r i c a  a l  e s t i l o  d e  Z e n ó n

y ,  d a d a  l a  b u e n a  y  v i e j a  f ó r m u l a

78 SEI Hay todo tipo de procedimientos y objetos diferentes para ilustrar esta demostración. Resulta que el doctor
Goris solía llevar/sonarse con/desplegar de forma ilustrativa un gran pañuelo rojo, al que durante más de
veinticinco años de clases se refirió como al «pañuelito de la muerte».
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p a r a s u m a r t a l s e r i e ,  l a s u m a d e l t a m a ñ o t o t a l d e  l o s  i n f i n i t o s p a ñ u e l o s

r e s u l t a s e r 2 φ . P e r o φ e s i n f i n i t e s i m a l m e n t e p e q u e ñ o , s i e n d o l o s

i n f i n i t e s i m a l e s  ( c o m o  s e m e n c i o n ó  e n  §  2 b )  t a n  i n c r e í b l e m e n t e  p r ó x i m o s  a  o

q u e a l m u l t i p l i c a r l o s p o r c u a l q u i e r c o s a e l r e s u l t a d o e s t a m b i é n u n

i n f i n i t e s i m a l ,  p o r  l o  c u a l  2 φ  e s  t a m b i é n  i n f i n i t e s i m a l m e n t e  p e q u e ñ o ,  l o  q u e

s i g n i f i c a  q u e  t o d o s  l o s  i n f i n i t o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s  c o m b i n a d o s  o c u p a n  s o l o

u n a p o r c i ó n  i n f i n i t e s i m a l m e n t e p e q u e ñ a d e  l a R . N . — o s e a , b á s i c a m e n t e

n i n g u n a e n a b s o l u t o — ,
79

l o q u e a s u v e z e s c o m o d e c i r q u e  l a  i n m e n s a ,

i n m e n s a m a y o r í a d e l o s p u n t o s e n c u a l q u i e r t i p o d e r e c t a c o n t i n u a

c o r r e s p o n d e r á n a n ú m e r o s i r r a c i o n a l e s , y a s í , a p e s a r d e q u e l a a n t e s

m e n c i o n a d a r e c t a  r e a l e s  r e a l m e n t e u n a  r e c t a ,  l a  r e c t a n u m é r i c a  f o r m a d a

s o l o  p o r  r a c i o n a l e s ,  a u n q u e  p u e d a  p a r e c e r  i n f i n i t a m e n t e  d e n s a ,  e n  r e a l i d a d

e s  e n  u n  9 9 , 9 9 9 … %  e s p a c i o  v a c í o ,  c o m o  u n  h e l a d o m u y  p o r o s o  o  e l  u n i v e r s o

m i s m o .

D e j e m o s q u e c a d a u n o h a g a u n a p a u s a e n p r i v a d o p a r a  i n t e n t a r  i m a g i n a r

p o r  u n  m o m e n t o  q u é  a s p e c t o  p o d í a  t e n e r  e l  i n t e r i o r  d e  l a  c a b e z a  d e l  p r o f e s o r

G e o r g  F .  L .  P .  C a n t o r  c u a n d o  e s t á  d e m o s t r a n d o  e s t e  t i p o  d e  c o s a s .

U n  l e c t o r  a t e n t o  p u e d e  o b j e t a r  a q u í  q u e  h a y  a l g ú n  t r u c o  c o m o  l o s  d e  Z e n ó n

e n  l a a n t e r i o r d e m o s t r a c i ó n , y p r e g u n t a r p o r q u é n o s e p o d r í a a p l i c a r u n

p r o c e d i m i e n t o  s i m i l a r  c o n  p a ñ u e l o s  y  s e r i e s  a  l o s  n ú m e r o s  i r r a c i o n a l e s  p a r a

d e m o s t r a r q u e e l p o r c e n t a j e t o t a l d e e s p a c i o r e c t o o c u p a d o p o r l o s

i r r a c i o n a l e s e s t a m b i é n 2 φ . L a r a z ó n d e q u e t a l d e m o s t r a c i ó n n o p u e d a

f u n c i o n a r  e s  q u e ,  p o r  i n f i n i t a m e n t e  o  i n c l u s o ∞
∞

m e n t e  n u m e r o s o s  q u e  s e a n

79 SEI De hecho, se puede demostrar matemáticamente que la probabilidad de que alguien acierte un punto
racional de la recta numérica con un dedo puesto al azar, un dardo o un protón lanzados de manera aleatoria, o lo
que sea, es en todo caso: 0%. [El autor omite aquí la observación de que los susodichos dedo, dardo y protón
deberían tomarse como puntos matemáticamente ideales para que la afirmación tenga sentido. (N. del t.)].
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l o s  p a ñ u e l o s  r o j o s ,  s i e m p r e h a b r á m á s  n ú m e r o s  i r r a c i o n a l e s q u e p a ñ u e l o s .

C o m o  s i e m p r e ,  e s t o  t a m b i é n  l o  d e m o s t r ó  C a n t o r .
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Capítulo Tres

§ 3a.

L l e g a d o s a  e s t e p u n t o  r e s u l t a  j u s t i f i c a d o a h o r r a r s e  c u a l q u i e r p r e t e n s i ó n d e

c o n t i n u i d a d  n a r r a t i v a  y  h a c e r  u n  b a r r i d o  d e  v a r i o s  s i g l o s  e n  u n a  e s p e c i e  d e

c r o n o l o g í a  e s q u e m á t i c a  q u e  v a  d e ,  d i g a m o s ,  e l  4 7 6 d . C .  ( c a í d a  d e R o m a )

h a s t a l a d é c a d a d e 1 6 6 0 ( p r e l i m i n a r e s d e l c á l c u l o ) . P o r s u p u e s t o , e n l a

c r o n o l o g í a d e s t a c a  l o  r e l a c i o n a d o c o n e l ∞ y / o  l a  s i t u a c i ó n g e n e r a l d e  l a s

m a t e m á t i c a s  c u a n d o  D e d e k i n d  y  C a n t o r  e n t r a r o n  e n  e s c e n a .  Y  q u e d a n d o  l a s

d e s v e n t a j a s  d e  l a  a b s t r a c c i ó n  e s q u e m á t i c a  e n  c i e r t o m o d o  s u p e r a d a s  p o r  l a s

v e n t a j a s d e l a h o r r o d e e s p a c i o , p u e s p o r  l o m e n o s u n o d e n o s o t r o s e s t á

e m p e z a n d o  a  d a r s e  c u e n t a  q u e  e l  e s p a c i o  d i s p o n i b l e  v a  a  s e r  u n  p r o b l e m a .

A s í  p u e s ,  a q u í  e n  §  3 ,  e l  o b j e t i v o  e s  s i m p l e m e n t e  r e s u m i r  c i e r t o s  d e s a r r o l l o s

q u e  a y u d a n  a  s a c a r  a  l a  l u z  l a s  e v e n t u a l e s  c o n d i c i o n e s  n e c e s a r i a s / s u f i c i e n t e s

p a r a  l a s  m a t e m á t i c a s  t r a n s f i n i t a s .
80

A p r o x i m a d a m e n t e d e l 5 0 0 a l 1 2 0 0 d .  C . S i n d e m a s i a d o s p r o g r e s o s e n  l a s

m a t e m á t i c a s  o c c i d e n t a l e s  g r a c i a s  a R o m a , A r i s t ó t e l e s ,  e l  n e o p l a t o n i s m o ,  l a

I g l e s i a ,  e t c . ,  l a  v e r d a d e r a  a c t i v i d a d  e s t á  a h o r a  e n  A s i a  y  e l m u n d o  i s l á m i c o .

C o m o m u y t a r d e h a c i a e l 9 0 0 d . C . , l a s m a t e m á t i c a s d e l a I n d i a h a n

i n t r o d u c i d o e l c e r o c o m o « d é c i m o n u m e r a l » y  l o r e p r e s e n t a n m e d i a n t e e l

s í m b o l o c o n e l q u e e s t a m o s f a m i l i a r i z a d o s ,
81

 h a n d e s a r r o l l a d o u n s i s t e m a

d e c i m a l d e n o t a c i ó n p o s i c i o n a l q u e e s b á s i c a m e n t e e l n u e s t r o , y h a n

c o d i f i c a d o  l o s  f u n d a m e n t o s  d e  c ó m o  f u n c i o n a  e l  0  e n  a r i t m é t i c a  ( 0  + x  = x ,

0 / x  =  0 ,  n o  e s  v á l i d o  d i v i d i r  p o r  0 ,  e t c . ) ·  L o s m a t e m á t i c o s  i n d i o s  y  á r a b e s ,

l i b r e s d e c u a l q u i e r g e o m e f i l i a g r i e g a , s o n c a p a c e s d e t r a b a j a r y l o g r a r

r e s u l t a d o s  s i g n i f i c a t i v o s  c o n  l o s e n t e r o s n e g a t i v o s , e l  a n t e s m e n c i o n a d o o ,

l a s  r a í c e s  i r r a c i o n a l e s ,  y  v a r i a b l e s  p a r a  r e p r e s e n t a r  n ú m e r o s  a r b i t r a r i o s  y  a s í

80 El único otro objetivo general de § 3 es lograr cierto grado de reducción y simplificación que sea lógicamente <
absurdo.
81 Si en la escuela aprendió que el símbolo viene de la letra griega ómicron (ο), le mintieron.
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e n u n c i a r p r o p i e d a d e s g e n e r a l e s .
82

 L a m a y o r í a d e l a s i n n o v a c i o n e s i n d o -

á r a b e s r e g r e s a r o n a E u r o p a m á s t a r d e , g r a c i a s p r i n c i p a l m e n t e a l a s

c o n q u i s t a s i s l á m i c a s ( p . e j . , d e l a I n d i a , c u y a s m a t e m á t i c a s l o s á r a b e s

a s i m i l a r o n ,  e n  e l  s i g l o  V I I ,  l l e g a n d o  i n c l u s o  a  E s p a ñ a  e n  7 1 1 ,  e t c . ) .

H a c i a  1 2 6 0 .  L o s  a r g u m e n t o s  g u í a  d e  s a n t o  T o m á s d e A q u i n o  a  f a v o r  d e  l a

e x i s t e n c i a d e D i o s
83

 c o n s t i t u y e n l a f u s i ó n o f i c i a l d e l a m e t a f í s i c a d e

A r i s t ó t e l e s  y  l a  d o c t r i n a  d e  l a  I g l e s i a .  L a  b a s e  d e  l a  a r g u m e n t a c i ó n  d e  s a n t o

T o m á s  e s  q u e ,  c o m o  e n  e l m u n d o  t o d o  t i e n e  u n a  c a u s a  y  e s a s  c a u s a s ,  a  s u

v e z ,  t i e n e n  c a u s a s ,  y  a s í  s u c e s i v a m e n t e ,  e n  a l g ú n  p u n t o  d e  l a  c a d e n a  t i e n e

q u e  h a b e r  u n a  « c a u s a  o r i g i n a l »  s i n  c a u s a ,  e s  d e c i r ,  D i o s .  O b s e r v e  q u e  e s t e

e s  e s e n c i a l m e n t e  e l  m i s m o  a r g u m e n t o  q u e  e l  f a m o s o  « p r i m e r  m o t o r » ,  a l  q u e

n a d a m u e v e ,  d e A r i s t ó t e l e s  e n  e l  L i b r o  V I I I  d e  s u M e t a f í s i c a .  E l  a r g u m e n t o

d e l  p r i m e r m o t o r  e s  a d o p t a d o  t a n t o  p o r  s a n A g u s t í n  c o m o p o r M a i m ó n i d e s

t a m b i é n  e n  d e m o s t r a c i o n e s  d e D i o s .  L o  q u e  e s m á s  i m p o r t a n t e ,  v é a s e q u e

p a r a q u e e l a r g u m e n t o d e s a n t o T o m á s f u n c i o n e t i e n e q u e a c e p t a r s e l a

p r e m i s a  t á c i t a  d e  q u e u n a  c a d e n a  t r a n s i t i v a  i n f i n i t a  d e  c a u s a s  y  e f e c t o s  e s

i m p o s i b l e o i n c o h e r e n t e . E n o t r a s p a l a b r a s , t i e n e q u e c o n s i d e r a r s e c o m o

a x i o m á t i c a  l a  i m p o s i b i l i d a d d e l ∞  c o m o  c a r a c t e r í s t i c a  r e a l  d e l  t i e m p o  o d e l

u n i v e r s o ,  l o  c u a l  b á s i c a m e n t e  s i g n i f i c a  a c e p t a r  e l  d e s t i e r r o  a r i s t o t é l i c o  d e l ∞

a l m i s m o  e x t r a ñ o  e s t a t u s  p u r a m e n t e  p o t e n c i a l  d e  E l  p e n s a d o r  d e R o d i n  e n

t o d a s  l a s  m a s a s  d e  b r o n c e .

S i n  e m b a r g o ,  e n  o t r a  p a r t e  d e  l a Summa Theologiae ,  s a n t o  T o m á s  i n t r o d u c e

u n  a r g u m e n t o  m á s  o r i g i n a l :

La existencia de una multitud infinita real es imposible. Pues

cualquier  conjunto  de  cosas  que  uno  considere  tiene  que  ser

un conjunto específico. Y los conjuntos de cosas están

especificados por el número de cosas en ellos. Ahora, ningún

82 Reconocerá esto último como una definición de álgebra, palabra que es en realidad una deformación de Al-jabra,
un tratado del matemático de Bagdad al-Khwarizmi (m. < 850 d. C.).
83 SEI en la Summa Theologiae y De Potentia Dei (donde, SEI2, quia significa «razonar retroactivamente de los
efectos a las causas»).
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número es infinito, pues el número resulta de contar a lo largo

de un conjunto en unidades. Así, ningún conjunto de cosas

puede ser inherentemente ilimitado, ni puede ocurrir que sea

ilimitado (Summa Theologiae, I.a., 7.4. Traducción

semiextractada, y editada, de Rucker, Infinity and the Mind,

pág. 52).

E s t e  p a s a j e  e s  c i t a d o  p o r  e l  p r o p i o  C a n t o r  e n  s u  « M i t t e i l u n g e n  z u r  L e h r e  v o m

T r a n s f i n i t e n » ,
84

 d o n d e  l o  c a l i f i c a  d e  l a  ú n i c a  o b j e c i ó n  r e a l m e n t e  s i g n i f i c a t i v a ,

e n  t o d a  l a  h i s t o r i a ,  a  l a  e x i s t e n c i a  d e  u n ∞  r e a l .  P a r a  n u e s t r o s  p r o p ó s i t o s ,

h a y  d o s  c o s a s  s i g n i f i c a t i v a s  a c e r c a  d e l  a r g u m e n t o  d e  s a n t o  T o m á s :

1 . T r a t a  e l  ∞  e n  t é r m i n o s  d e  « c o n j u n t o s  d e  c o s a s » ,  q u e  e s  l o  q u e  C a n t o r

y D e d e k i n d  h a r á n  s e i s c i e n t o s  a ñ o s  d e s p u é s  ( a d e m á s ,  l a  t e r c e r a  f r a s e

d e  s a n t o  T o m á s  e s  c a s i  e x a c t a m e n t e  l a  m a n e r a  e n  q u e  C a n t o r  d e f i n i r á

e l  c a r d i n a l  d e  u n  c o n j u n t o ) .

2 . T o d a v í a m á s i m p o r t a n t e , r e d u c e t o d a s l a s d i s t i n c i o n e s y

c o m p l i c a c i o n e s m e t a f í s i c a s d e A r i s t ó t e l e s a  l a c u e s t i ó n d e s i e x i s t e n

n ú m e r o s  i n f i n i t o s .

E s  f á c i l  v e r  q u e  a q u í  l o  q u e  r e a l m e n t e  l e  g u s t a  a  C a n t o r  e s  e l  p u n t o  ( 2 ) ,  q u e

c o n v i e r t e e l  a r g u m e n t o e n u n a e s p e c i e d e  r e t o a m e d i d a , p u e s  l a ú n i c a y

v e r d a d e r a m e n t e  p l a u s i b l e  r e f u t a c i ó n  a  s a n t o  T o m á s  c o n s i s t i r á  e n  q u e  a l g u i e n

d é u n a t e o r í a r i g u r o s a y c o h e r e n t e d e l o s n ú m e r o s i n f i n i t o s y s u s

p r o p i e d a d e s .

Hacia 1350 + Breve salto temporal . T r e s p e r s o n a j e s d e m e d i a n a

i m p o r t a n c i a  r e s p e c t o  a  l a  c o n t i n u i d a d  y  l a s  s e r i e s  i n f i n i t a s : N i c o l e O r e s m e ,

84 = «Contribuciones al estudio de lo transfinito» (1887), que es uno de los artículos más importantes de Cantor y
aparece en las págs. 378-440 de su Gessamelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts (=
Obras completas). Lo citamos de un modo tan horriblemente detallado para que de ahora en adelante entienda por
qué no indicamos detalladas citas polisilábicas y traducciones-de-citas de hasta el último pequeño extracto
relacionado con Cantor. Prácticamente todo lo cantoriano se puede encontrar en Gessamelte Abhandlungen, obra
que recogemos en la Bibliografía.
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R i c a r d u s « e l  C a l c u l a d o r » S u i s e t h  y  F r a n c e s c o  L u i g i G r a n d i . O r e s m e  i n v e n t a

e n 1 3 5 0 u n m é t o d o « l a t i t u d i n a l » p a r a r e p r e s e n t a r d e f o r m a g r á f i c a e l

m o v i m i e n t o y  l a a c e l e r a c i ó n u n i f o r m e .
85

 E n t r e o t r a s c o s a s , e l l o p e r m i t e  l a

p r i m e r a  i n d i c a c i ó n  d e  q u e  l a  v e l o c i d a d  r e l a t i v a  ( =  r e c t a  i n c l i n a d a )  y  e l  á r e a

r e l a t i v a  ( =  á r e a  b a j o  l a  r e c t a  i n c l i n a d a )  s o n  d o s  a s p e c t o s  d e  l a m i s m a  c o s a .

C o i n c i d i e n d o m á s o m e n o s e n e l t i e m p o , S u i s e t h r e s u e l v e u n p r o b l e m a

l a t i t u d i n a l  p a r t i c u l a r  q u e  e q u i v a l e  a  d e m o s t r a r  q u e  l a  s e r i e  i n f i n i t a

t i e n e u n a s u m a f i n i t a , c o n c r e t a m e n t e 2 . ( N . B . : n a d i e p i e n s a t o d a v í a e n

a p l i c a r  e s t e  m é t o d o  a  l a  d i c o t o m í a ) .

E n t o n c e s ,  O r e s m e  r e s p o n d e  d e m o s t r a n d o  q u e  o t r a  s e r i e  i n f i n i t a

a l i a s  l a  « s e r i e  a r m ó n i c a » ,  n o  d a  u n a  s u m a  f i n i t a  a  p e s a r  d e  q u e  l a  s u c e s i ó n

d e t é r m i n o s i n d i v i d u a l e s p a r e c e a p r o x i m a r s e c l a r a m e n t e a 0 . ( SEI L a

d e m o s t r a c i ó n  d e  O r e s m e  e s  i n g e n i o s a m e n t e  s i m p l e .  A g r u p a n d o  l o s  t é r m i n o s

d e  l a  s e r i e  d e  t a l m o d o  q u e  e l  p r i m e r  t é r m i n o  =  e l  p r i m e r  g r u p o ,  e l  s e g u n d o

y  t e r c e r  t é r m i n o s  =  e l  s e g u n d o  g r u p o ,  l o s  t é r m i n o s  d e l  c u a r t o  a l  s é p t i m o  =  e l

t e r c e r  g r u p o ,  e t c . ,  d e m a n e r a  q u e  e l  g r u p o  n - é s i m o  c o n t e n g a  2
n−1

 t é r m i n o s ,

d e m u e s t r a  q u e  a l  f i n a l  t e n e m o s  u n  n ú m e r o  i n f i n i t o  d e  g r u p o s  c a d a  u n o  d e  l o s

c u a l e s  t i e n e  u n a  s u m a  p a r c i a l ≥ ½ ,  d a n d o  l u g a r  a  u n a  s u m a  i n f i n i t a  p a r a  l a

s e r i e ) .

85 SEI = un cálculo primitivo, precartesiano y prenewtoniano, de tipo cien por cien geométrico. Las epónimas
latitudes del método son pequeños segmentos verticales cuyas longitudes representan la velocidad en un instante
(los instantes eran las «longitudes» de la gráfica). No estoy seguro de si todo esto explica el nombre de la técnica o
solo lo hace más confuso.
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L a s  s e r i e s  d e  S u i s e t h  y  d e O r e s m e  s o n ,  p o r  s u p u e s t o ,  e j e m p l o s  r e s p e c t i v o s

d e c o n v e r g e n c i a y d i v e r g e n c i a , p e r o d u r a n t e s i g l o s n a d i e s a b r á c ó m o

n o m b r a r  o  t r a t a r  l o s  d i s t i n t o s  t i p o s  d e  s e r i e s  i n f i n i t a s .
86

I n c l u s o  e n  l a  e r a  p o s c á l c u l o ,  c u a n d o  l a s  s e r i e s  s e  c o n v i r t i e r o n  e n  l a m a n e r a

o b v i a d e r e p r e s e n t a r f u n c i o n e s c o m p l i c a d a s p a r a l a d i f e r e n c i a c i ó n y l a

i n t e g r a c i ó n , a l g u n o s a v a t a r e s d e Z e n ó n c o n t i n u a r o n r e a p a r e c i e n d o c o n

p a r a d o j a s  q u e  c o n f u n d i e r o n  v a r i o s  i n t e n t o s  d e  s i s t e m a t i z a r  l a  c o n v e r g e n c i a  y

l a  d i v e r g e n c i a .  U n a  d e  l a s m á s  d i a b ó l i c a s  e r a  l a  b u e n a  y  v i e j a  s e r i e  o s c i l a n t e

1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + 1 … d e § 1 d ,  q u e e l m a t e m á t i c o  c a t ó l i c o G r a n d i

g u s t a b a  d e  u s a r  p a r a  a t o r m e n t a r  a  l o s  h e r m a n o s  B e r n o u l l i ,  f a m o s o s  c o l e g a s

d e L e i b n i z q u e h a b í a n d e m o s t r a d o  l a d i v e r g e n c i a d e  l a s e r i e a r m ó n i c a d e

O r e s m e  e n  l a  d é c a d a  d e  1 6 9 0 .  R e c u e r d e  q u e  e l  t r u c o  d e  l a  s e r i e  d e  G r a n d i  e s

q u e  s e g ú n  c ó m o  s e  a g r u p e n  l o s  t é r m i n o s  a c a b a  r e s u l t a n d o  i g u a l  a  0  y  a  1  a

l a  v e z … ;  o ,  p o n i e n d o  x  =  1  e n  l a  f ó r m u l a  p r o t o l o g a r í t m i c a

s e o b t i e n e l a i g u a l d a d ½ = 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + 1 … , l a c u a l ,

j o c o s a m e n t e  G r a n d i ,  s u g i r i ó  q u e  e r a  l a  f o r m a  e n  q u e  D i o s  h a b í a  c r e a d o  a l g o

½  d e l  v a c í o  ( 0 ) .

[SEI Si recuerda usted algo del álgebra del instituto, también vale la pena

echar un vistazo a una horrible pequeña serie divergente que en la década

de 1730 puso en apuros a Leonhard Euler (1707-1783, icono del análisis

temprano). Recordará que según las reglas de división de polinomios,

86 Adivine quién lo consigue.
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que, sustituyendo x = 2 se convierte en la desafortunada igualdad

−1 = 1 + 2 + 4 + 8 +…

O puede  obtenerse  de  nuevo  la  serie  de  Grandi  sustituyendo  x  =  −1  en  la

misma expansión.

O, si su formación matemática es sólida, puede divertirse expandiendo

mediante el teorema del binomio para obtener

y viendo (al igual que Newton, Mercator y Wallis) que cuando x = 2, la serie

tiene una suma infinita pero también debería ser igual a log 3. Hay un sinfín

de rompecabezas de este tipo].

H a c i a 1 4 2 5 - 1 4 3 5 . E l a r q u i t e c t o f l o r e n t i n o F i l i p p o B r u n e l l e s c h i i n v e n t a l a

t é c n i c a  d e  l a  p e r s p e c t i v a  l i n e a l  e n  l a  p i n t u r a .  L a  o b r a  d e  L e o n  B .  A l b e r t i  D e l l a

p i c t u r a  e s  e l  p r i m e r  t r a t a d o  p u b l i c a d o  s o b r e  c ó m o  f u n c i o n a .  P r o b a b l e m e n t e

t o d o s s a b e m o s q u e a n t e s d e l R e n a c i m i e n t o  l o s c u a d r o s p a r e c í a n p l a n o s y

m u e r t o s  y  e x t r a ñ a m e n t e  d e s p r o p o r c i o n a d o s .  B r u n e l l e s c h i  a p l i c a  l a  g e o m e t r í a
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a l e s p a c i o p i c t ó r i c o , h a l l a n d o u n m o d o d e r e p r e s e n t a r u n « plano-base »

h o r i z o n t a l  3 D  e n  u n  « plano-pintura »  v e r t i c a l  2 D .

L a t é c n i c a s e v e m u y f á c i l m e n t e e n l a s r e p r e s e n t a c i o n e s d e c u a d r a d o s

h o r i z o n t a l e s  ( p o r  e j e m p l o ,  e l  e m b a l d o s a d o  d e l  B a p t i s t e r i o  d e  F l o r e n c i a )  c o m o

p a r a l e l o g r a m o s ( e n n u m e r o s o s c u a d r o s d e l m i s m o ) q u e s e v u e l v e n m á s

e s t r e c h o s y a g u d o s a m e d i d a q u e e l s u e l o s e d e s l i z a h a c i a e l f o n d o d e l

c u a d r o .

B r u n e l l e s c h i / A l b e r t i c o n s i d e r a n a t o d o s  l o s e f e c t o s u n a p i n t u r a c o m o u n a

v e n t a n a a b i e r t a  i n t e r p u e s t a e n t r e u n a  e s c e n a y e l e s p e c t a d o r , y o b s e r v a n

q u e  t o d a s  y  c a d a  u n a  d e  l a s  « o r t o g o n a l e s » ,  o  r e c t a s  p a r a l e l a s  q u e  s e  a l e j a n

e n  e l  e s p a c i o  a  9 0 °  r e s p e c t o  a  d i c h a  v e n t a n a ,  p a r e c e r á n  c o n v e r g e r  h a c i a  u n

p u n t o  d e  f u g a  a  l a  a l t u r a  d e  l o s  o j o s  d e l  e s p e c t a d o r  ( H o n o u r  y  F l e m i n g ,  p á g s .

3 1 9 - 3 2 0 ) .  E s t e  p u n t o  d e  f u g a  s e  c o n c i b e ,  g e o m é t r i c a m e n t e ,  c o m o  u n  p u n t o

a  d i s t a n c i a  i n f i n i t a  d e l  e s p e c t a d o r .  C a s i  t o d o  e l  m u n d o  s a b e  l o  q u e  M a s a c c i o ,

D u r e r o , D a V i n c i y o t r o s c o l e g a s f u e r o n c a p a c e s d e h a c e r c o n e s t e

d e s c u b r i m i e n t o .

M a t e m á t i c a m e n t e , e l c o n c e p t o d e punto-en-el-∞  e s u s a d o m á s t a r d e p o r

J o h a n n e s  K e p l e r  e n  e l  p r i n c i p i o  d e  c o n t i n u i d a d  q u e  e s t a b l e c e  p a r a  s e c c i o n e s

c ó n i c a s  y  q u e  l u e g o  e m p l e a  p a r a  s u s  l e y e s  d e l  m o v i m i e n t o  p l a n e t a r i o  ( v é a s e

m á s  a d e l a n t e ) ,  y  t a m b i é n  e s  d e  i m p o r t a n c i a  c e n t r a l  p a r a  G é r a r d  D e s a r g u e s  y

s u  i n v e n c i ó n ,  h a c i a  1 6 4 0 ,  d e  l a  g e o m e t r í a  p r o y e c t i v a ,  e  i n c l u s o m á s  a d e l a n t e

p a r a  l a  t o p o l o g í a ,  l a  g e o m e t r í a  r i e m a n n i a n a ,  e l  a n á l i s i s  t e n s o r i a l  ( s i n  e l  c u a l ,

a  s u  v e z ,  n o  h a b r í a  r e l a t i v i d a d  g e n e r a l ) ,  e t c .

A ñ o  1 5 9 3 .  L a  o b r a Varia Responsa  d e  F r a n ç o i s  V i è t e  ( u n  a b o g a d o / c r i p t ó g r a f o

f r a n c é s ) i n c l u y e l a p r i m e r a f ó r m u l a p a r a s u m a r u n a s e r i e g e o m é t r i c a

i n f i n i t a ,
87

 q u e  e s  t e r r i b l e m e n t e  p a r e c i d a  a  l a  a n t e s  m e n c i o n a d a

87 SEI Viète no usó las palabras «suma», «serie» o «geométrica», pero eso es lo que eran a todos los efectos.
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d e  l a s m a t e m á t i c a s  e l e m e n t a l e s .  A u n q u e n o  e s  d e m a s i a d o b o n i t a ,  V i è t e  e s

t a m b i é n e l p r i m e r o e n d a r u n a e x p r e s i ó n n u m é r i c a p r e c i s a d e π ,

c o n c r e t a m e n t e  c o m o  u n  p r o d u c t o  i n f i n i t o  e x p r e s a b l e  a s í

[SEI La finalidad de destacar puntos como los dos últimos es establecer que

el ∞, en varias manifestaciones y contextos, está adquiriendo cada vez más

interés en aplicaciones fructíferas incluso aunque continúe siendo

metafísicamente sospechoso y nadie tenga ni idea de cómo tratarlo

matemáticamente].

A ñ o  1 6 3 7 . La géometrie  d e  R e n é  D e s c a r t e s  i n t r o d u c e  e l  a h o r a  o m n i p r e s e n t e

p l a n o  c o o r d e n a d o  c a r t e s i a n o ,  e l  c u a l  p e r m i t e  q u e  l a s  f i g u r a s  g e o m é t r i c a s  s e

r e p r e s e n t e n  a r i t m é t i c a / a l g e b r a i c a m e n t e .

A p r o x i m a d a m e n t e  e n t r e 1 5 8 5 y 1 6 3 8 .  T r e s p e r s o n a j e s  i m p o r t a n t e s ,  d e  l o s

c u a l e s  d o s  s o n  e x t r e m a d a m e n t e  f a m o s o s :  S i m o n  S t e v i n ,  J o h a n n e s  K e p l e r  y

G a l i l e o  G a l i l e i .

E n  l a  d é c a d a  d e  1 5 8 0 ,  S t e v i n  ( u n  i n g e n i e r o  f l a m e n c o )  r e s u c i t a  l a  p r o p i e d a d

d e e x h a u s t a c i ó n d e E u d o x o a l d e r i v a r f ó r m u l a s p a r a c a r a c t e r í s t i c a s

r e l a c i o n a d a s  c o n  e l  p e s o  d e  d i f e r e n t e s  f i g u r a s  g e o m é t r i c a s .  P o r  e j e m p l o ,  e n

s u  o b r a Estática  ( 1 5 8 6 ) ,  S t e v i n  d e m u e s t r a  q u e  e l  c e n t r o  d e  g r a v e d a d  d e  u n

t r i á n g u l o s e h a l l a s o b r e s u m e d i a n a , y l o h a c e i n s c r i b i e n d o u n n ú m e r o

i l i m i t a d o d e p a r a l e l o g r a m o s a r b i t r a r i a m e n t e p e q u e ñ o s e n e l t r i á n g u l o y



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

104 Preparado por Patricio Barros

d e m o s t r a n d o  c o s a s  a c e r c a  d e  l o s  c e n t r o s  d e  g r a v e d a d  d e  l a s  f i g u r a s  i n s c r i t a s

r e s u l t a n t e s .  S t e v i n ,  t a m b i é n  c o n o c i d o  c o m o  e l  A r q u í m e d e s  h o l a n d é s ,  m e r e c e

m á s  f a m a d e  l a q u e  c o n s i g u i ó . A q u í  e s t á u n a  c i t a d e s c o n t e x t u a l i z a d a p e r o

p e r t i n e n t e  d e  C a r l  B o y e r :

«Fueron en gran manera las modificaciones resultantes de los

antiguos métodos infinitesimales las que acabaron

conduciendo  al  cálculo,  y  Stevin  fue  uno  de  los  primeros  en

sugerir tales cambios» (Boyer, pág. 322).

T a l  c o m o  s e  e x p l i c a  e n  l a  o b r a  d e  K e p l e r Astronomia nova  ( 1 6 0 9 ) ,  l a  2 ª  l e y

d e l  m o v i m i e n t o  p l a n e t a r i o  d e p e n d e  d e  q u e  s e  c o n c i b a  e l  á r e a  c i r c u n s c r i t a  p o r

u n v e c t o r  r a d i a l  q u e u n e u n p l a n e t a o r b i t a n d o  c o n e l S o l  c o m o c o m p u e s t a

( e s d e c i r , e l á r e a e s t á c o m p u e s t a ) d e i n f i n i t o s t r i á n g u l o s i n f i n i t a m e n t e

d e l g a d o s , c a d a u n o c o n e l v é r t i c e A e n e l S o l y l o s v é r t i c e s B y C

i n f i n i t e s i m a l m e n t e p r ó x i m o s a l o  l a r g o d e l a t r a y e c t o r i a o r b i t a l . L a s u m a

e f e c t u a d a p o r K e p l e r d e  l a s á r e a s d e e s t a  i n f i n i d a d d e  i n f i n i t e s i m a l e s e r a ,

s e t e n t a  a ñ o s  a n t e s  d e  L e i b n i z ,  c á l c u l o  a p l i c a d o .
88

A ñ o s 1 6 3 6 - 1 6 3 8 . G a l i l e o G a l i l e i , p u e s t o p o r l a I n q u i s i c i ó n b a j o a r r e s t o

d o m i c i l i a r i o  e n  F l o r e n c i a ,  e s c r i b e Dos nuevas ciencias ,  u n  d i á l o g o  a l  e s t i l o  d e

P l a t ó n  s o b r e  l a m e c á n i c a / d i n á m i c a . E n  e s t e  l i b r o h a y u n m o n t ó n d e c o s a s

r e l a c i o n a d a s c o n e l ∞ . U n e j e m p l o e s e l m o d o e n q u e G a l i l e o a p l i c a  l a s

t é c n i c a s d e r e p r e s e n t a c i ó n l a t i t u d i n a l d e O r e s m e a l m o v i m i e n t o d e

p r o y e c t i l e s y d e m u e s t r a q u e l a c u r v a d e s c r i t a p o r l a t r a y e c t o r i a d e u n

p r o y e c t i l  e s  u n a  p a r á b o l a .

T r a s  d o s m i l  a ñ o s  d e  e s t u d i o m a t e m á t i c o  d e  l a s  s e c c i o n e s  c ó n i c a s ,  l a  e l i p s e

o r b i t a l  d e  K e p l e r  y  l a  p a r á b o l a  d e  l o s  p r o y e c t i l e s  d e  G a l i l e o  s o n  l a s  p r i m e r a s

a p l i c a c i o n e s r e a l e s d e l a s c ó n i c a s a l a s c i e n c i a s f í s i c a s . L a o b r a m e n o s

88 SEI Disculpas por la críptica prosa matemática. Si puede soportarlo, consulte también la obra de Kepler de 1615
Stereometria doliorum (= Medición del volumen de barriles [larga historia, donde intervienen el emperador Rodolfo
II y la industria vinícola austriaca]). El método «volumétrico» del libro para determinar áreas/volúmenes de figuras
creadas por curvas en rotación implica tratar los sólidos como si estuvieran compuestos de n figuras infinitesimales
cuyas extensiones se pueden sumar —de nuevo, mucho antes que Newton y Leibniz—.
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c o n o c i d a  d e  K e p l e r , Ad Vitellionem paralipomena ,
89

 y a  h a b í a  d e m o s t r a d o  q u e

l a s e l i p s e s , l a s h i p é r b o l a s , l a s p a r á b o l a s y l a s c i r c u n f e r e n c i a s s o n t o d a s

p r o d u c t o s  d e  u n a  e x t r a ñ a  y  a r m ó n i c a  d a n z a  e n t r e  d o s  f o c o s .  L a  p a r á b o l a  s e

e x p l i c a  c o m o  l o  q u e  l e  o c u r r e  a  u n a  h i p é r b o l a  c u a n d o  l a  p o s i c i ó n  d e  u n  f o c o

r e s p e c t o  a l  o t r o  a l c a n z a  e l  ∞ .  D e  u n m o d o  n a d a  a c c i d e n t a l ,  t o d a  l a  t e o r í a  d e

K e p l e r  s o b r e  l a s  i n t e r r e l a c i o n e s  d e  l a s  c ó n i c a s  s e  c o n o c e  c o m o  e l  p r i n c i p i o  d e

c o n t i n u i d a d .

L a o b r a Dos nuevas ciencias d e G a l i l e o e r a e n c i e r t o s e n t i d o u n a l a r g a

« p e d o r r e t a » a  l a I n q u i s i c i ó n , q u e l o t r a t ó d e f o r m a i n f a m e . P a r t e d e s u

p r o y e c t o  e r a  q u e  e l  h o m b r e  n o r m a l  d e l  d i á l o g o  a c t u a r a  c o m o  p o r t a v o z  d e  l a

m e t a f í s i c a  a r i s t o t é l i c a  y  d e l  c r e d o  d e  l a  I g l e s i a ,  y  q u e  s u  c o m p a ñ e r o  a l g o  m á s

i l u s t r a d o l e f u e r a d a n d o b o f e t o n e s i n t e l e c t u a l e s . U n a d e l a s d i a n a s

p r i n c i p a l e s  e s  l a  d i v i s i ó n  o n t o l ó g i c a  p o r  A r i s t ó t e l e s  d e l ∞  e n  r e a l  y  p o t e n c i a l ,

q u e  l a  I g l e s i a b á s i c a m e n t e h a b í a  t r a n s f o r m a d o e n  l a d o c t r i n a d e q u e s o l o

D i o s  e s  r e a l m e n t e  i n f i n i t o  y  n a d a m á s  e n  s u  c r e a c i ó n  p u e d e  s e r l o .  E j e m p l o :

G a l i l e o r i d i c u l i z a  l a  i d e a d e q u e e l n ú m e r o d e p a r t e s e n e l q u e s e p u e d e

d i v i d i r  c u a l q u i e r  s e g m e n t o  s e a  s o l o  « p o t e n c i a l m e n t e »  ( o  s e a ,  n o  r e a l m e n t e )

i n f i n i t o d e m o s t r a n d o q u e s i u s t e d d o b l a e l s e g m e n t o h a s t a q u e s e a u n a

c i r c u n f e r e n c i a  — e l  c u a l ,  s e g ú n  N i c o l á s  d e  C u s a ,
90

 s e  d e f i n e  c o m o  u n  p o l í g o n o

r e g u l a r c o n u n ∞ n ú m e r o d e  l a d o s — , u s t e d h a « r e d u c i d o a r e a l i d a d e s e

n ú m e r o  i n f i n i t o d e p a r t e s q u e p r e t e n d í a , m i e n t r a s e r a r e c t o , q u e e s t a b a n

c o n t e n i d a s  e n  é l  s o l o  p o t e n c i a l m e n t e »  ( i b í d . ,  p á g .  3 2 9 ) .

E l p o r t a v o z d e G a l i l e o  t a m b i é n d e d i c a m u c h o  t i e m p o a  l o s  i n f i n i t e s i m a l e s ,

p r i n c i p a l m e n t e  p o r  s u  u t i l i d a d  e n  l o s  r e s u l t a d o s  d e  S t e v i n  y  K e p l e r .  G a l i l e o  e s

e l p r i m e r o e n d i s t i n g u i r e n t r e d i f e r e n t e s « ó r d e n e s » d e i n f i n i t e s i m a l e s ,

p r i n c i p a l m e n t e a t r a v é s d e u n e l a b o r a d o a r g u m e n t o s o b r e p o r q u é , s i  l a

T i e r r a  g i r a ,  l o s  o b j e t o s  n o  s o n  a r r o j a d o s  h a c i a  f u e r a  s e g ú n  v a r i a s  t a n g e n t e s  a

l a  c u r v a  d e  g i r o ,  l o  c u a l  e s  u n a  l a r g a  h i s t o r i a ,  p e r o  l o  i m p o r t a n t e  e s  q u e  d o s

89 SEI Es verdad, todos los títulos matemáticos de la modernidad temprana suenan como horribles enfermedades.
90 SEI hacia 1401-1464, aprox., matemático y cardenal de la Iglesia católica; larga historia.
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i n f i n i t e s i m a l e s  s o n  d e  d i s t i n t o  o r d e n  s i  s u  r a z ó n  t i e n d e  o  b i e n  a  0 ,  o  b i e n  a ∞

y  s o n  d e l  m i s m o  o r d e n  s i  s u  r a z ó n  e s  f i n i t a .  E s t o  e s  r e l e v a n t e  p o r q u e

1 . l a i d e a d e q u e l o s i n f i n i t e s i m a l e s d e o r d e n m á s a l t o s o n t a n

i n c r e í b l e m e n t e  p e q u e ñ o s  y  e v a n e s c e n t e s  q u e  s e  p u e d e n d e s c a r t a r  d e

u n a e c u a c i ó n p o r q u e n o t e n d r á n n i n g ú n e f e c t o s o b r e e l r e s u l t a d o

a c a b a r í a  s i e n d o  v i t a l  p a r a  e l  c á l c u l o  c l á s i c o ,  y

2 . l a  d i s t i n c i ó n  d e  G a l i l e o  a n t i c i p a  a l g u n o s  d e  l o s  p r o p i o s  d e s c u b r i m i e n t o s

d e C a n t o r s o b r e  l a e x t r a ñ a a r i t m é t i c a d e  l a s c a n t i d a d e s  i n f i n i t a s , e s

d e c i r , q u e n o t o d o s l o s ∞ t i e n e n e l m i s m o t a m a ñ o p e r o q u e l a s

d i f e r e n c i a s e n t r e e l l o s n o s o n r e a l m e n t e a r i t m é t i c a s ( p o r e j e m p l o ,

s u m a r  n  a  ∞  n o  l o  i n c r e m e n t a ,  n i  s u m a r  ∞  a ∞  o  m u l t i p l i c a r  ∞  p o r ∞ )

s i n o ,  e n  c i e r t o  m o d o ,  g e o m é t r i c a s .
91

L a  e x t r e m a d a  e x t r a ñ e z a  m a t e m á t i c a  d e l  ∞ ,  q u e  G a l i l e o  d e d i c a  m u c h o  t i e m p o

a e j e m p l i f i c a r e n l a s D N C , e s b a s t a n t e l ú c i d a m e n t e a t r i b u i d a a l a

e p i s t e m o l o g í a  y  n o  a  l a m e t a f í s i c a .  L a s  p a r a d o j a s  s u r g e n ,  s e g ú n  e l  p o r t a v o z

d e  G a l i l e o ,  s o l o

«cuando intentamos, con nuestra mente finita, discutir el

infinito, asignándole aquellas propiedades que otorgamos a lo

finito y limitado» (Galileo Galilei, pág. 31).

L a  g r a n  i l u s t r a c i ó n  d e  e l l o  e s  l a  p a r a d o j a  d e  G a l i l e o  q u e  h e m o s  v i s t o  e n  §  1 ,

e n  l a  c u a l  r e c u e r d e  q u e  p o d í a  e s t a b l e c e r  u n a  c o r r e s p o n d e n c i a  d e  u n o  a  u n o

e n t r e  t o d o s  l o s  e n t e r o s  y  t o d o s  l o s  c u a d r a d o s  p e r f e c t o s  i n c l u s o  a u n q u e  s e a

e v i d e n t e q u e h a y m u c h o s m á s e n t e r o s  q u e c u a d r a d o s p e r f e c t o s .
92

 D e e s t e

r o m p e c a b e z a s , G a l i l e o c o n c l u y e q u e « d e b e m o s d e c i r q u e h a y t a n t o s

c u a d r a d o s c o m o n ú m e r o s » , y a s í ( o t r a v e z ) q u e « l o s a t r i b u t o s “ i g u a l ” ,

“ m a y o r ”  y  “ m e n o r ”  n o  s o n  a p l i c a b l e s  a  l a s  c a n t i d a d e s  i n f i n i t a s ,  s i n o  s o l o  a  l a s

91 SEI Todo esto se desarrolla con mucho más detalle más adelante, en el clímax de § 7.
92 SEI De hecho, la propia razón   tiende a ∞ al alejarnos más y más por la secuencia.
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f i n i t a s » ( i b í d . , p á g . 3 2 ) . A u n q u e e s t a ú l t i m a c o n c l u s i ó n a c a b e r e s u l t a n d o

e q u i v o c a d a , l a s d e D N C t o d a v í a e s l a p r i m e r a a c t i t u d v e r d a d e r a m e n t e

m o d e r n a  h a c i a  l o s  i n f i n i t o s  r e a l e s  c o m o  e n t e s m a t e m á t i c o s . O b s é r v e s e ,  p o r

e j e m p l o ,  q u e G a l i l e o n o  r e c u r r e  a  l a  v i e j a  r e d u c c i ó n a l  a b s u r d o a r i s t o t é l i c a

p a r a c o n c l u i r , a p a r t i r d e l c o m p o r t a m i e n t o p a r a d ó j i c o d e l o s c o n j u n t o s

i n f i n i t o s ,  q u e  n o  s e  p u e d e  r a z o n a r  a c e r c a  d e l  ∞ .

E n c a m b i o , s e l a s a r r e g l a d e a l g ú n m o d o p a r a a n t i c i p a r s e t a n t o a K a n t

( a t r i b u y e n d o l a s p a r a d o j a s d e l ∞ a l a s a r r a i g a d a s r e s t r i c c i o n e s d e l a s

« m e n t e s f i n i t a s » y n o a c u a l q u i e r r e a l i d a d e x t e r i o r a l a m e n t e ) c o m o a

C a n t o r  ( u s a n d o  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  d e  u n o  a  u n o  c o m o m e d i d a  c o m p a r a t i v a

d e  l o s  c o n j u n t o s ,  a r g u m e n t a n d o  q u e  l a s  c a n t i d a d e s  i n f i n i t a s  o b e d e c e n  a  u n

t i p o  d e  a r i t m é t i c a  d i f e r e n t e  a l  d e  l a s  c a n t i d a d e s  f i n i t a s ,  e t c . ) .

H e c h o s c o n o c i d o s : e l s i g l o X V I I , c o n s u Contra-Contra-Reforma y s u

r e v o l u c i ó n c i e n t í f i c a , v i o l a p r i m e r a a u t é n t i c a e x p l o s i ó n d e p r o g r e s o f i l o -

m a t e m á t i c o  d e s d e  e l  a p o g e o  h e l e n í s t i c o .  E s t e  e s  e l  s i g l o  e n  e l  q u e  D e s c a r t e s

i n v e n t a  l a  g e o m e t r í a  c o n  c o o r d e n a d a s  ( a s í  c o m o  l a  d u d a  r a d i c a l ) ,  D e s a r g u e s

i n v e n t a  l a  g e o m e t r í a  p r o y e c t i v a ;  L o c k e ,  e l  e m p i r i s m o ;  N e w t o n  y  L e i b n i z ,  l a s

m a t e m á t i c a s  s u p e r i o r e s .

N a d a d e e s o h a b r í a  s i d o p o s i b l e  s i n  a f l o j a r  e l  e s t r a n g u l a m i e n t o a r i s t o t é l i c o

d e l  p e n s a m i e n t o  o c c i d e n t a l .  L a s  D N C  d e  G a l i l e o  e s t á n  a l m i s m o  n i v e l  q u e  e l

Discurso del método d e D e s c a r t e s y e l Novum Organum d e B a c o n e n

t é r m i n o s  d e  r u p t u r a  l i b e r a d o r a ,  y  n o  e s  e n  a b s o l u t o  a c c i d e n t a l  q u e  d e d i q u e

t a n t o t i e m p o a l D e e n t r e m o n t o n e s d e c i t a s p e r t i n e n t e m e n t e f a v o r a b l e s ,

v é a s e  l a  d e l  p r o f e s o r  D a n z i g :

«Cuando, tras un estupor de mil años, el pensamiento europeo

se deshizo del efecto de las pócimas adormecedoras tan

hábilmente administradas por los Padres Cristianos, el

problema del infinito fue uno de los primeros en ser revivido»

(Tobías Danzig, Number: the Language of Science, extractado

de Seife, pág. 106).



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

108 Preparado por Patricio Barros

E l o t r o m o t i v o p o r e l q u e Dos nuevas ciencias e s i m p o r t a n t e e s p o r s u

s o s t e n i d o y  o r i g i n a l  u s o d e  l a  f u n c i ó n . S i n d u d a  r e c o r d a r á u s t e d  l o q u e e s

u n a  f u n c i ó n m a t e m á t i c a  y  p o r  q u é  e s  d i f í c i l  d e f i n i r l a  c l a r a m e n t e  ( c o m o ,  p o r

e j e m p l o , « U n a r e l a c i ó n e n t r e v a r i a b l e s » , « U n a r e g l a p a r a e s t a b l e c e r l a

i m a g e n d e u n d o m i n i o » , « U n a c o r r e s p o n d e n c i a » ) . U n a  f u n c i ó n e s t á p o r  l o

m e n o s u n n i v e l d e a b s t r a c c i ó n p o r e n c i m a d e l a s v a r i a b l e s , s i e n d o

b á s i c a m e n t e u n a r e g l a p a r a e m p a r e j a r e l e m e n t o s d e u n c o n j u n t o c o n

e l e m e n t o s  d e  o t r o  c o n j u n t o .

P o r  a h o r a  s u p o n g a m o s  q u e  t o d o s  s a b e m o s  b a s t a n t e  b i e n  q u é  e s  u n a  f u n c i ó n ,

o m á s b i e n q u é h a c e , p u e s u n a f u n c i ó n e n r e a l i d a d e s u n a e s p e c i e d e

p r o c e d i m i e n t o ,  a u n q u e  u n  s i m b o l i s m o  c o m o

t i e n d e  a  h a c e r  q u e  p a r e z c a  u n a  c o s a .  P o r  l o m e n o s  g r á f i c a m e n t e ,  l a  i d e a  d e

u n a  f u n c i ó n h a b í a e s t a d o a h í d e s d e O r e s m e e n e l s i g l o X I V , a u n q u e e s t e

h a b í a  u s a d o  t e r m i n o l o g í a  e s c o l á s t i c a  y  l l a m a b a  a  e s a  t é c n i c a  u n a  l a t i t u d  d e

f o r m a s , s i e n d o « f o r m a » e l t é r m i n o a r i s t o t é l i c o p a r a c a r a c t e r í s t i c a s o

c a l i d a d e s ,  d e  l a s  q u e  s e  c o n s i d e r a b a  q u e  i n c l u í a n  c o s a s  c o m o  l a  v e l o c i d a d  d e

u n  c u e r p o  e n m o v i m i e n t o .  N o  f u e  h a s t a  G a l i l e o  q u e  l a  g e n t e  e n t e n d i ó  q u e  l a

v e l o c i d a d n o e s u n a c u a l i d a d d e  l a  c o s a q u e  s e m u e v e ,  s i n o m á s b i e n u n

p r o c e s o  a b s t r a c t o  r e p r e s e n t a b l e  p o r  l a  f u n c i ó n  e l e m e n t a l
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i g u a l q u e ( u n n i v e l d e a b s t r a c c i ó n m á s h a c i a a r r i b a ) f u e G a l i l e o q u i e n

d e t e r m i n ó  q u e  l a  a c e l e r a c i ó n  a c t ú a  c o m o  l a  f u n c i ó n

D o s  n u e v a s  c i e n c i a s  e s  e l  p r i m e r  l i b r o  d e m a t e m á t i c a s  e n  u s a r  f u n c i o n e s  d e

f o r m a e x t e n s i v a y n o g r á f i c a ,  a u n q u e  e s t a s  s o n d e s c r i t a s v e r b a l m e n t e y a

m e n u d o  ( c o m o  l o s  g r i e g o s )  e n  t é r m i n o s  d e  p r o p o r c i o n e s  y  r a z o n e s .  L o  q u e

e s s o r p r e n d e n t e e s  l a v e l o c i d a d c o n q u e  l a n o c i ó n / t e o r í a d e  l a s  f u n c i o n e s

g a n ó a c e p t a c i ó n u n a v e z a l c a n z a d a c i e r t a m a s a c r í t i c a d e n e c e s i d a d e s y

p e r m i s o s .
93

 L a  m a y o r  p a r t e  d e  e s a s  n e c e s i d a d e s  i n v o l u c r a b a n  l a  c o n t i n u i d a d .

L o p r i n c i p a l a q u í e s q u e l a a s t r o n o m í a d e K e p l e r y l o s e s t u d i o s d e l

m o v i m i e n t o d e G a l i l e o — m o t i v a d o s e n g r a n p a r t e p o r l a n e c e s i d a d d e

m e j o r a r l a m e d i c i ó n d e l t i e m p o e n l a n a v e g a c i ó n ( o t r a v e z , u n a l a r g a

h i s t o r i a ) —  g e n e r a r o n  e l  i m p u l s o  p a r a  u n  e s t u d i o  r i g u r o s o  d e  l a s  c u r v a s ,  q u e

e l p l a n o c o o r d e n a d o c a r t e s i a n o p e r m i t í a e x p r e s a r d e  f o r m a a l g e b r a i c a , e s

d e c i r ,  e n  t é r m i n o s  d e  f u n c i o n e s  c o m o y  = x2
, y  =  s e n x ,  y  a s í  s u c e s i v a m e n t e .

L a s i m p o r t a n t e s d i s t i n c i o n e s e n t r e f u n c i o n e s p o l i n ó m i c a s , a l g e b r a i c a s y

t r a s c e n d e n t e s
94

 s e o b t e n í a n f á c i l m e n t e a p a r t i r d e l a c l a s i f i c a c i ó n d e l a s

c u r v a s p o r D e s c a r t e s ,  y  t a m b i é n a p a r t i r  d e  l a s  r e p r e s e n t a c i o n e s  e x p l í c i t a s

93 James Gregory (véase el texto principal justo a continuación) da la primera definición ampliamente aceptada de
función en un libro sobre problemas de cuadratura solo treinta años después de DNC.
94 De las diferencias entre estos tipos de funciones expliquemos solo que las trascendentes son las realmente
complejas: trigonométricas, exponenciales, logarítmicas, etc. Lo que no podemos dejar sin aclarar es la distinción
entre números algebraicos y trascendentes, que es parte de la amplia taxonomía en la cual, por supuesto, los
enteros + las fracciones son los números racionales, los racionales + los irracionales son los números reales, un
número real más un número imaginario como √−1 constituye un número complejo, y así sucesivamente. Dado
nuestro objetivo general, no necesitamos tratar con nada más que números reales, afortunadamente. Pero tenga
en  cuenta  que  el  componente  irracional  de  los  números  reales  se  compone,  a  su  vez,  de  dos  tipos  de  números
diferentes, o más bien la distinción racional o irracional se superpone en cierto modo con otra distinción, entre
números algebraicos y trascendentes. La diferencia se vuelve importante cuando llegamos a las demostraciones de
Cantor sobre los diferentes tamaños de los ∞ de diferentes «clases numéricas». Así pues, un número es algebraico
si es raíz de un polinomio con coeficientes enteros. Por ejemplo, √8 es un número algebraico porque es la solución
de la ecuación 1 x 2 − 8 = 0. (En realidad, los números enteros, los racionales, e incluso los complejos también
pueden ser algebraicos, por ejemplo, las respectivas soluciones de 2x − 14 = 0, 2x − 7 = 0, y 3 x 2 − 2x + 1 = 0,
pero en términos de Cantor/Dedekind/continuidad solo tenemos que esclarecer la cuestión de los irracionales). Los
números  trascendentes,  pues,  son  aquellos  que  no  son  algebraicos,  es  decir,  que  no  pueden  ser  raíces  de
polinomios con coeficientes enteros; π es un irracional trascendente, y también el número e, la base del logaritmo
natural/hiperbólico (no se preocupe si el término no le resulta familiar).
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c o m o  f u n c i o n e s m e d i a n t e d i f e r e n t e s  t i p o s d e s e r i e s a l g o m á s  t a r d e ( 1 6 7 0

a p r o x . ) . L a p r o p i a p a l a b r a « f u n c i ó n » , a p r o p ó s i t o , v i e n e d e G o t t f r i e d W .

L e i b n i z .
95

 L o  c u a l ,  p o r  s u p u e s t o ,  n o  e s  p a r a  n a d a  u n  a c c i d e n t e ,  p u e s  L e i b n i z

a y u d ó  a  i n v e n t a r  e l  c á l c u l o ,  y  u n a  d e  s u s  c a r a c t e r í s t i c a s m á s  p o d e r o s a s  e s  e l

u s o d e f u n c i o n e s p a r a r e p r e s e n t a r p r o c e s o s . T r a s L e i b n i z , e l c o n c e p t o

p l a g a d o d e f i s u r a s d e « f e n ó m e n o c o n t i n u o » e s r e e m p l a z a d o e n l a s

m a t e m á t i c a s p o r  l a  f u n c i ó n c o n t i n u a y  l a s e r i e  i n f i n i t a … y , d e h e c h o ,  l a s

e x p l o r a c i o n e s d e l ∞ p o r C a n t o r a c a b a r á n s u r g i e n d o d e u n a a p l i c a c i ó n

p a r t i c u l a r  d e  d i c h a s  h e r r a m i e n t a s  a  c i e r t o  c o n j u n t o  d e  p r o b l e m a s  a c e r c a  d e l

c a l o r .  L o  c u a l  e s  o b v i a m e n t e  u n a  h i s t o r i a m u y  l a r g a  q u e  a h o r a  n o  v a m o s  a

d e s a r r o l l a r .

A q u í ,  d i c h o  s e a  d e  p a s o ,  e s t á  u n a  c i t a  d e D a v i d B e r l i n s k i :  « E s  e l  c o n t r a s t e

e n t r e  l o  c o n t i n u o  y  l o  d i s c r e t o  l o  q u e  c o n s t i t u y e  e l  g r a n m o t o r  g e n e r a d o r  p o r

e l  c u a l  l o s n ú m e r o s  r e a l e s  s o n c o n s t r u i d o s y e l  c á l c u l o  c r e a d o »  ( B e r l i n s k i ,

p á g .  1 3 0 ) .  P a r a  r e c o r d a r  d ó n d e  e s t a m o s  e n  e l  b o s q u e  g e n e r a l ,  e s t a  s e c c i ó n

e s  s o l o  d e  á r b o l e s .

A p r o x i m a d a m e n t e 1 6 4 7 - 1 6 6 5 . T r e s p e r s o n a j e s m e d i a n a m e n t e  i m p o r t a n t e s ,

q u e s i e s t o h u b i e r a s i d o d o s c i e n t o s a ñ o s a n t e s a h o r a s e r í a n t o d o s

e x t r e m a d a m e n t e f a m o s o s : G r e g o r y d e S t . V i n c e n t , J o h n W a l l i s y J a m e s

G r e g o r y .

H a c i a  1 6 4 7 : G r e g o r y  d e  S t .  V i n c e n t  p r o p o n e  u n a  s o l u c i ó n  a  l a  d i c o t o m í a  d e

Z e n ó n  q u e m e n c i o n a  d e m a n e r a  e x p l í c i t a  l a  s u m a  d e  u n a  s e r i e  g e o m é t r i c a .
96

E s t a m b i é n e l p r i m e r m a t e m á t i c o e n p o s t u l a r q u e u n a s e r i e i n f i n i t a

r e p r e s e n t a  u n a  v e r d a d e r a  m a g n i t u d  o  s u m a ,  l a  c u a l  t a m b i é n  e s  e l  p r i m e r o  e n

p o s t u l a r c ó m o e l l í m i t e d e l a s e r i e , q u e é l l l a m a e l « terminus d e l a

p r o g r e s i ó n » y d e s c r i b e e n  t é r m i n o s b a s t a n t e  e u d o x i a n o s  c o m o u n e x t r e m o

« a l  q u e  l a  p r o g r e s i ó n  n o  l l e g a ,  a u n q u e  c o n t i n ú e  h a c i a  e l  i n f i n i t o ,  p e r o  a l  q u e

95 SEI «Función» era la alternativa de Leibniz al extraño «fluxión» de Newton. Y, como ocurrió en muchos otros
casos con la terminología, el término de Leibniz se convirtió en el favorito. Curiosidad: Leibniz también introdujo
«constante» y «variable».
96 SEI La solución presentada es en realidad para la paradoja de Aquiles y la tortuga, pero viene a ser lo mismo.
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p u e d e a c e r c a r s e m á s p r ó x i m a m e n t e q u e p o r c u a l q u i e r i n t e r v a l o d a d o »

( G r e g o r y  o f  S t .  V i n c e n t ,  O p u s  G e o m e t r i c u m ,  e x t r a c t a d o  d e  K l i n e ,  p á g .  4 3 7 ) .

A ñ o 1 6 5 5 : W a l l i s , e l s e g u n d o m a t e m á t i c o b r i t á n i c o m á s g r a n d e d e l s i g l o ,

p u b l i c a  s u  a n t e s m e n c i o n a d a  o b r a  A r i t h m e t i c a  i n f i n i t o r u m ,  c u y o  t í t u l o  e s  0 %

c a s u a l .  E s t e  e s  e l  p r i m e r  t r a b a j o  i m p o r t a n t e  s o b r e  l a  a p l i c a c i ó n  d e  l a s  s e r i e s

i n f i n i t a s a  l a a r i t m e t i z a c i ó n d e  l a g e o m e t r í a , y s e r á  i n d i s p e n s a b l e p a r a  l a

v e r s i ó n n e w t o n i a n a d e l c á l c u l o
97

 u n p a r d e d é c a d a s d e s p u é s . E n t r e l o s

r e s u l t a d o s i m p o r t a n t e s d e l a Arithmetica infinitorum : l a s p r i m e r a s

d e f i n i c i o n e s g e n e r a l e s c o r r e c t a s d e l  l í m i t e d e u n a s u c e s i ó n  i n f i n i t a y d e  l a

s u m a  d e  u n a  s e r i e  i n f i n i t a ,  e l  u s o  d e  u n  p r o d u c t o  i n f i n i t o  p a r a  r e p r e s e n t a r  e l

s e n o  y  e l  c o s e n o ,  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e  q u e

( c o m p á r e s e  c o n  l a

d e L e i b n i z  u n o s  c u a n t o s  a ñ o s d e s p u é s ) ,  y ,  p o r  s u p u e s t o ,  e l  p r i m e r u s o d e

« ∞ »  c o m o  s í m b o l o  p a r a  ∞ .

A ñ o 1 6 6 5 : J a m e s G r e g o r y ( u n e s c o c é s ) d e f i n e « f u n c i ó n » ,  i n s t a a q u e s e

c o n s i d e r e l a a p r o x i m a c i ó n a u n l í m i t e c o m o l a s e x t a f u n c i ó n b á s i c a d e l

á l g e b r a , y e x p a n d e v a r i a s f u n c i o n e s t r i g o n o m é t r i c a s y t r i g o n o m é t r i c a s

i n v e r s a s  c o m o  s e r i e s  i n f i n i t a s ,  p o r  e j e m p l o ,  d e m o s t r a n d o  q u e

97 SEI Esta es la razón por la cual el cálculo anglicano depende en gran medida de las series infinitas y del teorema
del binomio. Véase § 4a más adelante.
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s e  c u m p l e  p a r a − 1 ≤ x ≤  1 .  E n  e s t a  é p o c a  s e  l l e v ó  a  c a b o m u c h o  t r a b a j o

s o b r e e x p a n s i o n e s e n s e r i e , p r i n c i p a l m e n t e p o r q u e l o s n a v e g a n t e s ,

i n g e n i e r o s , e t c . , n e c e s i t a b a n u n a t r i g o n o m e t r í a m u c h o m á s d e t a l l a d a y

p r e c i s a , y t a b l a s d e l o g a r i t m o s , y l a s e x p a n s i o n e s d e f u n c i o n e s e n s e r i e

i n f i n i t a  e r a n  l a  m e j o r  m a n e r a  d e  i n t e r p o l a r  l o s  v a l o r e s  d e  l a s  t a b l a s .

[SEI  también  en  1665  aprox.  El  teorema  del  binomio,  es  decir,  la  fórmula

para desarrollar (p + q)n, es liberado de la dependencia de (p + q)n−1 y del

triángulo de Pascal por Newton. Se cree que la expansión es infinita para n

fraccionarias o negativas, pero nadie puede demostrar nada realmente sobre

el T. B. o la convergencia/divergencia de las series en general hasta Jean-

Baptiste Fourier hacia 1820.]

§ 3b.

T a l  c o m o ,  p o r  l o m e n o s ,  s e  h a  s u g e r i d o  y  a h o r a  s e r á  e x p l i c a d o ,  e l  c o n s e n s o

h i s t ó r i c o - m a t e m á t i c o  e s  q u e  e l  s i g l o  X V I I  t a r d í o m a r c a  e l  i n i c i o  d e  u n a  E d a d

d e O r o m o d e r n a e n l a c u a l h a y m u c h o s m á s a v a n c e s m a t e m á t i c o s

s i g n i f i c a t i v o s q u e e n  c u a l q u i e r  o t r a  é p o c a d e  l a  h i s t o r i a m u n d i a l .  A h o r a  l a s

c o s a s  e m p i e z a n a m o v e r s e  r e a l m e n t e  d e p r i s a ,  y n o p o d e m o s h a c e r m u c h o

m á s q u e i n t e n t a r c o n s t r u i r u n a e s p e c i e d e c a m i n o s e ñ a l i z a d o d e s d e l o s

p r i m e r o s  t r a b a j o s  s o b r e  f u n c i o n e s  h a s t a  C a n t o r  y  s u  « i n f i n i c o p i a » .

S u b r a y e m o s r á p i d a m e n t e d o s c a m b i o s a g r a n e s c a l a e n e l m u n d o

m a t e m á t i c o .  E l  p r i m e r o  t i e n e  q u e  v e r  c o n  l a  a b s t r a c c i ó n .  L a m a y o r  p a r t e  d e

l a s m a t e m á t i c a s  d e s d e  l o s  g r i e g o s  h a s t a  G a l i l e o  t i e n e  u n a  b a s e  e m p í r i c a :  l o s

c o n c e p t o s m a t e m á t i c o s  s o n  a b s t r a c c i o n e s  d i r e c t a s  a  p a r t i r  d e  l a  e x p e r i e n c i a

d e l m u n d o r e a l . E s t a e s u n a r a z ó n p o r l a q u e l a g e o m e t r í a ( j u n t o a

A r i s t ó t e l e s ) d o m i n ó e l  r a z o n a m i e n t o m a t e m á t i c o d u r a n t e  t a n t o  t i e m p o . L a
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m o d e r n a  t r a n s i c i ó n d e l  r a z o n a m i e n t o g e o m é t r i c o a l a l g e b r a i c o
98

 c o n s t i t u y e

u n  s í n t o m a  e n  s í  m i s m o  d e  u n  c a m b i o  m a y o r .  H a c i a  1 6 0 0 ,  e n t i d a d e s  c o m o  e l

c e r o ,  l o s e n t e r o s n e g a t i v o s y  l o s  i r r a c i o n a l e s s e u s a n d e f o r m a r u t i n a r i a .

A h o r a  e m p i e c e  a  a ñ a d i r  e n  l a s  d é c a d a s  s u b s i g u i e n t e s  l a s  i n t r o d u c c i o n e s d e

l o s  n ú m e r o s  c o m p l e j o s ,  l o s  l o g a r i t m o s  n e p e r i a n o s ,  l o s  p o l i n o m i o s  d e  g r a d o

a l t o  y  l o s  c o e f i c i e n t e s  l i t e r a l e s  e n  e l  á l g e b r a — y  t a m b i é n m á s  a d e l a n t e ,  p o r

s u p u e s t o ,  l a s  d e r i v a d a s  1 ª  y  2 ª  y  l a  i n t e g r a l —  y  e s t á  c l a r o  q u e  d e s d e  l a  p r e -

I l u s t r a c i ó n  h a s t a  a q u í  l a s m a t e m á t i c a s  s e  h a n  a l e j a d o  t a n t o  d e  c u a l q u i e r  t i p o

d e o b s e r v a c i ó n d e l m u n d o r e a l q u e p o d e m o s d e c i r  j u n t o a S a u s s u r e q u e

a h o r a s o n , c o m o s i s t e m a d e s í m b o l o s , « i n d e p e n d i e n t e s d e l o s o b j e t o s

d e s i g n a d o s » ,  e s  d e c i r ,  q u e  a h o r a  l a s m a t e m á t i c a s  s e  o c u p a n m u c h o m á s  d e

l a s r e l a c i o n e s l ó g i c a s e n t r e c o n c e p t o s a b s t r a c t o s q u e d e c u a l q u i e r

c o r r e s p o n d e n c i a p a r t i c u l a r e n t r e e s o s c o n c e p t o s y l a r e a l i d a d f í s i c a . L a

c u e s t i ó n e s q u e e n e l s i g l o X V I I l a s m a t e m á t i c a s s e c o n v i e r t e n

p r i n c i p a l m e n t e e n u n s i s t e m a d e a b s t r a c c i o n e s a p a r t i r d e o t r a s

a b s t r a c c i o n e s  y  n o  a  p a r t i r  d e l  m u n d o .

L o c u a l h a c e q u e e l s e g u n d o g r a n c a m b i o p a r e z c a p a r a d ó j i c o : l a n u e v a

h i p e r a b s t r a c c i ó n  d e  l a s  m a t e m á t i c a s  r e s u l t a  f u n c i o n a r  i n c r e í b l e m e n t e  b i e n  e n

l a s a p l i c a c i o n e s a l m u n d o r e a l . E n  l a c i e n c i a ,  l a  i n g e n i e r í a ,  l a f í s i c a , e t c .

T o m e , c o m o e j e m p l o o b v i o , e l c á l c u l o , q u e e s e x p o n e n c i a l m e n t e m á s

a b s t r a c t o q u e c u a l q u i e r t i p o d e m a t e m á t i c a s « p r á c t i c a s » a n t e r i o r e s ( p o r

e j e m p l o ,  ¿ a  p a r t i r  d e  q u é  o b s e r v a c i ó n  d e l m u n d o  r e a l  s u e ñ a  u n o  l a  i d e a  d e

q u e  l a  v e l o c i d a d  d e  u n  o b j e t o  y  e l  á r e a  b a j o  u n a  c u r v a  t i e n e n  a l g o  q u e  v e r

e n t r e s í ? ) , y a p e s a r d e t o d o t i e n e n u n a c i e r t o s i n p r e c e d e n t e s a l

r e p r e s e n t a r / e x p l i c a r e l m o v i m i e n t o y l a a c e l e r a c i ó n , l a g r a v e d a d , l o s

m o v i m i e n t o s  p l a n e t a r i o s ,  e l  c a l o r :  t o d o  l o  q u e  l a  c i e n c i a  n o s  d i c e  q u e  e s  r e a l

d e l m u n d o  r e a l . N o e s p o r n a d a q u e  D a v i d B e r l i n s k i  l l a m a r a a l  c á l c u l o « e l

p r i m e r r e l a t o q u e e s t e m u n d o s e c o n t ó a s í m i s m o a l c o n v e r t i r s e e n e l

98 SEI Este cambio queda simbolizado por la evolución de la trigonometría, pasando de los grados y las formas
geométricas a los radianes y las funciones trigonométricas.
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m u n d o m o d e r n o » ( B e r l i n s k i , p á g . x i ) . P o r q u e d e l o q u e v a e l m u n d o

m o d e r n o ,  l o  q u e  e s ,  e s  l a  c i e n c i a .  Y  e s  e n  e l  s i g l o  X V I I  c u a n d o  s e  c o n s u m a  e l

m a t r i m o n i o  e n t r e  l a s m a t e m á t i c a s  y  l a  c i e n c i a ,  s i e n d o  l a  r e v o l u c i ó n  c i e n t í f i c a

a  l a  v e z  l a  c a u s a  y  e l  e f e c t o  d e  l a  « e x p l o s i ó n m a t e m á t i c a »  p o r q u e  l a  c i e n c i a

— c a d a v e z m á s  l i b e r a d a d e s u s e n c u e n t r o s a r i s t o t é l i c o s c o n  l a s u s t a n c i a

r e s p e c t o  a m a t e r i a  y  p o t e n c i a l i d a d  r e s p e c t o  a  r e a l i d a d —  a h o r a  s e  c o n v i e r t e

e s e n c i a l m e n t e e n u n a a c t i v i d a d m a t e m á t i c a
99

 e n l a q u e l a f u e r z a , e l

m o v i m i e n t o ,  l a m a s a , y  l a  l e y - c o m o - f ó r m u l a c o n s t i t u y e n  l a n u e v a p l a n t i l l a

p a r a e n t e n d e r c ó m o f u n c i o n a  l a r e a l i d a d . H a c i a  f i n a l e s d e l s i g l o X V I I ,  l a s

m a t e m á t i c a s  s e r i a s  s o n  p a r t e  d e  l a  a s t r o n o m í a ,  l a m e c á n i c a ,  l a  g e o g r a f í a ,  l a

i n g e n i e r í a c i v i l , l a p l a n i f i c a c i ó n u r b a n a , l a m a r m o l e r í a , l a c a r p i n t e r í a , l a

m e t a l u r g i a ,  l a q u í m i c a ,  l a h i d r á u l i c a ,  l a  h i d r o s t á t i c a ,  l a  ó p t i c a ,  e l  p u l i d o d e

l e n t e s ,  l a  e s t r a t e g i a  m i l i t a r ,  e l  d i s e ñ o  d e  p i s t o l a s  y  c a ñ o n e s ,  l a  e l a b o r a c i ó n  d e

v i n o s ,  l a  a r q u i t e c t u r a ,  l a m ú s i c a ,  l a  c o n s t r u c c i ó n  d e  b a r c o s ,  l a m e d i c i ó n  d e l

t i e m p o ,  l o s  c a l e n d a r i o s ,  t o d o .

Y  l a  i n f l u e n c i a  p r á c t i c a  a c t ú a  e n  a m b o s  s e n t i d o s .  A q u í  e s t á  u n a  c i t a  d e f i n i t i v a

d e  K l i n e :

«A la vez que la ciencia empezó a apoyarse más y más en las

matemáticas para obtener sus conclusiones físicas, las

matemáticas empezaron a apoyarse más y más en los

resultados científicos para justificar sus propios

procedimientos» (Kline, pág. 395).

Y ,  c o m o  s e  v e r á  d e  s o b r a s  e n  l o s  §  4  y  5 ,  e s t a  u n i ó n  r e s u l t a  f r u c t í f e r a  p e r o

t a m b i é n  e s t á  l l e n a  d e  r i e s g o s .  E n  p o c a s  p a l a b r a s ,  t o d o  t i p o  d e  c a n t i d a d e s  y

p r o c e d i m i e n t o s  a n t e s  d u d o s o s  a h o r a  s o n  a c e p t a d o s  e n  l a s m a t e m á t i c a s  p o r

s u  e f i c a c i a  p r á c t i c a ,  l o  q u e  s i g n i f i c a  q u e  s i  l a s  m a t e m á t i c a s  q u i e r e n m a n t e n e r

s u  r i g o r  d e d u c t i v o  t e n d r á n  q u e  s e r  r i g u r o s a m e n t e  « t e o r i z a d a s »  y  b a s a d a s  e n

99 SEI Aquí el coloso dominante es, obviamente, Newton…



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

115 Preparado por Patricio Barros

e l e s q u e m a a x i o m á t i c o d e l a s m a t e m á t i c a s . A d i v i n e e n q u é e j e m p l o s d e

e s t o s c o n c e p t o s  l a r g a m e n t e c u e s t i o n a b l e s e s t a m o s  i n t e r e s a d o s a q u í . E c h e

o t r o v i s t a z o a l  t r a n s l ú c i d o K l i n e , a h o r a e n u n c a p í t u l o d e s u P e n s a m i e n t o

m a t e m á t i c o  t i t u l a d o  « L a s  m a t e m á t i c a s  e n  1 7 0 0 » :

«Las cantidades infinitamente grandes, que los griegos habían

evitado estudiadamente, y las infinitamente pequeñas, que los

griegos habían esquivado hábilmente, [ahora] tenían que ser

afrontadas» (Ibíd., pág. 393).

§ 3c.

A s í  p u e s ,  u n a  v e z  l a  h i s t o r i a  d e l  ∞  l l e g a  a  f i n a l e s  d e l  s i g l o  X V I I ,  a h o r a  v a m o s

d i s p a r a d o s a u n a v e l o c i d a d  i r r e v e r s i b l e h a c i a C a n t o r y s u s c o l e g a s , y  l a s

m a t e m á t i c a s  s e  v u e l v e n m u c h o m á s  a b s t r a c t a s  y  t é c n i c a s .  Y  e l  « A l t o  M a n d o »

h a  d e c i d i d o  q u e  e n  p u n t o s  s e l e c c i o n a d o s  d e b e r á  u s t e d  s o m e t e r s e  a  p e q u e ñ o s

y r á p i d o s g l o s a r i o s d e e m e r g e n c i a ( G . E . ) e n l o s c u a l e s c i e r t o s

t é r m i n o s / c o n c e p t o s  i n e v i t a b l e s  s e  d e f i n e n  d e m o d o  q u e  l u e g o  p u e d a n  u s a r s e

s i n  t e n e r q u e p a r a r  c o n s t a n t e m e n t e y  h a c e r  s e s u d a s b ú s q u e d a s  i n m e d i a s

a c e r c a d e l o q u e s i g n i f i c a n . A l g u n o s s e r á n n u e v o s , o t r o s y a h a n s i d o

m e n c i o n a d o s o p u e d e n p a r e c e r a l g o o b v i o s , p e r o s o n l o b a s t a n t e

i m p o r t a n t e s p a r a q u e e l l o s y a l g u n o s d e s u s s u b t é r m i n o s a s o c i a d o s s e

a s e g u r e n  a l  1 0 0 % .

N . B . : E l s i g u i e n t e p r i m e r G L O S A R I O D E E M E R G E N C I A p u e d e r e s u l t a r u n

p o c o s e c o d e b i d o s i m p l e m e n t e a l a c o m p r e s i ó n . Y a u n q u e e r a t e n t a d o r

d e s i g n a r l o c o m o SEI p a r a l e c t o r e s c o n f u e r t e f o r m a c i ó n m a t e m á t i c a , e l

h e c h o  e s  q u e m u c h a s  d e  l a s  d e f i n i c i o n e s  e s t á n  t a n  r a d i c a l m e n t e  r e d u c i d a s  y

s i m p l i f i c a d a s  q u e  p r o b a b l e m e n t e  l e  v a l g a  l a  p e n a  d e d i c a r  a l g o  d e  s u  t i e m p o

p o r  l o m e n o s  a  h o j e a r  e s t e  G .  E .  I  p a r a  t e n e r  c l a r a s  l a s m a n e r a s  e s p e c í f i c a s

e n  l a s q u e v a m o s a u t i l i z a r  l o s  t é r m i n o s . P a r a  l o s  l e c t o r e s q u e n o s e p a n

d e m a s i a d a s m a t e m á t i c a s  s u p e r i o r e s ,  p o r  o t r o  l a d o ,  l o  q u e  s i g u e  e s  t o d o  l o

q u e  n e c e s i t a n  p a r a  c o n t i n u a r  p o r  l o  m e n o s  d u r a n t e  u n o s  c u a n t o s  §  m á s .
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Glosario de emergencia I,

con un salto temporal narrativo asociado

Recta real.  C o m o  s e  h a m e n c i o n a d o ,  e s  e s e n c i a l m e n t e  u n a  r e c t a  n u m é r i c a

a m p l i a d a ,  e n  e l  s e n t i d o  d e  u n a  r e c t a  g e o m é t r i c a  c o n u n a g r a d u a c i ó n  f i j a  y

d e n s a  d e m o d o q u e  c a d a n ú m e r o  r e a l  c o r r e s p o n d e  a u n ú n i c o  p u n t o  e n  l a

r e c t a .  P a r a  n u e s t r o s  p r o p ó s i t o s ,  l a  r e c t a  r e a l  e s  u n  « e s p a c i o  t o p o l ó g i c o » ,  l o

c u a l  a q u í  s i g n i f i c a  q u e  l a  r e c t a  y  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s  q u e

r e p r e s e n t a p u e d e n u s a r s e s i n d i s t i n c i ó n p a r a r e f e r i r s e a l a m i s m a c o s a

a b s t r a c t a ,
100

 l a c u a l , t a m b i é n s e h a m e n c i o n a d o , s e l l a m a d e m a n e r a

h a b i t u a l « e l c o n t i n u o » , d o n d e e s t e t é r m i n o s i g n i f i c a e x a c t a m e n t e l o q u e

a p a r e n t a s i g n i f i c a r : e l o r i g e n y l a m a n i f e s t a c i ó n d e l a c o n t i n u i d a d

c o m b i n a d o s .

Función.  Y a  b a s t a n t e  t r a t a d o  e n  §  3 a ,  o  e c h e  u n  v i s t a z o  a  e s t a m a r a v i l l o s a

d e f i n i c i ó n d i r e c t a d e u n a c l a s e d e m a t e m á t i c a s e s c o l a r e s : « U n a r e l a c i ó n

e n t r e  d o s  c o s a s  d o n d e  e l  v a l o r  d e  u n a  e s t á  d e t e r m i n a d o p o r  e l  v a l o r  d e  l a

o t r a » .  R e c o r d a r á  d e l  á l g e b r a  b á s i c a  q u e  e n  u n a  f u n c i ó n  t í p i c a  c o m o y  =  f ( x ) ,

x  e s  l a  v a r i a b l e  i n d e p e n d i e n t e  e y  e s  l a  v a r i a b l e  d e p e n d i e n t e ,  e n  e l  s e n t i d o

d e q u e  l o s  c a m b i o s e n x p r o d u c e n c a m b i o s e n y  s e g ú n  l a s  r e g l a s d e f .  E l

c o n j u n t o
101

 d e  t o d o s  l o s  v a l o r e s  p o s i b l e s  q u e  l a  v a r i a b l e  i n d e p e n d i e n t e  p u e d e

a d q u i r i r  s e  l l a m a  e l  d o m i n i o  d e  l a  f u n c i ó n .  E l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  v a l o r e s

p o s i b l e s  d e  y  e s  e l  r e c o r r i d o  d e  l a  f u n c i ó n .

Función real. U n a f u n c i ó n c u y o s d o m i n i o y r e c o r r i d o s o n c o n j u n t o s d e

n ú m e r o s  r e a l e s .

Función continua (a).  L a  f u n c i ó n y  = f (x ) e s c o n t i n u a s i c a m b i o s m u y

p e q u e ñ o s  e n x  d a n  s o l o  c a m b i o s m u y  p e q u e ñ o s  e n y :  n o  h a y  g r a n d e s  s a l t o s

n i i n t e r r u p c i o n e s n i c o s a s e x t r a ñ a s . S i u n a f u n c i ó n e s d i s c o n t i n u a ,

h a b i t u a l m e n t e  e s  d i s c o n t i n u a  p a r a  c i e r t o  v a l o r  d e  l a  v a r i a b l e  i n d e p e n d i e n t e ,

p o r  e j e m p l o ,

100 N. B. Tenga en cuenta, especialmente para después, que las teorías de Weierstrass, Dedekind y Cantor sobre los
números reales y la continuidad suelen conocerse en los libros de texto como la topología de la recta real.
101 SEI por supuesto, estrictamente hablando los conjuntos son entes poscantorianos, pero qué le vamos a hacer…
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e s  d i s c o n t i n u a  e n  x =  1 .
102

 ( P a r a  s u  i n f o r m a c i ó n ,  r e s u l t a  q u e  h a y  t o d o  t i p o

d e d i s c o n t i n u i d a d e s , c a d a u n a c o n s u c o m p o r t a m i e n t o , g r á f i c a y n o m b r e

t é c n i c o  c a r a c t e r í s t i c o s ,  « d i s c o n t i n u i d a d  d e  s a l t o » ,  « d i s c o n t i n u i d a d  e v i t a b l e » ,

« d i s c o n t i n u i d a d a s i n t ó t i c a » , p e r o m e j o r n o n o s v a m o s a l i a r c o n e s a s

d i s t i n c i o n e s ) .

Intervalo.  E l  e s p a c i o  e n  l a  r e c t a  r e a l  e n t r e  d o s  p u n t o s ,  d i g a m o s p  y q ,  q u e

e s  e q u i v a l e n t e  a l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s  e n t r e p  y q .  A q u í , p  y

q  s e  l l a m a n  l o s  e x t r e m o s  d e l  i n t e r v a l o .  E l  i n t e r v a l o  c e r r a d o  [ p , q ]  c o n t i e n e

l o s  e x t r e m o s ,  e l  i n t e r v a l o  a b i e r t o  ( p , q )  n o .  O b s e r v e  l o s  c o r c h e t e s  e n  e l  c a s o

d e l o s i n t e r v a l o s c e r r a d o s y l o s p a r é n t e s i s e n e l c a s o d e l o s i n t e r v a l o s

a b i e r t o s ;  a s í  e s  c o m o  s e  s i m b o l i z a  l a  d i f e r e n c i a .

Entorno.  E n  l a  r e c t a  r e a l ,  e l  e n t o r n o  d e  u n  p u n t o  p  e s  e l  i n t e r v a l o  a b i e r t o  ( p

− a , p  + a )  d o n d e a >  0 . O t r a m a n e r a  d e  e x p r e s a r  e s o  e s  d e c i r  q u e  e l  a -

e n t o r n o  d e  p  e s  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  p u n t o s  c u y a  d i s t a n c i a  a p  e s m e n o r

q u e a .

Función continua (b). L a s f u n c i o n e s s e c a l i f i c a n a m e n u d o d e

c o n t i n u a s / d i s c o n t i n u a s e n o s o b r e c i e r t o s i n t e r v a l o s . U n a f u n c i ó n f (x ) e s

c o n t i n u a  e n  e l  i n t e r v a l o  a b i e r t o  ( p , q )  s i  e s  c o n t i n u a  e n  c a d a  p u n t o  d e  ( p , q ) .

P a r a  q u e  s e a  c o n t i n u a  e n  e l  i n t e r v a l o  c e r r a d o  [ p , q ] ,  t i e n e  q u e  c u m p l i r s e  l o

s i g u i e n t e :

102 SEI Es decir, si usted representa , verá que la curva resultante tiene un agujero correspondiente a la
posición del 1 en el eje x, porque aquí es donde f(x) es igual a 0/0, que matemáticamente se define como
matemáticamente indefinido. (SEI 2  El  lector  con  muchas  tablas  podría  darse  cuenta  de  que  aquí  hay  cosas
relacionadas con el valor límite y el límite de una función, las cuales no mencionamos porque todavía no hemos
hecho límites).
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q u e ,  p o r  s u p u e s t o ,  s o l o  t e n d r á n  s e n t i d o  s i  e s t á u s t e d  f a m i l i a r i z a d o  c o n  l o s

l í m i t e s .

Límites. O q u i z á m á s b i e n  l í m i t e s y c o t a s , p u e s e s t o s e s t á n r e l a c i o n a d o s

p e r o t a m b i é n s o n c r u c i a l m e n t e d i f e r e n t e s . L a d i s t i n c i ó n e s p r o b a b l e m e n t e

m á s  f á c i l  d e  v e r  r e s p e c t o  a  l a s  s u c e s i o n e s .  ¡ U y !

Sucesión.  C u a l q u i e r  s e c u e n c i a  d e  t é r m i n o s  f o r m a d a m e d i a n t e  a l g u n a  r e g l a ,

p o r  e j e m p l o ,  l a  s u c e s i ó n  g e o m é t r i c a  1 ,  2 ,  4 ,  8 ,  1 6 , … ,  2
n−1

, …

Límites y cotas (a-d).  L a  t é c n i c a m e m o r í s t i c a  i n f o r m a l q u e e l d o c t o r G .

s i e m p r e  s u g e r í a e r a q u e  l í m i t e  i n v o l u c r a  l a s e x p r e s i o n e s « t i e n d e a » o « s e

a p r o x i m a  a » ,  m i e n t r a s  q u e  c o t a  s e  c a l i f i c a  d e  « s u p e r i o r »  o  « i n f e r i o r » ,

a . E l  l í m i t e  d e  u n a  s u c e s i ó n  e s  e l  g r a n  c o n c e p t o  t á c i t o  t r a s  l a  d i c o t o m í a  d e

Z e n ó n  y  e s t á  i m p l í c i t o  e n  l a  e x h a u s t a c i ó n  d e  E u d o x o ,  l a  v o l u m é t r i c a  d e

K e p l e r ,  e t c .  R e s p e c t o  a  l a s  s u c e s i o n e s ,  « l í m i t e »  s e  r e f i e r e  a l  n ú m e r o  a l

q u e n u n c a  l l e g a m o s r e a l m e n t e p e r o a l q u e n o s a p r o x i m a m o s m á s y

m á s y m á s , a m e d i d a q u e a u m e n t a e l n ú m e r o d e t é r m i n o s d e l a

s u c e s i ó n .  E x p r e s a d o  d e  u n m o d o  a l g o  m á s  e x c i t a n t e ,  e l  l í m i t e  L  d e  u n a

s u c e s i ó n  i n f i n i t a p1 , p2 , p3 ,  … , pn ,  …  e s  e l  n ú m e r o  a l  q u e  l a  s u c e s i ó n  s e

a p r o x i m a ( o a l q u e « t i e n d e » ) c u a n d o n s e a p r o x i m a a d o n d e e s t a

ú l t i m a  a p r o x i m a c i ó n  s e  s i m b o l i z a m e d i a n t e  u n a  p e q u e ñ a  « → »  b a j o  l a

l í n e a  d e  t e x t o ,  s i e n d o  l a  e x p r e s i ó n  c o m p l e t a :

b . E l  l í m i t e  d e  u n a  f u n c i ó n  e s  b á s i c a m e n t e  e l  v a l o r  a l  q u e  s e  a p r o x i m a  l a

v a r i a b l e d e p e n d i e n t e  c u a n d o  l a  v a r i a b l e  i n d e p e n d i e n t e  s e  a p r o x i m a a

a l g ú n  o t r o  v a l o r .  U n  e j e m p l o  f r e c u e n t e  d e  l a s  c l a s e s  d e  c á l c u l o  e s
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d o n d e f (x )  s e  a p r o x i m a  a  0  c u a n d o x  t i e n d e  a  ∞ ,  e x p r e s a d o  s e g ú n
103

c . U n a c o t a d e u n a  f u n c i ó n e s u n « e s p é c i m e n » t o t a l m e n t e d i s t i n t o . E s

u n a  r e s t r i c c i ó n  d e  a l g ú n  t i p o  ( o  d e  a l g u n o s  t i p o s )  s o b r e  e l  r e c o r r i d o  d e

l a  f u n c i ó n . U n e j e m p l o c l á s i c o d e  l a  t r i g o n o m e t r í a e s f (x ) = s e n x ,

d o n d e t o d o s l o s v a l o r e s d e f (x ) v a n a e s t a r e n t r e − 1 y 1 . M á s

i m p o r t a n t e  p a r a  n u e s t r o s  p r o p ó s i t o s  e s  q u e  l a s  f u n c i o n e s  p u e d e n  t e n e r

c o t a s  s u p e r i o r e s  ( M )  y / o  c o t a s  i n f e r i o r e s  ( L )  t a l e s  q u e f (x )  ≤ M  y / o f (x )

≥ L ,  p a r a  t o d a x  d e l  d o m i n i o d e  l a  f u n c i ó n .  I n c l u s o m á s  i m p o r t a n t e s

s o n  l a s  t o d a v í a m á s  r e s t r i n g i d a s m í n i m a  c o t a  s u p e r i o r  y m á x i m a  c o t a

i n f e r i o r  d e  u n a  f u n c i ó n ,  d o n d e  M 1  e s  l a  m í n i m a  c o t a  s u p e r i o r  d e f (x )  s i

c u a l q u i e r  o t r a  c o t a  s u p e r i o r Mn  e s  ≥ M1 ,  y L1  e s  l a  m á x i m a  c o t a  i n f e r i o r

d e f (x )  s i  e s  ≥  q u e  c u a l q u i e r  o t r a  c o t a  i n f e r i o r Ln .

d . L a s s u c e s i o n e s p u e d e n  t e n e r c o t a s d e m o d o m u y p a r e c i d o a l d e  l a s

f u n c i o n e s . L a s u c e s i ó n i n f i n i t a d e e n t e r o s p o s i t i v o s 1 , 2 , 3 , …

o b v i a m e n t e t i e n e u n a c o t a i n f e r i o r e n 0 , q u e t a m b i é n s e r á l a c o t a

s u p e r i o r  d e  − 1 ,  − 2 ,  − 3 , …  U n a  s u c e s i ó n  a c o t a d a  e s  u n a  q u e  t i e n e  c o t a

s u p e r i o r y c o t a  i n f e r i o r : p o r e j e m p l o , s i x ≥ 1 , e s f á c i l v e r q u e l a

s e c u e n c i a  g e n e r a d a  a l  d e s a r r o l l a r
104

103 SEI Lo de la «aproximación» en realidad es técnicamente erróneo, tal como se explicará con algo de detalle
cuando empecemos a hablar del análisis weierstrassiano en § 5e. La idea, aquí en G. E. I, es explicar los límites de
un modo intuitivamente claro, no matemáticamente riguroso.
104 ¡Uy! 2: véase Desarrollo más adelante.
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s e r á  a c o t a d a .
105 106

Series.  D e f i n i b l e s  c o m o  s u c e s i o n e s  c u y o s  t é r m i n o s  e s t á n  s u m a d o s  l o s  u n o s

a  l o s  o t r o s ,  c o m o  e n  l a  s e r i e  g e o m é t r i c a

1  +  2  +  4  +  8  +  1 6  + …  +  2
n−1

 + …

L a  r e l a c i ó n  í n t i m a  d e  l a s  s e r i e s  c o n  l a s  s u c e s i o n e s  s i g n i f i c a  q u e  c o m p a r t e n  l a

m a y o r í a  d e  l a s  c u a l i d a d e s  y  p r e d i c a d o s  a s o c i a d o s ,  c o n  u n a  g r a n  e x c e p c i ó n :

d o n d e  l a s  s u c e s i o n e s  t i e n e n  l í m i t e s ,  l a s  s e r i e s  t i e n e n  l í m i t e s  y  s u m a s .  P u e d e

q u e  r e c u e r d e  l a  i n f a m e  s i g m a m a y ú s c u l a  d e  l a s  m a t e m á t i c a s  s u p e r i o r e s ,  q u e

l e p e r m i t e d e s i g n a r  l a s u m a i n c l u s o d e s e r i e s c o n u n n ú m e r o  i n f i n i t o d e

t é r m i n o s :  p o r q u e  r e s u l t a  q u e  t o d a s  l a s  s e r i e s  i n t e r e s a n t e s  s o n  i n f i n i t a s .  L a

s u m a  d e  l a  s e r i e  i n f i n i t a p1  + p2  + p3  +  …  + pn  …  s e  e s c r i b e

d o n d e  l o s  p e q u e ñ o s  y  a n t i p o d a l e s  « ∞ »  y  « n  =  1 »  i n d i c a n  l o s  l í m i t e s  ( e n  e l

s e n t i d o d e l i n t e r v a l o d e p o s i b l e s v a l o r e s d e n ) d e l a s e r i e .
107

 L a s s e r i e s

105 SEI o sea, por un 0 inferiormente y por un 1 superiormente, para comprobar lo cual está usted invitado a dar
valores a x.
106 N. B. Observe, por favor, que, a grandes rasgos, las cotas y el ser no acotado funcionan del mismo modo para
los conjuntos y para las sucesiones. Esto empezará a ser importante en § 7, momento en el que probablemente se
le pedirá que retroceda aquí y repase esta misma nota.
107 SEI Más materiales para futura recuperación: en caso de que se le haya ocurrido preguntarse si el ∞ que corona
la suma denota un límite real o un final o, de hecho, más bien la ausencia de cualquier límite/final, sepa que esta
cuestión es altamente significativa y llega hasta el corazón de lo que Weierstrass/Dedekind/Cantor fueron capaces
de hacer por el análisis (respecto a lo cual no se pierda el apartado Análisis). Si, por otro lado, se está preguntando
qué  visión  tenían  en  realidad  los  matemáticos  anteriores  a  Weierstrass  de  estos  ∞ a  los  que  sus  x  y  sus  n  se
«aproximaban», la respuesta básica es que relegaron esas cantidades infinitamente grandes/pequeñas a la misma
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i n f i n i t a s s o n c o n v e r g e n t e s s i  c o n v e r g e n h a c i a u n a s u m a  f i n i t a  ( v é a s e , p o r

e j e m p l o ,  c ó m o  l a  z e n o i d e

c o n v e r g e  h a c i a  l a  s u m a  2 )  y  d i v e r g e n t e s  s i  n o  l o  h a c e n  ( c o m o  l a  s e r i e  1  +  2

+ 3 + 4 + … ) . P e r o a m b o s t i p o s d e s e r i e s t i e n e n p o r  l o m e n o s s u m a s

a b s t r a c t a s
108

 q u e s e p u e d e n s i m b o l i z a r m e d i a n t e ∑ y t r a t a d a s c o m o

c a n t i d a d e s  e n  c á l c u l o s  p o s t e r i o r e s .

Producto infinito.  A l g o  a s í  c o m o  u n a  s e r i e  i n f i n i t a  e x c e p t o  q u e  l o s  t é r m i n o s

s e  m u l t i p l i c a n .
109

 M u c h a s  c o s a s  e n  t r i g o n o m e t r í a ,  d e  π  a  l a s  f u n c i o n e s  s e n o  y

c o s e n o , p u e d e n r e p r e s e n t a r s e c o m o p r o d u c t o s i n f i n i t o s , d e p e n d i e n d o d e

c ó m o  s e  t r a t e n  l o s  d e s a r r o l l o s .

Desarrollo o expansión.  E s t o  s i g n i f i c a  e x p r e s a r  a l g o m a t e m á t i c o  e n  f o r m a

d e s u c e s i ó n / s e r i e / p r o d u c t o ( e s t a m o s e s p e c i a l m e n t e i n t e r e s a d o s e n

d e s a r r o l l o s e n s e r i e ) . S u f u n c i o n a m i e n t o d e p e n d e d e l o q u e e s t é u s t e d

d e s a r r o l l a n d o .  E l  d e s a r r o l l o  d e u n a  e x p r e s i ó n m a t e m á t i c a  h a b i t u a l m e n t e e s

b a s t a n t e d i r e c t o . R e c u e r d e t o d a s l a s o p e r a c i o n e s m e c á n i c a s d e l a s

m a t e m á t i c a s  d e  b a c h i l l e r a t o ,  c o m o

( x  + y )
2 → x2

 +  2 xy  + y2

existencia vaga, nebulosa, del infinito potencial de Aristóteles. La idea es que el verdadero estatus
matemático/metafísico de los infinitos de los límites nunca tiene que considerarse, porque en realidad nada llega
jamás allí. Si esto le choca como algo sospechoso, entonces ya se encuentra en situación de comprender por qué
Weierstrass pensaba que debía ponerse rigor a todo el asunto.
108 Maldición. Muy bien. La verdad estricta es más complicada que eso, e involucra los límites de sucesiones de
sumas parciales, donde una suma parcial = la suma de un número finito de términos consecutivos de una serie. La
idea básica es que si la sucesión infinita de sus sumas parciales tiende a algún límite S, entonces una serie infinita
es  convergente  y  su  suma  es  S.  Y  que  una  serie  divergente  es  una  cuya  sucesión  de  sumas  parciales  no  se
aproxima a un límite, y por lo tanto no tiene una suma finita. Todo lo cual resulta demasiado abstracto en este
punto, pero con un poco de suerte tendrá más sentido hacia el final de § 5.
109 SEI No nos vamos a preocupar de términos asociados como producto continuo y producto oscilante.
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( r e s p e c t o  a  l a s  c u a l e s  r e c o r d a r á  t a m b i é n q u e  c u a l e s q u i e r a  c o n s t a n t e s h a y a

d e l a n t e  d e  l a s  v a r i a b l e s  d e  l o s  t é r m i n o s  s e  c o n o c e n  c o m o  l o s  c o e f i c i e n t e s  d e

l a  s e r i e ) .  L a s  f u n c i o n e s ,  p o r  o t r o  l a d o ,  s o n m á s  i n t e r e s a n t e s  y ,  p o r  l o  t a n t o ,

m á s  c o m p l i c a d a s . N i  s i q u i e r a  t o d a s  s o n d e s a r r o l l a b l e s ,  p a r a  e m p e z a r .  P a r a

q u e  u n a  f u n c i ó n  s e a  r e p r e s e n t a b l e  c o m o  u n a  s e r i e ,  e l  d e s a r r o l l o  e n  s e r i e  d e

l a  f u n c i ó n ,  o  b i e n

1 . t i e n e  q u e  s e r  f i n i t o ,  o  b i e n

2 . s i  e s  i n f i n i t o  t i e n e  q u e  c o n v e r g e r  h a c i a  l a  f u n c i ó n  p a r a  t o d o s  l o s  v a l o r e s

d e  l a s  v a r i a b l e s .

E j e m p l o :  l a  f u n c i ó n  t r i g o n o m é t r i c a c o s x  e s r e p r e s e n t a b l e p o r  l a s e r i e d e

p o t e n c i a s  c o n v e r g e n t e
110

Serie de potencias.  U n  t i p o  p a r t i c u l a r  d e  s e r i e  q u e  i n c l u y e  e x p o n e n t e s  ( o

s e a ,  p o t e n c i a s ) ,  s i e n d o  l a  f o r m a  g e n é r i c a  d e  u n a  s e r i e  d e  p o t e n c i a s

p0  + p1x  + p2x2
 + p3x3

 +  …  + pnxn
 +  …

d o n d e  l o s  v a l o r e s  d e x  s o n  n ú m e r o s  r e a l e s  y  l a s p  s o n  c o e f i c i e n t e s .

Curiosidad: el desarrollo de todas las funciones básicas (seno,

coseno, elípticas, hiperbólicas, logarítmicas y exponenciales)

son todas series de potencias (como también lo es la

dicotomía de Zenón).

Series de Fourier , q u e s o n a l g o a s í c o m o l a s u m a d e d o s s e r i e s d e

p o t e n c i a s ; s e e s t u d i a n e n m a t e m á t i c a s s u p e r i o r e s
111

 y p u e d e n c o n s t i t u i r

110 SEI donde el factorial 2! significa 2 × 1, 4! significa 4 × 3 × 2 × 1, etc.
111 SEI estudiadas habitualmente con la denominación de análisis armónico.
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v e r d a d e r o s  q u e b r a d e r o s  d e  c a b e z a ,  p e r o  s o n  v i t a l e s  p a r a  e l  c o n t e x t o  d e  l a

m a t e m á t i c a  t r a n s f i n i t a  y  m e r e c e n  p o r  l o  m e n o s  u n a  e x p l i c a c i ó n  g e n e r a l .  P a r a

n u e s t r o s  p r o p ó s i t o s ,  l a s  s e r i e s  d e  F o u r i e r  s e  p u e d e n  v e r  c o m o  d e s a r r o l l o s  d e

f u n c i o n e s  p e r i ó d i c a s ,  r e s p e c t o  a  l a s  c u a l e s  t o d o  l o  q u e  n e c e s i t a  s a b e r  e s  q u e

s o n m a n e r a s d e r e p r e s e n t a r v a r i o s t i p o s d e o n d a s , p o r l o q u e a v e c e s

t a m b i é n  s e  l l a m a n  f u n c i o n e s  d e  o n d a .  L a s  f u n c i o n e s  d e  o n d a  f u n d a m e n t a l e s

s o n  l a s  t r i g o n o m é t r i c a s  s e n x  y  c o s x ,  y  l a  s e r i e  d e  F o u r i e r  e l e m e n t a l  e s  e l

d e s a r r o l l o  d e  u n a  f u n c i ó n  p e r i ó d i c a f (x )  c o m o — p r e p á r e s e —
112

d o n d e  a  y  b  s o n  l o  q u e  s e  c o n o c e  c o m o c o e f i c i e n t e s  d e  F o u r i e r ,  l o s  c u a l e s

s o n t a n p e l i a g u d o s c o n c e p t u a l m e n t e q u e n u e s t r o p l a n e s e v i t a r l o s c a s i a

c u a l q u i e r  p r e c i o .

Cuadratura.  E s t e  e s  e l  t é r m i n o  d e l  s i g l o  X V I I  p a r a  c i e r t o  t i p o  d e  p r o b l e m a

q u e c o n d u j o a l c á l c u l o i n t e g r a l . T é c n i c a m e n t e , s e r e f i e r e a c o n s t r u i r u n

c u a d r a d o  c u y a  á r e a  =  e l  á r e a  d e l i m i t a d a  p o r  u n a  c u r v a  c e r r a d a .  U n a  v e r s i ó n

m o d e r n a  t e m p r a n a  d e l  v i e j o  p r o b l e m a  d e  l a  c u a d r a t u r a  d e l  c í r c u l o ,  e n  o t r a s

p a l a b r a s . N o s p r e o c u p a m o s d e d e f i n i r  l a « c u a d r a t u r a » p o r q u e s e u s a m á s

a d e l a n t e e n c i e r t o s c o n t e x t o s h i s t ó r i c o s d o n d e s e r í a e r r ó n e o d e c i r

« i n t e g r a c i ó n »  e n  s u  l u g a r ,  p o r q u e  l a  i n t e g r a c i ó n ,  e s t r i c t a m e n t e  h a b l a n d o ,  n o

e x i s t í a  t o d a v í a .

112 SEI Si por casualidad está usted volviendo a este apartado desde § 5b y dándose cuenta de que esta serie de
Fourier no se parece a la original de Fourier vista en la presentación, sepa que ambas son realmente la misma. Es
solo que la forma anterior clarifica cómo la serie de Fourier contiene y combina dos series trigonométricas
diferentes, las cuales —si no estaba usted regresando— serán a su vez más comprensibles cuando se definan las
series trigonométricas en G. E. II. Nos disculpamos si esto resulta confuso: lo estamos haciendo lo mejor que
podemos.
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Derivada (n.) . E l M c G u f f i n d e l c á l c u l o d i f e r e n c i a l . E s u n a e x p r e s i ó n d e l

r i t m o d e v a r i a c i ó n d e u n a  f u n c i ó n  r e s p e c t o a  s u v a r i a b l e  i n d e p e n d i e n t e .
113

C o m o  p u e d e  t r a e r  r e c u e r d o s  d e  l a s  c l a s e s  d e m a t e m á t i c a s ,  a ñ a d a m o s  q u e  l a

d e r i v a d a d e u n a  f u n c i ó n f (x )  e n  c i e r t o  p u n t o p  p u e d e e n t e n d e r s e c o m o  l a

p e n d i e n t e  d e  l a  t a n g e n t e  a  l a  c u r v a  d a d a  p o r y  = f (x )  e n p ,  a u n q u e  e s t o  n o

n o s  v a  a  r e s u l t a r  d e m a s i a d o  ú t i l .  U n a  c u r i o s i d a d  i m p o r t a n t e  c o m o  p r o p i n a :  e l

p r o c e s o  d e  h a l l a r  l a  d e r i v a d a  d e  u n a  f u n c i ó n  d a d a  s e  l l a m a  d i f e r e n c i a c i ó n .

Integral (n.).  E s t a e s  l a  i n v e r s a d e  l a d e r i v a d a , e s d e c i r ,  l a  f u n c i ó n q u e

t i e n e  u n a  d e r i v a d a  d a d a ,  e s t o  e s ,  l a  f u n c i ó n  d e  l a  q u e  s e  d e r i v a  l a  d e r i v a d a ,

e s  d e c i r ,  s i f (x )  e s  l a  d e r i v a d a  d e g (x ) ,  e n t o n c e s g (x )  e s  l a  i n t e g r a l  d e f (x ) .

E n c o n t r a r e m o s m u c h o m á s  s o b r e  e s t o ,  e n  u n  c o n t e x t o m o d e r n o ,  e n  §  4 .  ( N .

B .  E l  p r o c e s o  d e  h a l l a r  l a  i n t e g r a l  d e  u n a  f u n c i ó n  d a d a  s e  l l a m a  i n t e g r a c i ó n ,

q u e  e s  l o  q u e  l o s m a t e m á t i c o s  h a c e n  a m e n u d o  c u a n d o  e s t á n  a t a s c a d o s  e n

u n  p r o b l e m a  y  n o  s a b e n  c ó m o  c o n t i n u a r .  D e  a h í  e l  e s l o g a n  q u e  p u e d e  v e r s e

e n  l a s  h a b i t a c i o n e s  d e m u c h o s  e s t u d i a n t e s  u n i v e r s i t a r i o s : no te sientes a

esperar: integra ) .

Análisis.  O t r o  t é r m i n o  a l t a m e n t e  a b s t r a c t o  q u e  n o  p o d e m o s  n i  e m b e l l e c e r  n i

e v i t a r . H a y u n a d e f i n i c i ó n m u y  f o r m a l  q u e  i n c l u y e e l m o d o e n q u e c i e r t o s

t i p o s  d e  f u n c i o n e s  v a r í a n  e n  e l  e n t o r n o  d e  u n  p u n t o  e n  u n a  s u p e r f i c i e ,  q u e

d a d o s n u e s t r o s o b j e t i v o s g e n e r a l e s p o d e m o s o m i t i r  e n  f a v o r d e  l a  i d e a d e

q u e e l a n á l i s i s e s  l a  r a m a d e  l a s m a t e m á t i c a s q u e e s t u d i a c u a l q u i e r c o s a

r e l a c i o n a d a c o n  l o s  l í m i t e s o  l o s « p r o c e s o s  l í m i t e » , o s e a , e l c á l c u l o ,  l a s

f u n c i o n e s  d e  v a r i a b l e s  r e a l e s  o  c o m p l e j a s ,  l a  t o p o l o g í a  d e  l a  r e c t a  r e a l ,  l a s

s u c e s i o n e s  y  l a s  s e r i e s  i n f i n i t a s ,  e t c .  E n  l o s  l i b r o s  y  l a s  c l a s e s  s u e l e n  h a l l a r s e

r e f e r e n c i a s a l a n á l i s i s c o m o « l a s m a t e m á t i c a s d e  l a c o n t i n u i d a d » . L o c u a l

p u e d e d e s p i s t a r u n p o c o , p o r q u e a l a m a y o r í a n o s e n s e ñ a n q u e l a

c o n t i n u i d a d  e s  l a  j u r i s d i c c i ó n  d e l  c á l c u l o ,  y  h a y  a l g u n a s  á r e a s  c o m p l e t a m e n t e

f u e r a d e l c á l c u l o q u e s i g u e n s i e n d o a n á l i s i s , y d e l a s c u a l e s u n p a r s o n

113 SEI Si no tiene usted conocimientos de matemáticas superiores, esta definición tendrá más sentido cuando
veamos el cálculo clásico en § 4a.
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e s p e c i a l m e n t e r e l e v a n t e s . E l á l g e b r a , d e a l g ú n m o d o , s e m e z c l a c o n e l

a n á l i s i s  a  t r a v é s  d e l  t e o r e m a  d e l  b i n o m i o
114

 c u a n d o n  e s <  o  y  e l  d e s a r r o l l o

d e ( p + q )
n

 s e c o n v i e r t e e n  l a  i n f a m e s e r i e b i n o m i a l . D e m o d o p a r e c i d o ,

t r i g o n o m e t r í a →  a n á l i s i s  c u a n d o ,  p o r  e j e m p l o ,  l a s  f u n c i o n e s  s e n o  y  c o s e n o  s e

d e s a r r o l l a n  e n  s u s  r e s p e c t i v a s  s e r i e s  d e  p o t e n c i a s .

U n a  c o m p l i c a c i ó n  a d i c i o n a l  e s  q u e  p a r a  l a s  m a t e m á t i c a s  m o d e r n a s  « a n á l i s i s »

t a m b i é n p u e d e t e n e r c o m o c o n n o t a c i ó n u n t i p o p a r t i c u l a r d e e s p í r i t u

m e t o d o l ó g i c o p r o p i o d e l a s d i s c i p l i n a s r e c i é n m e n c i o n a d a s . V é a s e , p o r

e j e m p l o , l o s i g u i e n t e , d e l O x f o r d C o n c i s e D i c t i o n a r y o f M a t h e m a t i c s : « E l

t é r m i n o  “ a n á l i s i s ”  h a  l l e g a d o  a  u s a r s e  p a r a  i n d i c a r  u n  e n f o q u e  b a s t a n t e m á s

r i g u r o s o d e  l o s  t e m a s d e l  c á l c u l o y d e  l o s  f u n d a m e n t o s d e l  s i s t e m a d e  l o s

n ú m e r o s  r e a l e s »  ( C l a p h a m , p á g . 6 ) , d o n d e  l a ú l t i m a  f r a s e = e l  á m b i t o d e

D e d e k i n d y C a n t o r ,  y  l a s  r a z o n e s p o r  l a s q u e  l o s  t e m a s d e l  c á l c u l o d e b í a n

h a b e r  n e c e s i t a d o  « u n  e n f o q u e m á s  r i g u r o s o »  c o n s t i t u y e n  l a  v e r d a d e r a  c a u s a

m o t i v a d o r a d e s u  t r a b a j o . E n p o c a s p a l a b r a s ,  t o d a  l a c u e s t i ó n d e r i g o r - y -

f u n d a m e n t o s  e r a  p a r t e  d e  l a  g r a n  e m e r g e n c i a  f i l o s ó f i c a  d e  l a s m a t e m á t i c a s

p o s c á l c u l o , u n a p r o f u n d a d i v i s i ó n a c e r c a d e l m o d o e n q u e l o s e n t e s

m a t e m á t i c o s  d e b í a n  s e r  c o n s i d e r a d o s ,  y  l o s  t e o r e m a s ,  d e m o s t r a d o s .  Y  e s t a

d i v i s i ó n  e s  a  s u  v e z  e l  c o n t e x t o  p r o f u n d o  t r a s  l a s  c o n t r o v e r s i a s  r e s p e c t o  a  l a s

m a t e m á t i c a s t r a n s f i n i t a s d e C a n t o r . T o d o  l o c u a l s e r á a n a l i z a d o m i e n t r a s

a v a n c e m o s .

O t r o a s p e c t o i m p l í c i t o e n l a c i t a d e l d i c c i o n a r i o O x f o r d s o n l a s v i e j a s

o p o s i c i o n e s e n t r e d i s c r e t o y c o n t i n u o y e n t r e g e o m e t r í a y m a t e m á t i c a s

p u r a s . R e s u l t a q u e t o d o s l o s g r a n d e s n o m b r e s t r a s e l c á l c u l o t e m p r a n o

e s t a b a n p r e o c u p a d o s p o r  l a s  f u n c i o n e s  c o n t i n u a s y m a g n i t u d e s q u e e r a n o

b i e n d i r e c t a m e n t e g e o m é t r i c a s ( r e c t a s , c u r v a s , á r e a s , v o l ú m e n e s ) o

r e p r e s e n t a b l e s  g e o m é t r i c a m e n t e  ( f u e r z a ,  v e l o c i d a d ,  a c e l e r a c i ó n ) .  P e r o  a h o r a

t e n g a  e n  c u e n t a  q u e  u n a  d e  l a s m a y o r e s  p r e o c u p a c i o n e s  d e  l a s  m a t e m á t i c a s

114 SEI Que fue definido de facto justo al final de § 3a.
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e n  e l  s i g l o  a n t e r i o r  a C a n t o r  y D e d e k i n d  s e r á  l a  a r i t m e t i z a c i ó n  d e l  a n á l i s i s ,

q u e e s e n c i a l m e n t e s i g n i f i c a o b t e n e r t e o r e m a s s o b r e f u n c i o n e s c o n t i n u a s

u s a n d o  s o l o  n ú m e r o s ,  n o  c u r v a s  o  á r e a s .  E s a  a r i t m e t i z a c i ó n  a c a b a  l l e v a n d o

e l a n á l i s i s m á s h a c i a l o s t e r r i t o r i o s d e l á l g e b r a y l a t e o r í a d e n ú m e r o s ,

c a m p o s q u e h a s t a e n t o n c e s s e h a b í a n d e d i c a d o a e n t e s m a t e m á t i c o s y

f e n ó m e n o s 1 0 0 % d i s c r e t o s .  L o q u e o c u r r e  e n e l  a n á l i s i s  d e l  s i g l o X I X  s e r á

u n a  s e p a r a c i ó n  d e  l a  g e o m e t r í a  s i m i l a r  a  l a  d e  l a s m a t e m á t i c a s  g r i e g a s  t r a s

e l  d e s c u b r i m i e n t o  d e  l o s  i r r a c i o n a l e s  p o r  l a  D .  H .  P .

E s t a m o s  d e  n u e v o  a l g o  a d e l a n t a d o s ,  c r o n o l ó g i c a m e n t e  h a b l a n d o .  L a  p r i n c i p a l

c u e s t i ó n r e l a c i o n a d a c o n e l ∞ q u e d e b e  t e n e r s e e n c u e n t a a  l o  l a r g o d e l

s i g u i e n t e p a r d e § s s e r á p o r q u é e x a c t a m e n t e e l c á l c u l o d e b í a h a b e r

r e q u e r i d o e l r i g o r a d i c i o n a l m e n c i o n a d o a n t e s e n e l Glosario de

emergencia  ( e n  e l  c u a l  m á s  o  m e n o s  y a  n o  e s t a m o s ) .  T a m b i é n  v a l e  l a  p e n a

s u b r a y a r , d e n u e v o p a r a s u  f u t u r o u s o , q u e  l a d i s t i n c i ó n m á s  i m p o r t a n t e

e n t r e  l o s  f e n ó m e n o s d i s c r e t o s y c o n t i n u o s e n  l a s m a t e m á t i c a s e s q u e  l o s

p r i m e r o s  s e  p u e d e n  c a r a c t e r i z a r  s i m p l e m e n t e m e d i a n t e  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s ,

m i e n t r a s q u e  l a  c o n t i n u i d a d  r e q u i e r e  t o d o s  l o s n ú m e r o s  r e a l e s ,  i n c l u y e n d o

l o s  i r r a c i o n a l e s .

R e s u l t a q u e u n a f i g u r a i m p o r t a n t e t a n t o e n l a a r i t m e t i z a c i ó n d e l a n á l i s i s

c o m o e n l a s m a t e m á t i c a s d e l ∞ B e r n a r d P . B o l z a n o ( 1 7 8 1 - 1 8 4 8 ) d e l a

U n i v e r s i d a d d e  P r a g a .  P o r  d i v e r s a s  r a z o n e s  e s t e  e s  e l  l u g a r  a d e c u a d o p a r a

h a b l a r  d e  é l ,  a u n q u e p a r a h a c e r l o  t e n d r e m o s q u e e n t r a r  b r e v e m e n t e  e n e l

s i g l o  X I X  y  l u e g o  s a l t a r  d e  n u e v o  h a c i a  a t r á s  e n  e l  p r ó x i m o  §  .  E n  t é r m i n o s

d e  a r i t m e t i z a c i ó n ,  e l  p a d r e  B o l z a n o  e s  e l m e n o s  c o n o c i d o  d e  u n  c u a r t e t o  d e

m a t e m á t i c o s q u e f u e r o n p i o n e r o s d e l o q u e s e a c a b ó c o n o c i e n d o c o m o

« a n á l i s i s  r i g u r o s o »  a  p r i n c i p i o s  d e l  s i g l o  X I X ,  s i e n d o  l o s  o t r o s  t r e s  A u g u s t i n -

L o u i s  C a u c h y ,  N i e l s  A b e l ,  y  P e t e r  G u s t a v  L o j e u n e D i r i c h l e t .  C a u c h y  t i e n d e  a

r e c i b i r m a y o r  r e c o n o c i m i e n t o  g r a c i a s ,  p r i n c i p a l m e n t e ,  a  s u C o u r s  d ’ A n a l y s e

( 1 8 2 1 ) ,  q u e  d u r a n t e  c i e n t o  c i n c u e n t a  a ñ o s  f u e  e l  l i b r o  d e  t e x t o  e s t á n d a r  d e

m a t e m á t i c a s  s u p e r i o r e s  e n  E u r o p a .  A  g r a n d e s  r a s g o s ,  e l  p r o y e c t o  d e  C a u c h y
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i m p l i c a i n t e n t a r r e s c a t a r e l c á l c u l o d e s u s d i f i c u l t a d e s m e t a f í s i c a s
115

d e f i n i e n d o l o s i n f i n i t e s i m a l e s r i g u r o s a m e n t e e n t é r m i n o s d e l í m i t e s , p e r o

b u e n a p a r t e d e l a n á l i s i s d e C a u c h y  t o d a v í a e s t á  l i g a d o a  l a g e o m e t r í a d e

m o d o s  q u e  a c a b a n  c a u s a n d o  p r o b l e m a s .  E s  e n  r e a l i d a d  B o l z a n o ,  e n  s u  o b r a

d e 1 8 1 7 R e i n a n a l y t i s c h e r B e w e i s d e s  L e h r s a t z e s … ,
116

 q u i e n d a  l a p r i m e r a

d e m o s t r a c i ó n p u r a m e n t e  a r i t m é t i c a d e  u n  t e o r e m a q u e  i n v o l u c r a  f u n c i o n e s

c o n t i n u a s .
117

 E n e s t e m i s m o  l i b r o p r o p o r c i o n a  l o q u e a h o r a  s e  c o n s i d e r a  l a

d e f i n i c i ó n m a t e m á t i c a c o r r e c t a d e l a c o n t i n u i d a d : f (x ) e s c o n t i n u a e n e l

i n t e r v a l o A  s i  e n  c u a l q u i e r  p u n t o  a  d e A  l a  d i f e r e n c i a f (a  +  δ ) − f (a )  p u e d e

h a c e r s e t a n p e q u e ñ a c o m o s e q u i e r a h a c i e n d o q u e δ s e a a r b i t r a r i a m e n t e

p e q u e ñ a . E n r e a l i d a d , B o l z a n o r e p r e s e n t a o t r a c l a r a m a n i f e s t a c i ó n d e  l o s

c a p r i c h o s d e l a f a m a m a t e m á t i c a . A l g o d e e s t o r e s u l t a r á a q u í

d e s c o n t e x t u a l i z a d o y a n t e  r e m , p e r o p a r a  s u  i n f o r m a c i ó n , p o r e j e m p l o ,  s u

m é t o d o p a r a d e t e r m i n a r  s i  u n a  s e r i e  e s  c o n t i n u a  t o d a v í a  s e u s a h o y ,  y  s e

a t r i b u y e  a  C a u c h y .  O  q u e  B o l z a n o  f u e  e l  p r i m e r m a t e m á t i c o  e n  o b t e n e r  u n a

f u n c i ó n q u e e s c o n t i n u a p e r o n o d i f e r e n c i a b l e  ( e s d e c i r ,  s i n d e r i v a d a ) , u n

r e s u l t a d o q u e d e r r i b ó l a s u p o s i c i ó n d e l c á l c u l o t e m p r a n o d e q u e l a

c o n t i n u i d a d y l a d i f e r e n c i a c i ó n i b a n d e l a m a n o , y f u e c o m p l e t a m e n t e

i g n o r a d o .  L a  c o n s t r u c c i ó n  p o r  K a r l  W e i e r s t r a s s  d e  u n a  f u n c i ó n  s i m i l a r ,  t r e i n t a

a ñ o s  m á s  t a r d e ,  f u e  c e l e b r a d a  c o m o  s u  « d e s c u b r i m i e n t o » .
118

T o d o  e s t o  a c a b a r á  s i e n d o m á s  i m p o r t a n t e  d e  l o  q u e  p a r e c e  a h o r a m i s m o ,  e n

p a r t i c u l a r  l a  i d e a  d e  l a  c o n t i n u i d a d  c o m o  u n a  p r o p i e d a d  a r i t m é t i c a .  P e r o  e s  e l

115 SEI Respecto a lo cual, de nuevo, véase lo que viene inmediatamente después y § 4 algo después.
116 SEI = «Demostración Puramente Analítica…». El título entero tiene una longitud de veintidós palabras y usted
no quiere verlo.
117 La demostración específica es que los polinomios algebraicos son continuos, lo cual es menos relevante que las
conexiones entre el hecho de que una función sea continua en un intervalo y que una serie/sucesión de funciones
sea convergente en un intervalo. Estas conexiones empiezan a volverse realmente importantes en § 5.
118 Para adelantarnos todavía más: en § 5e se analizará con cierta extensión una importante hipótesis de Bolzano
acerca de sucesiones infinitas y puntos límite, una hipótesis que Weierstrass también redescubrió y demostró,
aunque respecto a esto la historia fue amable con Bernard Bolzano y nombró este resultado teorema de Bolzano-
Weierstrass, el cual resulta ser importante para la teoría de Dedekind de los números irracionales. (Para su
información, no hay ninguna indicación de que Weierstrass plagiara a Bolzano ni nada parecido. Este tipo de
descubrimientos paralelos se producen a menudo en las matemáticas).
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t r a b a j o p o s t e r i o r d e B o l z a n o s o b r e c a n t i d a d e s i n f i n i t a s
119

 l o q u e r e s u l t a

p e r t i n e n t e a q u í , a u n q u e s o l o s e a p o r q u e e s l a c o n e x i ó n h i s t ó r i c a m á s

i m p o r t a n t e e n t r e l a s D o s n u e v a s c i e n c i a s d e G a l i l e o y e l t r a b a j o d e

D e d e k i n d / C a n t o r . P o r  l o m e n o s , B o l z a n o , q u e e r a u n a e s p e c i e d e h e r e j e ,

t a n t o m a t e m á t i c a c o m o r e l i g i o s a m e n t e ( p o r e j e m p l o , f u e f i n a l m e n t e

e x p u l s a d o  d e  l a  U n i v e r s i d a d  d e  P r a g a  p o r  s u s  s e r m o n e s  c o n t r a  l a  g u e r r a ) ,  e s

e l p r i m e r m a t e m á t i c o d e s d e G a l i l e o e n t r a t a r d e m a n e r a e x p l í c i t a l a

d i s t i n c i ó n  e n t r e  l o s  i n f i n i t o s  r e a l  y  p o t e n c i a l  d e  A r i s t ó t e l e s .  C o m o  l a s  D N C ,  l a

o b r a  d e  B o l z a n o  L a s  p a r a d o j a s  d e l  i n f i n i t o  e s  p r o f u n d a m e n t e  a n t i - a r i s t o t é l i c a ,

a u n q u e  t a m b i é n  h a y  d i f e r e n c i a s  i m p o r t a n t e s :  l o s  a r g u m e n t o s  d e  B o l z a n o  s o n

m u c h o m á s m a t e m á t i c o s  q u e  l o s  d e G a l i l e o ,  y  t a m b i é n  s u m o t i v a c i ó n .  P a r a

m e n c i o n a r o t r a v e z a l g u n a s c o s a s q u e d e s p u é s s e d e s a r r o l l a r á n c o n m á s

d e t a l l e ,  l o q u e  i m p u l s a  l a s P . d e l  I .  t i e n e q u e v e r c o n c i e r t a s d i f i c u l t a d e s

m e t a f í s i c a s  r e l a c i o n a d a s  c o n e l d e s p l i e g u e d e c a n t i d a d e s e  i n c r e m e n t o s d e

t i p o ∞  e n  e l  c á l c u l o .  P r á c t i c a m e n t e ,  t o d o s  l o s  m a t e m á t i c o s  p o s c á l c u l o  h a b í a n

i n t e n t a d o e s q u i v a r u o f u s c a r e s a s d i f i c u l t a d e s i n v o c a n d o v a g a m e n t e a

A r i s t ó t e l e s  y  s u p o n i e n d o  q u e  t o d o s  l o s  ∞ q u e  e s t a b a n m a n e j a n d o  e r a n  s o l o

p o t e n c i a l e s o « i n c o m p l e t o s » ( e s t a e r a l a i d e a b á s i c a t r a s l o s l í m i t e s

c a u c h i a n o s ) . Q u e B o l z a n o i n t e n t a r a a b r i r g r a n d e s h e n d i d u r a s e n d i c h a

s u p o s i c i ó n e s u n a r a z ó n p o r  l a q u e s u t r a b a j o r e c i b i ó  t a n p o c a a t e n c i ó n .

T a m b i é n p o r e l l o , e l p r o f e s o r C a n t o r , q u e t i e n d e a s e r u n i f o r m e m e n t e

v i t r i ó l i c o  h a c i a  l a  m a y o r  p a r t e  d e  l o s  t r a t a m i e n t o s  h i s t ó r i c o s  d e l  ∞ ,  a  m e n u d o

d e s t a c a  a  B o l z a n o  c o n  e s p e c i a l  a p r o b a c i ó n .
120

P .  d e l  I .  e s  l a  c o n s e c u e n c i a  d e  l o s  i n t e r e s e s  c o m b i n a d o s  d e  B o l z a n o  p o r  l a s

f u n c i o n e s ,  l a s  c o l e c c i o n e s  i n f i n i t a s y  l a  r e c t a  r e a l . R e s u l t a q u e a e s t e  l i b r o

s o l o l e f a l t a n a l g u n o s c o n c e p t o s p a r a i n v e n t a r l a t e o r í a d e c o n j u n t o s

m o d e r n a : « m o d e r n a » e n e l s e n t i d o d e s e r c a p a z d e t r a t a r c o n j u n t o s

119 Concretamente su Paradoxien des Unendlichen de 1851, que ni siquiera estuvo disponible en inglés (como
Paradoxes of the Infinite) hasta 1950.
120 SEI Véase, por ejemplo, la versión inglesa de la obra de Cantor «Foundations of the Theory of Manifolds», que
está en la Bibliografía en el apartado de Artículos y Ensayos.
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i n f i n i t o s .
121

 U n a d e  l a s  i m p o r t a n t e s m a n e r a s e n q u e a n t i c i p a e l  t r a b a j o d e

C a n t o r e s q u e e x p r e s a a b i e r t a m e n t e a l g o q u e s o l o e s t a b a  i m p l í c i t o e n  l a

p a r a d o j a  d e  G a l i l e o ,  e s  d e c i r ,  l a  i d e a  d e  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  u n o  a  u n o  c o m o

u n m o d o d e e s t a b l e c e r l a e q u i v a l e n c i a d e d o s c o n j u n t o s . E l e n f o q u e d e

B o l z a n o r e s p e c t o a l a p a r a d o j a d e G a l i l e o e s p u r a m e n t e a b s t r a c t o , y

c a n t o r i a n o . C o n s i s t e e n t o m a r a l g o q u e G a l i l e o h a b í a a t r i b u i d o a l a s

l i m i t a c i o n e s d e l a m e n t e h u m a n a y c o n s i d e r a r l o c o m o u n a p r o p i e d a d

i n t r í n s e c a  d e  l o s  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s ;  o  s e a ,  e l  h e c h o  d e  q u e  u n  s u b c o n j u n t o

d e u n c o n j u n t o i n f i n i t o p u e d e t e n e r t a n t o s e l e m e n t o s c o m o e l c o n j u n t o

m i s m o . C o m o v a m o s a v e r , t r a s G e o r g C a n t o r ( c u y o p r o p i o t r a b a j o f u e

c o n t r o v e r t i d o p e r o p a r a n a d a  i g n o r a d o ) ,  l o s m a t e m á t i c o s e n t e n d i e r o n q u e

e s a p r o p i e d a d e r a , d e h e c h o ,  l a c a r a c t e r í s t i c a d i s t i n t i v a d e l o s c o n j u n t o s

i n f i n i t o s ,  y  l a  d e f i n i c i ó n m a t e m á t i c a  f o r m a l  d e  c o n j u n t o  i n f i n i t o  s e  b a s a  a h o r a

e n  e s t a  e x t r a ñ a  e q u i v a l e n c i a .

O b s e r v e  t a m b i é n  q u e  l a  v e r s i ó n  d e G a l i l e o  d e  l a  e q u i v a l e n c i a  i m p l i c a b a  s o l o

l o s g r a n d e s ∞ d e t o d o s l o s e n t e r o s y t o d o s l o s c u a d r a d o s p e r f e c t o s . E s

B o l z a n o q u i e n f o r m u l a p o r p r i m e r a v e z l a e q u i v a l e n c i a e n t r e l o s d e n s o s ,

z e n o i c o s p e q u e ñ o s ∞ d e  l a  r e c t a  r e a l .  L o h a c e  e n P .  d e l  I .  e x a m i n a n d o e l

c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s  e n t r e  0  y  1 ,  e s  d e c i r ,  e l  c o n j u n t o d e

t o d o s  l o s p u n t o s e n e l  i n t e r v a l o c e r r a d o [ 0 , 1 ] d e  l a r e c t a r e a l . B o l z a n o

c o n s i d e r a  l a  f u n c i ó n  e l e m e n t a l
122 y  =  2 x  y  o b s e r v a  q u e  s i  l o s  v a l o r e s  d e x  d e

s u  d o m i n i o  s o n  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  [ 0 ,  1 ] ,  l a  f u n c i ó n  a s i g n a r á  a  c a d a x  u n

ú n i c o  v a l o r  d e  y  e n  e l  i n t e r v a l o  c e r r a d o  m á s  l a r g o  [ 0 ,  2 ] .  D e m o d o  q u e  0 , 2 6

c o r r e s p o n d e r á  a  0 , 5 2 ;  0 , 7 4 ,  a  1 , 4 8 ;  0 , 6 2 4 1 3 4 0 2 1 … ,  a  1 , 2 4 8 2 6 8 0 4 2 … ,  y  a s í

s u c e s i v a m e n t e .  E n  o t r a s  p a l a b r a s ,  u n a  p e r f e c t a  c o r r e s p o n d e n c i a  u n o  a  u n o :

h a y  e x a c t a m e n t e  t a n t o s  p u n t o s  d e  l a  r e c t a  r e a l  e n  [ 0 ,  1 ]  c o m o  l o s  h a y  e n  [ 0 ,

2 ] . Y  ( c o m o a h o r a p a r e c e o b v i o , p e r o B o l z a n o  f u e e l p r i m e r o e n s e ñ a l a r )

121 Como veremos en § 7, la mayor parte de la teoría formal de conjuntos es trivial si se supone que solo existen los
conjuntos finitos.
122 Como Cantor, Bolzano tiene un don para elaborar demostraciones simples, y con imágenes convincentes, de
proposiciones muy abstractas.
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s i m p l e m e n t e  c a m b i a n d o  e l  c o e f i c i e n t e  d e x  e n  l a  f u n c i ó n  p o r  c u a l q u i e r  o t r o

e n t e r o , y = 5 x, y = 6 , 5 1 7 x  p u e d e u s t e d d e m o s t r a r q u e h a y e x a c t a m e n t e

t a n t o s n ú m e r o s  r e a l e s e n t r e 0 y 1 c o m o e n t r e 0 y c u a l q u i e r o t r o n ú m e r o

f i n i t o  e n  e l  q u e  p u e d a  p e n s a r . *

*Interpolación de tipo SEI

E n  r e a l i d a d ,  c o m o  y a  v i m o s  e n  §  2 e ,  e l  n ú m e r o  d e  p u n t o s  e n  [ 0 ,  1 ]  e s  i g u a l

a  l a  d e  p u n t o s  e n  t o d a  l a  r e c t a  r e a l  e x t e n d i é n d o s e  i n f i n i t a m e n t e  e n  a m b a s

d i r e c c i o n e s . A u n q u e l a d e m o s t r a c i ó n f o r m a l d e e s t o e s b a s t a n t e

e l a b o r a d a ,
123

 u n a d e m o s t r a c i ó n d e l a e q u i v a l e n c i a e s t á d e n t r o d e l a s

c a p a c i d a d e s d e l e s c o l a r m e d i o . T o m e e l s e g m e n t o d e l a r e c t a r e a l

c o r r e s p o n d i e n t e a  [ 0 , 1 ] y  s u s p é n d a l o  p o r e n c i m a d e  l a  r e c t a  r e a l  e n t e r a ,

l u e g o  s i t ú e  l a  p u n t a  d e  u n  c o m p á s  e n  e l  p u n t o m e d i o  e x a c t o  d e l  s e g m e n t o  y

t r a c e  l a  m i t a d  i n f e r i o r  d e  u n  c í r c u l o  C  c u y o  d i á m e t r o  e s  1 ,
124

 y  d i s p ó n g a l o  d e

e s e  m o d o :

T o m e  c u a l q u i e r  p u n t o  d e  l a  r e c t a  r e a l  y  t r a c e  u n a  r e c t a  L  d e s d e  e s t e  p u n t o

h a s t a  e l  c e n t r o  d e  C ,  e s  d e c i r ,  h a s t a  e l  p u n t o m e d i o  d e l  d i á m e t r o .  S e a  c u a l

s e a e l p u n t o d e  i n t e r s e c c i ó n c o n  l a s e m i c i r c u n f e r e n c i a  i n f e r i o r , t r a c e u n a

123 SEI Véase § 7d, o, si está regresando desde § 7d, ahora puede ver por qué aquí entramos con tanto detalle en
esta equivalencia.
124 Es decir; que el diámetro es el propio intervalo [0, 1]. (SEI La longitud del arco hemisférico será obviamente,
pero esto no nos preocupa realmente).
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r e c t a  v e r t i c a l  d e s d e  d i c h o  p u n t o  h a s t a  q u e  c o r t e  a l  d i á m e t r o  [ 0 ,  1 ] ,  d e  n u e v o

c o m o  s e  i n d i c a :

A s í ,  c u a l q u i e r  p u n t o  d e  l a  r e c t a  r e a l  p u e d e , m e d i a n t e  u n a  L 1 ,  L 2 ,  L 3 , … ,  L n ,

s e r  p u e s t o  e n  c o r r e s p o n d e n c i a  u n o  a  u n o  c o n  u n  p u n t o  d e  [ 0 ,  1 ] .  Q  . E .  D .

Fin de la interpolación

P r e m o n i c i o n e s  t é c n i c a s  a p a r t e ,  L a s  p a r a d o j a s  d e l  i n f i n i t o  e s  t a m b i é n  n o t a b l e

p o r  s u s  i n t e n c i o n e s m e t a f í s i c a s .  E n  e s t o ,  t a m b i é n ,  s e  p a r e c e  a  l a s D N C y  a

p a r t e d e l t r a b a j o p o s t e r i o r d e C a n t o r . L a p o s t u r a b á s i c a d e B o l z a n o e s

d e s a u t o r i z a r  l a  c a d e n a  a r i s t o - e s c o l á s t i c a  d e l  s e r .  C r e e  q u e  e l  u n i v e r s o  c r e a d o

e s  a  l a  v e z  i n f i n i t o  e n  e x t e n s i ó n  e  i n f i n i t a m e n t e  d i v i s i b l e .  L a  « E t e r n i d a d »  e s

s i m p l e m e n t e  u n ∞  t e m p o r a l .  C o m o  l a  m a y o r í a  d e  l o s m a t e m á t i c o s  r e l i g i o s o s

d e s d e P i t á g o r a s h a s t a G ö d e l ,
125

 B o l z a n o c r e e q u e  l a s m a t e m á t i c a s s o n e l

l e n g u a j e d e D i o s y q u e s e p u e d e n o b t e n e r y d e m o s t r a r m a t e m á t i c a m e n t e

p r o f u n d a s  v e r d a d e s m e t a f í s i c a s .  L o  q u e  l e  f a l t a ,  e n  t é r m i n o s  d e  a m p l i a r  s u s

i n s p i r a c i o n e s s o b r e t a m a ñ o s ∞ , d e n s i d a d e s y e q u i v a l e n c i a s a v e r d a d e r o s

t e o r e m a s ,  s o n  l o s  c o n c e p t o s  d e  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s  a c e r c a  d e  l a  c a r d i n a l i d a d ,

o r d i n a l i d a d  y  p o t e n c i a  t a l  c o m o  s e  a p l i c a n  a  c o l e c c i o n e s  d e  p u n t o s .
126

 P u e d e

e s t a b l e c e r y d e m o s t r a r  l a e x t r a ñ a e q u i v a l e n c i a d e c o n j u n t o s / s u b c o n j u n t o s

i n f i n i t o s , y p u e d e v i s l u m b r a r q u e s u r e l a c i ó n n o e s c o n t r a d i c t o r i a , s i n o

125 Esto incluye a Cantor en algunas de sus declaraciones menos cautelosas o equilibradas.
126 SEI Una vez más, todo eso se define y analiza en § 7.
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p a r a d i g m á t i c a .  P e r o  n o  t i e n e  m a n e r a  d e  c o n v e r t i r  s u s  d e m o s t r a c i o n e s  e n  u n a

a u t é n t i c a  t e o r í a  d e  l o s  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s  y  s u s  r e l a c i o n e s ,  c o m p o r t a m i e n t o s ,

e t c .  L a  p r i n c i p a l  r a z ó n d e  e l l o — p o r  e x t r a ñ o  q u e  p u e d a p a r e c e r  a h o r a — e s

q u e e n l a e r a d e B o l z a n o t o d a v í a n o h a y n i n g u n a t e o r í a c o h e r e n t e d e l

s i s t e m a d e l o s n ú m e r o s r e a l e s , n i n g u n a d e f i n i c i ó n r i g u r o s a d e n ú m e r o

i r r a c i o n a l .
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Capítulo Cuatro

§ 4a.

E l  c o n s e n s o  a c a d é m i c o  e s  q u e  h a  h a b i d o  t r e s  g r a n d e s  p e r í o d o s  d e  c r i s i s  e n

l o s f u n d a m e n t o s d e l a s m a t e m á t i c a s o c c i d e n t a l e s . E l p r i m e r o f u e r o n l o s

i n c o n m e n s u r a b l e s p i t a g ó r i c o s . E l t e r c e r o e s l a e r a ( e n l a q u e s e p u e d e

a r g u m e n t a r  q u e  e s t a m o s  t o d a v í a )  t r a s  l a s  d e m o s t r a c i o n e s  d e  i n c o m p l e t i t u d

d e G ö d e l  y  e l  d e r r u m b e  d e  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s  c a n t o r i a n a .
127

 L a  s e g u n d a

g r a n  c r i s i s  e n v o l v i ó  e l  d e s a r r o l l o  d e l  c á l c u l o .

A h o r a l a  i d e a v a a s e r t r a z a r d e f o r m a r e s u m i d a c ó m o l a s m a t e m á t i c a s

t r a n s f i n i t a s e v o l u c i o n a n g r a d u a l m e n t e a p a r t i r d e c i e r t a s t é c n i c a s y

p r o b l e m a s  a s o c i a d o s  c o n  e l  c á l c u l o / a n á l i s i s .  E n  o t r a s  p a l a b r a s ,  c o n s t r u i r  u n

a n d a m i a j e c o n c e p t u a l p a r a c o n t e m p l a r y v a l o r a r l o s l o g r o s d e G e o r g

C a n t o r .
128

 C o m o s e h a m e n c i o n a d o , e s t o  s i g n i f i c a  i r d i a c r ó n i c a m e n t e h a c i a

a t r á s ,  h a c i a  d o n d e  e s t a b a  l a  l í n e a  t e m p o r a l  o r i g i n a l  a l  f i n a l  d e  §  3 a .

O s e a , q u e a h o r a e s t a m o s c e r c a d e l f i n d e l s i g l o X V I I , l a é p o c a d e l a

R e s t a u r a c i ó n y e l  s i t i o d e V i e n a , d e p e l u c a s a l t a s c o m o  t o r r e s y p a ñ u e l o s

p e r f u m a d o s , e t c . S i n d u d a , y a s a b e q u e e l c á l c u l o f u e e l d e s c u b r i m i e n t o

m a t e m á t i c o m á s  i m p o r t a n t e d e s d e E u c l i d e s . U n a v a n c e  f u n d a m e n t a l e n  l a

c a p a c i d a d  d e  l a s m a t e m á t i c a s  p a r a  r e p r e s e n t a r  l a  c o n t i n u i d a d  y  e l  c a m b i o  y

l o s p r o c e s o s d e l m u n d o r e a l . Y a s e h a h a b l a d o d e a l g o d e e s t o .

P r o b a b l e m e n t e t a m b i é n s a b e q u e a I s a a c N e w t o n y / o G o t t f r i e d W i l h e l m

L e i b n i z  s e  l e s  s u e l e  a t r i b u i r  s u  d e s c u b r i m i e n t o .
129

T a m b i é n  p o d r í a  s a b e r — o  p o r  l o m e n o s  s e r  c a p a z  d e  a n t i c i p a r  a  p a r t i r  d e  l a

c r o n o l o g í a  d e  §  3 a —  q u e  l a  i d e a  d e  u n a  a t r i b u c i ó n  e x c l u s i v a  o  i n c l u s o  d u a l  e s

127 Decisión del Alto Mando: vamos a dejar de decir «véase más adelante» todo el rato y a suponer simplemente
que de aquí en adelante resultará obvio cuándo es oportuno.
128 SEI Como se ha mencionado, aquí el objetivo retórico es preparar la discusión para que no sea grotescamente
reduccionista pero a la vez sea lo bastante clara y simple para que se pueda seguir incluso si usted no estudió
matemáticas superiores. Es cierto que estaría bien si las hubiera estudiado, pero, por favor, tenga por seguro que
se han hecho considerables esfuerzos y se ha pasado por muchas fatigas para que no sea necesario.
129 De hecho hubo una gran disputa en las matemáticas europeas acerca del verdadero inventor; en concreto,
acerca de si Leibniz, cuyo primer artículo relacionado con el cálculo es de 1674, había plagiado a Newton, cuyo De
analysi per aequationes numero terminorum infinitas circulaba privadamente en 1669.
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a b s u r d a , c o m o l o e s l a n o c i ó n d e q u e l o q u e a h o r a l l a m a m o s c á l c u l o

c o r r e s p o n d a a  c u a l q u i e r  i n v e n c i ó n  i n d i v i d u a l .  I n c l u s o ,  s e g ú n e l m á s  s i m p l e

d e  l o s  r e c u e n t o s ,  l a a u t o r í a  t e n d r í a q u e s e r c o m p a r t i d a p o r a l m e n o s u n a

d o c e n a  d e m a t e m á t i c o s  e n  I n g l a t e r r a ,  F r a n c i a ,  I t a l i a  y  A l e m a n i a  q u e  e s t a b a n

t o d o s o c u p a d í s i m o s r a m i f i c a n d o e l t r a b a j o d e K e p l e r y d e G a l i l e o s o b r e

f u n c i o n e s , s e r i e s  i n f i n i t a s y  l a s p r o p i e d a d e s d e  l a s c u r v a s , m o t i v a d o s ( e s

d e c i r q u e  l o e s t a b a n , c o m o y a s e h a m e n c i o n a d o ) p o r c i e r t o s p r o b l e m a s

c i e n t í f i c o s u r g e n t e s q u e t a m b i é n e r a n , o b i e n p r o b l e m a s m a t e m á t i c o s , o

a b o r d a b l e s  c o m o  t a l e s .

E s t o s  e r a n  a l g u n o s  d e  l o s  p r o b l e m a s m o t i v a d o r e s m á s  u r g e n t e s :  c a l c u l a r  l a

v e l o c i d a d  y  l a  a c e l e r a c i ó n  i n s t a n t á n e a s  ( f í s i c a ,  d i n á m i c a ) ,  h a l l a r  l a  t a n g e n t e  a

u n a c u r v a ( ó p t i c a , a s t r o n o m í a ) , h a l l a r  l a l o n g i t u d d e u n a c u r v a , e l á r e a

d e l i m i t a d a p o r u n a c u r v a , e l v o l u m e n d e l i m i t a d o p o r u n a s u p e r f i c i e

( a s t r o n o m í a , i n g e n i e r í a ) , h a l l a r e l v a l o r m á x i m o / m í n i m o d e u n a f u n c i ó n

( c i e n c i a m i l i t a r , e s p . a r t i l l e r í a ) . P r o b a b l e m e n t e h a b í a a l g u n a s m á s . A h o r a

s a b e m o s q u e t o d o s e s t o s p r o b l e m a s e s t á n e s t r e c h a m e n t e r e l a c i o n a d o s :

t o d o s  s o n  a s p e c t o s  d e l  c á l c u l o .  P e r o  l o s  m a t e m á t i c o s  q u e  t r a b a j a b a n  e n  e l l o s

e n e l s i g l o X V I I n o  l o s a b í a n , y N e w t o n y L e i b n i z s í m e r e c e n u n e n o r m e

r e c o n o c i m i e n t o  p o r  v e r  y  c o n c e p t u a l i z a r  l a s  r e l a c i o n e s  e n t r e ,  p o r  e j e m p l o ,  l a

v e l o c i d a d  i n s t a n t á n e a d e u n p u n t o y e l á r e a d e l i m i t a d a p o r  l a c u r v a q u e

d e s c r i b e  s u m o v i m i e n t o ,  o  l a  t a s a  d e  v a r i a c i ó n  d e  u n a  f u n c i ó n  y  e l  á r e a  d a d a

p o r  u n a  f u n c i ó n  c u y a  t a s a  d e  v a r i a c i ó n  c o n o c e m o s .  F u e r o n  N e w t o n  y  L e i b n i z

l o s p r i m e r o s e n v e r e l b o s q u e — o s e a ,  e l  t e o r e m a  f u n d a m e n t a l d e q u e  l a

d i f e r e n c i a c i ó n y  l a  i n t e g r a c i ó n s o n  i n v e r s a s m u t u a s — y  f u e r o n c a p a c e s d e

o b t e n e r  u n m é t o d o g e n e r a l  q u e  f u n c i o n a b a  c o n  t o d o s  l o s  p r o b l e m a s  d e  l o s

t i p o s  m e n c i o n a d o s .  S o b r e  e l  p r o p i o  m i s t e r i o  d e  l a  c o n t i n u i d a d .  A u n q u e  n o  s i n

t e n e r  q u e  d a r  r o d e o s  p a r a  e v i t a r  a l g u n a s  h o r r i b l e s  g r i e t a s  e n  e s t e  b o s q u e ,  y

c i e r t a m e n t e  n o  s i n  t o d o  t i p o  d e  á r b o l e s  p r e l i m i n a r e s  e n  f o r m a  d e  r e s u l t a d o s

y  d e s c u b r i m i e n t o s  d e  o t r a s  p e r s o n a s .  A d e m á s  d e  l o s  y a m e n c i o n a d o s  e n  l a

c r o n o l o g í a ,  e s t á n ,  p o r  e j e m p l o :



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

135 Preparado por Patricio Barros

· 1 6 2 9  -  P i e r r e  d e  F e r m a t  y  s u m é t o d o  p a r a  h a l l a r  l o s  v a l o r e s m á x i m o  y

m í n i m o  d e  u n a  c u r v a  p o l i n ó m i c a ;

· h a c i a  1 6 3 5  - G i l l e s  P e r s o n n e  d e R o b e r v a l  y  s u  d e s c u b r i m i e n t o  d e  q u e

l a  t a n g e n t e a u n a c u r v a s e p o d í a e x p r e s a r c o m o u n a f u n c i ó n d e  l a

v e l o c i d a d  d e  u n  p u n t o  m ó v i l  c u y a  t r a y e c t o r i a  d a  l a  c u r v a ;
130

· 1 6 3 5  -  F r a n c e s c o  B o n a v e n t u r a  C a v a l i e r i  y  s u m é t o d o  d e  l o s  i n d i v i s i b l e s

p a r a  c a l c u l a r  á r e a s  b a j o  c u r v a s ;

· 1 6 4 4  -  I s a a c  B a r r o w  y  s u  m é t o d o  d e  l a s  t a n g e n t e s  g e o m é t r i c o .

A d e m á s , h a c i a 1 6 6 8 , h a y u n p á r r a f o  m u y p r e m o n i t o r i o e n e l p r e f a c i o a  l a

o b r a  d e  J a m e s  G r e g o r y Geometriae Pars Universalis  c u y o  p u n t o  d e s t a c a d o  e s

q u e l a d i v i s i ó n r e a l m e n t e i m p o r t a n t e d e l a s m a t e m á t i c a s n o e s e n

g e o m é t r i c a s  y  a r i t m é t i c a s ,  s i n o  e n  u n i v e r s a l e s  y  p a r t i c u l a r e s . M o t i v o  p o r  e l

q u e  e s  p r e m o n i t o r i o :  v a r i o s m a t e m á t i c o s  d e s d e  E u d o x o  h a s t a  F e r m a t  h a b í a n

i n v e n t a d o y p u e s t o e n p r á c t i c a m é t o d o s p r o p i o s d e l  c á l c u l o , p e r o s i e m p r e

g e o m é t r i c a m e n t e y s i e m p r e e n r e l a c i ó n c o n p r o b l e m a s e s p e c í f i c o s . S o n

N e w t o n  y  L e i b n i z  q u i e n e s  c o m b i n a n  l o s  d i v e r s o s m é t o d o s  d e  l a s  l a t i t u d e s  y

l o s  i n d i v i s i b l e s y d e m á s e n u n a ú n i c a  t é c n i c a a r i t m é t i c a c u y a a m p l i t u d y

g e n e r a l i d a d ( e s d e c i r , s u a b s t r a c c i ó n ) s o n s u g r a n f u e r z a .
131

 P e r o s u s

f o r m a c i o n e s  y  e n f o q u e s  s o n  d i f e r e n t e s .  N e w t o n  l l e g a  a l  c á l c u l o  a  t r a v é s  d e l

m é t o d o  d e  l a s  t a n g e n t e s  d e  B a r r o w ,  e l  t e o r e m a  d e l  b i n o m i o  y  e l  t r a b a j o  d e

W a l l i s s o b r e s e r i e s  i n f i n i t a s . L a r u t a d e L e i b n i z  i n c l u y e f u n c i o n e s , p a u t a s

n u m é r i c a s  l l a m a d a s « s u c e s i o n e s d e  s u m a s y  s u c e s i o n e s d e d i f e r e n c i a s » , y

130 Disculpas por esta terrible sintaxis: no hay una manera fina de comprimir a Roberval.
131 Por ello, intentar resolver la cuestión de la autoría diciendo que Newton inventó el cálculo diferencial, y Leibniz,
el cálculo integral (como a algunos profesores de matemáticas les gusta hacer), lleva a confusión y es erróneo. Lo
importante es que Newton y Leibniz entendieron que el problema de las tangentes (= velocidad instantánea) y el
problema de las cuadraturas (= áreas bajo curvas) eran dos aspectos de un mismo problema más amplio (= el de
la continuidad) y, por lo tanto, se podían tratar mediante el mismo método general. La única razón por la que
Newton y Leibniz son inmortales de las matemáticas es que no separaron el cálculo del modo en que lo hacen los
cursos introductorios. [Esta última afirmación del autor es quizás exagerada, puesto que Newton y Leibniz hicieron
otras importantes contribuciones a la ciencia, la técnica y la filosofía, las cuales eran más que suficientes para
garantizar la inmortalidad a ambos. Véase sin ir más lejos la nota siguiente. (N. del t.)].
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u n a d i s t i n t i v a m e t a f í s i c a
132

 s e g ú n  l a  c u a l  u n a  c u r v a  p o d í a  s e r  t r a t a d a  c o m o

u n a  s u c e s i ó n o r d e n a d a d e p u n t o s  s e p a r a d o s p o r u n a d i s t a n c i a  l i t e r a l m e n t e

i n f i n i t e s i m a l .  ( E n  p o c a s  p a l a b r a s ,  p a r a  L e i b n i z  l a s  c u r v a s  s o n  g e n e r a d a s  p o r

e c u a c i o n e s , m i e n t r a s  q u e  l a s  c a n t i d a d e s  q u e  v a r í a n  a  l o  l a r g o  d e  u n a  c u r v a

s o n d a d a s p o r f u n c i o n e s ; s e g u r a m e n t e h e m o s m e n c i o n a d o q u e t i e n e

d e r e c h o s  d e  a u t o r  s o b r e  e l  t é r m i n o  « f u n c i ó n » ) .

N o  v a m o s  a  e n t r a r  d e m a s i a d o  e n  e l  a s u n t o  d e N e w t o n  c o n t r a  L e i b n i z ,  p e r o

l a s d i f e r e n c i a s m e t a f í s i c a s e n s u m a n e r a d e c o n t e m p l a r l a s c a n t i d a d e s

i n f i n i t e s i m a l e s s o n m u y r e l e v a n t e s .
133

 N e w t o n , e n e l f o n d o u n f í s i c o q u e

p e n s a b a e n t é r m i n o s d e v e l o c i d a d y t a s a d e v a r i a c i ó n , u s ó i n c r e m e n t o s

i n f i n i t a m e n t e p e q u e ñ o s e n  l o s v a l o r e s  d e  s u s v a r i a b l e s  c o m o h e r r a m i e n t a s

d e s e c h a b l e s  a l  l l e g a r  a  l a  d e r i v a d a  d e  u n a  f u n c i ó n .  L a  d e r i v a d a d e N e w t o n

e r a b á s i c a m e n t e u n l í m i t e d e t i p o e u d o x i a n o d e l a s r a z o n e s d e d i c h o s

i n c r e m e n t o s c u a n d o s e v o l v í a n a r b i t r a r i a m e n t e p e q u e ñ o s . L e i b n i z , u n

a b o g a d o / d i p l o m á t i c o / c o r t e s a n o / f i l ó s o f o  p a r a  q u i e n  l a s m a t e m á t i c a s  e r a n  u n a

e s p e c i e d e p a s a t i e m p o c o l a t e r a l ,
134

 t e n í a u n a y a m e n c i o n a d a m e t a f í s i c a

i d i o s i n c r á t i c a  q u e  i n v o l u c r a b a  c i e r t o s  e x t r a ñ o s ,  f u n d a m e n t a l e s ,  i n f i n i t a m e n t e

p e q u e ñ o s c o n s t i t u y e n t e s d e t o d a l a r e a l i d a d ,
135

 y s e p u e d e d e c i r q u e

c o n s t r u y ó  s u  c á l c u l o  a l r e d e d o r  d e  l a s  r e l a c i o n e s  e n t r e  e l l o s .  E s a s  d i f e r e n c i a s

t e n í a n  i m p l i c a c i o n e s m e t o d o l ó g i c a s ,  o b v i a m e n t e ,  c o n N e w t o n v i é n d o l o  t o d o

e n  t é r m i n o s  d e  t a s a s  d e  c a m b i o  y  e l  t e o r e m a d e l  b i n o m i o ,  y ,  p o r  l o  t a n t o ,

t e n d i e n d o a r e p r e s e n t a r l a s f u n c i o n e s
136

 c o m o s e r i e s i n f i n i t a s , y L e i b n i z

p r e f i r i e n d o  l o  q u e  s e  c o n o c e  c o m o  « f o r m a s  c e r r a d a s » ,  e v i t a n d o  l a s  s e r i e s  y

u s a n d o s u m a s y f u n c i o n e s t a l c u a l , i n c l u y e n d o f u n c i o n e s t r a s c e n d e n t e s

c u a n d o  l a s  a l g e b r a i c a s  n o  d a b a n  r e s u l t a d o .  A l g u n a s  d e  e s a s  d i f e r e n c i a s  e r a n

s o l o d e g u s t o : p o r e j e m p l o , l o s d o s u s a r o n n o t a c i o n e s y v o c a b u l a r i o s

132  Siendo por supuesto Leibniz, como Descartes, un importante filósofo, de cuya ontología puede haber oído
términos como «sustancia individual», «transcreación», «identidad de indiscernibles» y «mónada sin ventanas».
133 SEI Algo de lo que sigue puede enturbiar un poco la vista de tan abstracto, pero será más fácil de entender
dentro de poco, cuando veamos un ejemplo sencillo.
134 Seguramente todos detestamos ese tipo de personas.
135 SEI O sea, las mónadas mencionadas tres notas al pie antes.
136 SEI Incluso funciones involucradas en problemas de áreas.
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t o t a l m e n t e d i f e r e n t e s , a u n q u e L e i b n i z e r a m e j o r y e n t é r m i n o s g e n e r a l e s

g a n ó .
137

 P a r a n o s o t r o s ,  l o  i m p o r t a n t e e s q u e  l a s v e r s i o n e s d e l c á l c u l o d e

a m b o s h o m b r e s c a u s a r o n s e r i o s p r o b l e m a s a l a s m a t e m á t i c a s c o m o

d i s c i p l i n a  d e d u c t i v a ,  l ó g i c a m e n t e  r i g u r o s a ,  y  f u e r o n  v i g o r o s a m e n t e  a t a c a d a s

a l m i s m o  t i e m p o  q u e  h a c í a n  p o s i b l e  t o d o  t i p o  d e  r e s u l t a d o s  i n c r e í b l e s  e n  l a s

m a t e m á t i c a s y l a c i e n c i a . L a c a u s a d e l a d e b i l i d a d e n l o s f u n d a m e n t o s

d e b e r í a  s e r  f á c i l  d e  v e r ,  t a n t o  s i  e l  p r o b l e m a  e s m e t o d o l ó g i c o  ( e n  e l  c a s o  d e

N e w t o n )  c o m o m e t a f í s i c o  ( c a s o  d e  L e i b n i z ) .  C o m o  s e  h a  m e n c i o n a d o  e n  §  2 b

y  p r o b a b l e m e n t e  e n  a l g u n a  o t r a  p a r t e  ( y  e s  d e  t o d o s m o d o s  b i e n  c o n o c i d o ) ,

e l p r o b l e m a c o n c i e r n e a  l o s  i n f i n i t e s i m a l e s , q u e u n a v e z m á s a  f i n a l e s d e l

s i g l o  X V I I  o b l i g a n  a  t o d o s  a  i n t e n t a r  t r a t a r  c o n  l a s  m a t e m á t i c a s  d e l  ∞ .

L a m e j o r m a n e r a d e h a b l a r d e e s o s p r o b l e m a s e s r e s u m i r d e q u é m o d o

f u n c i o n a  e l  c á l c u l o  t e m p r a n o .  V a m o s  a  h a c e r  u n a  d e d u c c i ó n  n o  m u y  e s t á n d a r

d e  t i p o  c u a d r a t u r a  q u e  c o n s i g u e  i l u s t r a r  v a r i o s  a s p e c t o s  d e  l a  t é c n i c a  d e  u n a

s o l a v e z , d e m a n e r a q u e n o  t e n g a u s t e d q u e a b u r r i r s e  c o n u n m o n t ó n d e

c a s o s d i s t i n t o s . T a m b i é n v a m o s a m e z c l a r e n c i e r t o m o d o l o s d i f e r e n t e s

m é t o d o s  y  t e r m i n o l o g í a s  d e  N e w t o n  y  L e i b n i z ,  p u e s  l a  f i n a l i d a d  a q u í  n o  e s  l a

e x a c t i t u d h i s t ó r i c a , s i n o  l a c l a r i d a d e n  l a  i l u s t r a c i ó n . P o r  l a m i s m a r a z ó n ,

v a m o s a e v i t a r  l o s c a s o s d e c ó m o - h a l l a r - l a - t a n g e n t e y c ó m o - l l e g a r - d e - l a -

v e l o c i d a d - m e d i a - a - l a - v e l o c i d a d - i n s t a n t á n e a  q u e  u s a n  l a  m a y o r í a  d e  l o s  l i b r o s

d e  t e x t o .
138

P r i m e r o ,  t o m e  c o m o  r e f e r e n c i a  l a  q u e  v a m o s  a  l l a m a r  F i g u r a  4 a ,  l a  c u a l ,  p o r

f a v o r , o b s e r v e q u e n i s i q u i e r a e s t á r e m o t a m e n t e a e s c a l a , p e r o t i e n e l a

v e n t a j a  d e  h a c e r  q u e  l a s  c o s a s  r e s u l t e n  f á c i l e s  d e  v e r .  P o r  l a  m i s m a  r a z ó n ,  l a

« c u r v a »  r e l e v a n t e  e n  l a  F i g u r a  4 a  e s  u n a  r e c t a ,  e l  t i p o m á s  s i m p l e  d e  c u r v a ,

137 SEI Entre otros leibnizismos están «cálculo diferencial», «cálculo integral», «dx» y el signo integral de toda la
vida, «∫», del cual podemos decir (curiosidad gorisiana) que originalmente Leibniz quería que fuera una S alargada
para denotar «la suma de las [coordenadas y] bajo una curva» = (Boyer, pág. 403).
138 N. B. sobre posible SEI: si tiene mucha preparación matemática, puede omitir la siguiente presentación y sus
correspondientes comentarios, puede que las simplificaciones no valgan la pena.
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r e s p e c t o a  l a c u a l  l o s c á l c u l o s n o s o n n a d a c o m p l e j o s .
139

 L a c u r v a d e l a

F i g u r a  4 a  p u e d e  c o n t e m p l a r s e ,  o  b i e n  c o m o  u n  c o n j u n t o  d e  p u n t o s  d a d o  p o r

u n a  f u n c i ó n  c o n t i n u a  e n  u n  i n t e r v a l o  c e r r a d o ,  o  b i e n  c o m o  l a  t r a y e c t o r i a  d e

u n p u n t o e n m o v i m i e n t o e n e l e s p a c i o 2 D . P a r a e s t e ú l t i m o c a s o , e l

n e w t o n i a n o ( q u e p a r e c e s e r e l p r e f e r i d o e n l a m a y o r í a d e l a s c l a s e s d e

m a t e m á t i c a s  s u p e r i o r e s ) ,  o b s e r v e  q u e  a q u í  e l  e j e  v e r t i c a l  i n d i c a  l a  p o s i c i ó n  y

e l e j e h o r i z o n t a l e s e l t i e m p o ( p o r u n a l a r g a h i s t o r i a y b u e n a s r a z o n e s ,

p o d r í a n e s t a r i n t e r c a m b i a d o s , o n o e s t a r l o , r e s p e c t o a l o s e j e s d e l a s

g r á f i c a s  d e  m o v i m i e n t o  q u e  u s t e d  d e b i ó  d e  v e r  e n  l a  e s c u e l a ) .  P o r  l o  t a n t o :

E n  p r i m e r  l u g a r ,  p o n g a m o s  q u e A ,  e l  á r e a  b a j o  l a  c u r v a ,  e s  i g u a l  a x2
.  ( E s t o

p u e d e  p a r e c e r  e x t r a ñ o p o r q u e  l a  c u r v a  d e  l a  F i g u r a  e s  u n a  l í n e a  r e c t a ,  a s í

q u e  p a r e c e  c o m o  s i A  e n  r e a l i d a d  d e b i e r a  s e r xy / 2 ,  p e r o  p a r a  l a m a y o r í a  d e

l a s c u r v a s d i b u j a d a s e x a c t a m e n t e a e s c a l a x2
 f u n c i o n a r á ; o s e a , q u e a q u í

139 SEI Para lectores con mucha preparación que a pesar de todo no han omitido todo esto pero ya se están dando
cuenta de que la Figura 4a se parece a una ilustración muy simplificada del «cociente de diferencias» de Leibniz, y
quizá se están preguntando por qué no seguimos adelante sin más y hacemos su famoso triángulo característico, la
respuesta es que usar el T. C. haría que la explicación del problema se comiera más de SEIs páginas y sometiera a
todos a un exceso de detalle de cálculo que al final no resultaría importante.
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s í g a m e  l a  c o r r i e n t e  y  s u p o n g a  q u e y  e s  e x a c t a m e n t e  i g u a l  a x ) .  E s t o  s i g n i f i c a

q u e  f o r m a l m e n t e  s u p o n e m o s  l o  s i g u i e n t e :

1 . A = x2
. L u e g o p o n g a m o s q u e x s e i n c r e m e n t a e n u n a c a n t i d a d

i n f i n i t e s i m a l m e n t e p e q u e ñ a t ,
140

 c o n e l á r e a b a j o l a c u r v a

i n c r e m e n t á n d o s e c o n s e c u e n t e m e n t e e n tz . D a d o e s t o , y d a d a l a

i g u a l d a d  e n  ( 1 ) ,  o b t e n e m o s :

2 . A  + tz  =  ( x  + t )
2

.  D e s a r r o l l a n d o  e l  b i n o m i o ,  o b t e n e m o s :

3 . A  + tz  − x2
 +  2 xt  + t2

.  Y ,  c o m o ,  p o r  ( 1 ) , A  = x2
 p o d e m o s  r e d u c i r  ( 3 )

a :

4 . tz  =  2 xt  + t2
.  A h o r a m i r e  a t e n t a m e n t e .  T o m a m o s  ( 4 )  y  d i v i d i m o s  p o r

t  o b t e n i e n d o :

5 . z  =  2 x  + t .  M i r e  d e  n u e v o :  a l  e s t a r  t  d e f i n i d a  c o m o  i n f i n i t e s i m a l m e n t e

p e q u e ñ a , 2 x  + t  e s  e q u i v a l e n t e ,  e n  t é r m i n o s  f i n i t o s ,  a  2 x ,  d e m o d o

q u e  l a  e c u a c i ó n  r e l e v a n t e  s e  c o n v i e r t e  e n :

6 . z  =  2 x .  Y  p u n t o  f i n a l .  E n  u n m o m e n t o  v e r e m o s  q u é  d e m u e s t r a  e s t o

( L a v i n e ,  p á g s .  1 6 - 1 7 ) .

P r o b a b l e m e n t e s e h a b r á d a d o c u e n t a d e a l g ú n c a m b i o s e r i o e n e l

t r a t a m i e n t o  q u e  h a c e  e s t a  d e d u c c i ó n  d e  l a  c a n t i d a d  i n f i n i t e s i m a l t .  E n  e l  p a s o

d e  ( 4 )  a  ( 5 ) , t  e s  s u f i c i e n t e m e n t e  >  0  p a r a  s e r  u n  d i v i s o r  v á l i d o .  E n  e l  p a s o

d e  ( 5 )  a  ( 6 ) ,  s i n  e m b a r g o , t  p a r e c e  s e r  =  0 ,  p u e s t  s u m a d a  a  2 x  d a  2 x .  E n

o t r a s p a l a b r a s , t s e t r a t a c o m o o c u a n d o c o n v i e n e y c o m o > 0 c u a n d o

c o n v i e n e ,
141

 l o  c u a l  p a r e c e  d a r  l u g a r  a  l a  c o n t r a d i c c i ó n  ( t  =  0 )  y  ( t  ≠  0 ) ,  l o

c u a l — c o m o r e c o r d a r á d e l a a n t e r i o r d i s c u s i ó n s o b r e d e m o s t r a c i o n e s p o r

r e d u c c i ó n  a l  a b s u r d o —  p a r e c e  u n a  a m p l i a  b a s e  a r g u m e n t a l  p a r a  v o l v e r  a t r á s

140 De nuevo, si la Figura 4a se trata como un problema de tasa de cambio, t es un instante infinitesimal. (SEI Si se
ha encontrado usted con el término algo pasado de moda cálculo infinitesimal en relación con el cálculo clásico,
ahora puede ver que el término proviene de la infinita pequeñez de cantidades/duraciones como t).
141 N. B. Según Leibniz, eso es precisamente lo que son los infinitesimales: criaturas extrañas con las que podemos
hacer esto. Véase, por ejemplo, este extracto de una carta a John Wallis hacia 1690: «Es útil considerar cantidades
infinitamente  pequeñas  tales  que  cuando  se  busca  su  razón,  puedan  no  ser  consideradas  cero  pero  que  sean
despreciadas tan pronto como se presenten acompañadas de cantidades incomparablemente mayores. Así, si
tenemos x + [t], [t] es despreciado. Pero eso es distinto si buscamos la diferencia entre x + [t] y x…» (Leibniz
extractado a partir de Kline, pág. 384).
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y  d e c i r  q u e  d e b e  d e  h a b e r  a l g ú n  e r r o r  e n  e l  u s o  d e  c a n t i d a d e s  i n f i n i t e s i m a l e s

c o m o t . P o r  l o m e n o s , e s a  t p a r e c e u n  t r u c o d e n o t a c i ó n , a l g u n a v e r s i ó n

m a t e m á t i c a  d e  l a  « c o n t a b i l i d a d  c r e a t i v a »  e n  e c o n o m í a .
142

E x c e p t o  p o r  l o  s i g u i e n t e .  S i  p a s a  u s t e d  p o r  a l t o  l a  c o n t r a d i c c i ó n  a p a r e n t e ,  o

p o r  l o m e n o s a p l a z a  l a  r e d u c c i ó n a l  a b s u r d o ,  u n a d e d u c c i ó n  c o m o  l a  d e  l a

F i g u r a  4 a  ( l a  c u a l ,  a  p e s a r  d e  s u  p a r e c i d o  c o n  e l  t r i á n g u l o  c a r a c t e r í s t i c o  d e

L e i b n i z ,  e s  e n  r e a l i d a d  u n a  v e r s i ó n  s i m p l i f i c a d a  d e l  p r o c e s o  q u e  N e w t o n  u s a

e n D e A n a l y s i )
143

 r e s u l t a s e r u n a p i e z a d e a r t i l l e r í a m a t e m á t i c a  r e a l m e n t e

n o t a b l e ,  q u e  a r r o j a  p o r  l o m e n o s  d o s  r e s u l t a d o s  c r u c i a l e s .  E l  r e s u l t a d o  n º  1

e s  q u e  s e  p u e d e  d e m o s t r a r  q u e  l a  t a s a  d e  c a m b i o  d e  x
2

 e s  2 x  s i  s e  a c e p t a  e l

c á l c u l o

c o m o  r e p r e s e n t a c i ó n  d e l  c a m b i o  d e x  d u r a n t e  e l  « i n s t a n t e » t .
144

 E l  r e s u l t a d o

n º 2 e s q u e s e p u e d e d e m o s t r a r q u e  l a  t a s a d e c a m b i o d e l á r e a A e s  l a

« c u r v a »  ( o  s e a ,  l a  y  d e  l a  F i g u r a  4 a ;  r e c u e r d e  q u e  u n a  r e c t a  e s  u n  t i p o  d e

c u r v a )  q u e  d e l i m i t a  A .  P a r a  v e r l o ,  c a l c u l e

142  Una analogía incluso mejor podría ser el caso de un científico experimental que amañara sus datos para
confirmar la hipótesis que desea confirmar.
143 SEI Los ejemplos de Newton en D. A. eran más liosos y dependían más del teorema del binomio, donde una
equivalencia como z = r x n (donde r es una constante y la n puede ser una fracción o incluso negativa) se puede
desarrollar para demostrar que la tasa de cambio de r x n siempre  será  = nr x n−1. Esto es lo que permite la
cadena teóricamente infinita de derivadas sucesivas en las matemáticas superiores. Por ejemplo, la 1ª derivada de,
por ejemplo, y = x4 es 4 x 3; la 2ª derivada es 12 x 2, y así sucesivamente, de modo que se puede hallar cualquier
derivada n-ésima mediante la razón, aunque en el cálculo básico habitualmente no se va mucho más allá de la 2ª
derivada.
144 Observe, sin embargo, que se tienen que usar el mismo tipo de prácticas dudosas en este cálculo: (1) = (2), que
es = (3), punto en el que se supone que t ≠ 0 y se divide para obtener: (4) 2x + t, donde se supone que t = 0 y se
desprecia para obtener: (5) 2x.
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y s i m p l i f i q u e p a r a o b t e n e r , l u e g o d i v i d a p o r l a s o s p e c h o s a m e n t e

c o n v e n i e n t e t  p a r a  o b t e n e r z ,  l a  c u a l ,  r e c u e r d e ,  e s  s o l o  « i n f i n i t e s i m a l m e n t e

m a y o r »  q u e y ,  y  p o r  l o  t a n t o  a q u í  s e  p u e d e  c o n s i d e r a r  c o m o  = y .
145

A c a b a  u s t e d  o b t e n i e n d o y  =  2 x ,  l a  q u e  r e s u l t a  s e r  l a  f u n c i ó n  q u e  d a  l a  c u r v a

d e  l a  F i g u r a  4 a .  L o  c u a l  s i g n i f i c a  q u e  e l  r e s u l t a d o y  =  2 x  l l e v a  e m p a q u e t a d o

e l  p r i n c i p i o  b á s i c o  d e l  c á l c u l o  i n t e g r a l :  l a  t a s a  d e  c a m b i o  d e l  á r e a  d e l i m i t a d a

p o r  u n a  c u r v a  n o  e s m á s  q u e  e s a m i s m a  c u r v a .  L o  q u e ,  a  s u  v e z ,  s i g n i f i c a

q u e  l a  i n t e g r a l d e u n a f u n c i ó n q u e t i e n e u n a d e r i v a d a d a d a e s  l a p r o p i a

f u n c i ó n ,  l o  c u a l  r e s u l t a  s e r  e l  t e o r e m a  f u n d a m e n t a l  d e l  c á l c u l o  ( T .  F .  C . ) ;
146

 o

s e a ,  q u e  l a  d i f e r e n c i a c i ó n  y  l a  i n t e g r a c i ó n  s o n  r e c í p r o c a s
147

 d e l m i s m o m o d o

e n q u e  l o  s o n  l a m u l t i p l i c a c i ó n  y  l a  d i v i s i ó n  o  l a s  p o t e n c i a s  y  l a s  r a í c e s ,  l o

c u a l e s e l m o t i v o d e q u e e l  c á l c u l o s e a  t a n p o d e r o s o y d e q u e N e w t o n y

L e i b n i z m e r e z c a n  t a n t o  r e c o n o c i m i e n t o :  e l  T .  F .  C .  c o m b i n a  a m b a s  t é c n i c a s

e n u n p a q u e t e d e g r a n c a l i b r e ( … m i e n t r a s s e a c e p t e n l o s p o s i b l e s

m a l e n t e n d i d o s  a c e r c a  d e  s i t  =  0 ) .

S i n  e m b a r g o ,  l a m a y o r í a  d e  n o s o t r o s  n o  a p r e n d i m o s  e s t o  a s í  e n  l a  e s c u e l a .

S i e s t u d i ó u s t e d u n p r i m e r c u r s o d e c á l c u l o e s p r o b a b l e q u e a p r e n d i e r a ,

m e d i a n t e  g r á f i c o s  d e  v e l o c i d a d - y - a c e l e r a c i ó n ,  a  t o m a r  e l  l í m i t e  d e  Δ x ,  o  q u e

d o n d e dy/dx  e s  l a  n o t a c i ó n  d e  L e i b n i z  y  e l  c o n c e p t o  d e  l í m i t e  e s  e l m o d o  e n

q u e e l a n á l i s i s p o s c á l c u l o e m b e l l e c i ó a p o s t e r i o r i  t o d o e l p r o b l e m a d e  l o s

i n f i n i t e s i m a l e s . P u e d e q u e r e c u e r d e o q u e s e p a , p o r e j e m p l o , q u e e n l a

m a y o r í a  d e  l o s  l i b r o s  d e  t e x t o  m o d e r n o s  u n  i n f i n i t e s i m a l  s e  d e f i n e  c o m o  « u n a

c a n t i d a d q u e d a o  t r a s  l a  a p l i c a c i ó n d e u n p r o c e s o  l í m i t e » . S i  u s t e d e s u n

145 O se puede obtener el mismo resultado tratando z como equivalente a todos los efectos a y en la ecuación (6)
de la deducción original.
146 SEI Tal como lo articuló Leibniz por primera vez en 1686.
147 SEI Por esto, los silabófilos llaman a la integración antidiferenciación.
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a u t é n t i c o s u p e r v i v i e n t e d e p r i m e r c u r s o d e c á l c u l o , s e g u r a m e n t e t a m b i é n

p u e d e r e c o r d a r c u á n b r u t a l m e n t e a b s t r a c t o y a n t i i n t u i t i v o r e s u l t a  i n t e n t a r

a p r e n d e r e s a c o s a d e  l o s  l í m i t e s : c a s i n a d i e e x p l i c a a  l o s e s t u d i a n t e s d e

c a r r e r a  l o s p o r q u é s d e l m é t o d o ,
148

 n i m e n c i o n a q u e h a y u n a m a n e r a m á s

f á c i l  o  p o r  l o m e n o s m á s  i n t u i t i v a  d e  e n t e n d e r d x  y Δ x  y t ,  c o n c r e t a m e n t e

c o m o ó r d e n e s d e 1 / ∞ . L a m a y o r í a d e  l o s p r o f e s o r e s , e n c a m b i o ,  i n t e n t a n

d i s t r a e r  a  l o s  e s t u d i a n t e s  c o n  v i s t o s o s  e j e m p l o s  d e  l a  c a p a c i d a d  d e l  c á l c u l o

p a r a r e s o l v e r  t o d o  t i p o d e c o m p l e j o s  p r o b l e m a s d e l m u n d o r e a l : d e s d e  l a

v e l o c i d a d y a c e l e r a c i ó n  i n s t a n t á n e a s c o m o  l a 1 ª y  l a 2 ª d e r i v a d a s , a  l a s

ó r b i t a s  e l í p t i c a s  d e  K e p l e r  y  l a

d e N e w t o n ,  l o s m o v i m i e n t o s d e m u e l l e s d i s p a r a d o s y b o l a s  r e b o t a n d o ,  l a s

p e n u m b r a s  d e  l o s  e c l i p s e s ,  o  l a  i n t e n s i d a d  d e  u n  s o n i d o  c o m o  f u n c i ó n  d e  l a

r o t a c i ó n d e l  r e g u l a d o r d e v o l u m e n ,  s i n  o l v i d a r e l p a n o r a m a  t r i g o n o m é t r i c o

q u e  s e  a b r e  a l  a p r e n d e r  q u e d ( s e n x )  =  c o s x  y d ( c o s x )  = −  s e n x ,  q u e  l a

t a n g e n t e  e s  e l  l í m i t e d e  l a  s e c a n t e ,  e t c .  T o d o e s t o  s e p r e s e n t a d e m a n e r a

h a b i t u a l  c o m o  p r e p a r a c i ó n  p a r a  d o m i n a r  e l  c o n c e p t o  d e  l í m i t e ,  u n  c o n c e p t o

q u e  e n  r e a l i d a d  n o  e s m e n o s  a b s t r a c t o  o  d o l o r o s o  q u e  i n t e n t a r  s o l o  c o n c e b i r

d x  o t  c o m o  c a n t i d a d e s  i n c r e í b l e m e n t e ,  a l u c i n a n t e m e n t e  p e q u e ñ a s .

A p a r t i r d e t o d o l o d i c h o , q u e d a c l a r o q u e e l v e r d a d e r o m o t i v o t r a s e l

e n f o q u e d e l c á l c u l o b a s a d o e n l o s l í m i t e s e r a q u e l a s c a n t i d a d e s

148 En este contexto, realmente el método de los límites es un truco de contabilidad metafísica que convierte la
infinitud/infinitesimalidad en una característica del proceso de cálculo más que de las cantidades calculadas. Como
debería ser evidente a estas alturas, las leyes normales de la aritmética no funcionan con cantidades de tipo ∞ o
infinitésimo, pero al restringirse básicamente a sumas parciales durante el 99% de las operaciones, el cálculo
basado en límites permite aplicar esas reglas. Luego, una vez el cálculo básico se ha completado, se «toma el
límite» y se deja que t o dx o lo que sea «se aproxime a 0», y se extrapola el resultado. En términos pedagógicos,
al estudiante de matemáticas se le pide que suponga que ciertas cantidades son finitas y estables para los
propósitos del cálculo, pero luego transformables y pequeñas hasta desvanecerse en la etapa de los verdaderos
resultados. Esta contorsión intelectual hace que el cálculo no solo parezca difícil, sino extraña e innecesariamente
difícil, lo cual es una de las razones por las que el cálculo es una asignatura tan temida.
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i n f i n i t e s i m a l e s  d e  N e w t o n  y  L e i b n i z ,  y  s u s  j u e g o s  d e m a n o s  c o n  l a  n o t a c i ó n ,

h a b í a n a b i e r t o a l g u n a s h o r r i b l e s h e n d i d u r a s e n l o s f u n d a m e n t o s d e l a s

m a t e m á t i c a s ,  d a d o  q u e  l a  p r o p o s i c i ó n  « ( x  =  0 )  y  ( x  ≠  0 ) »  v i o l a  t o d o  t i p o  d e

a x i o m a s  b á s i c o s  d e  t i p o  L T E . D a d o  n u e s t r o  r e l a t o  h a s t a  a h o r a ,  l o m á s  f á c i l

d e d e c i r p a r e c e s e r q u e l a m a y o r í a d e d i c h o s p r e s u n t o s p r o b l e m a s e n

r e a l i d a d  e s t a b a n  c a u s a d o s  p o r  l a  i n c a p a c i d a d  d e  l a s m a t e m á t i c a s  p a r a  t r a t a r

c o n  c a n t i d a d e s  i n f i n i t a s ,  e s  d e c i r ,  q u e ,  c o m o e n  e l  c a s o  d e  l a  d i c o t o m í a d e

Z e n ó n  y  l a  p a r a d o j a  d e  G a l i l e o ,  l a  a u t é n t i c a  d i f i c u l t a d  e r a  q u e  n a d i e  e n t e n d í a

t o d a v í a  l a  a r i t m é t i c a  d e l ∞ .  N o  s e r í a  e x a c t a m e n t e  u n  e r r o r  d e c i r  e s t o ,  p e r o

p a r a  n u e s t r o s  p r o p ó s i t o s  r e s u l t a r í a  p o r  l o m e n o s  a l g o  p o b r e .
149

 C o m o  t o d o  l o

d e m á s  a c e r c a  d e  l a s m a t e m á t i c a s  t r a s  e l  c á l c u l o ,  l a s  v e r d a d e r a s  d i f i c u l t a d e s

y  l a s  c o s a s  q u e  e s t á n  e n  j u e g o  a q u í  s o n  m á s  c o m p l e j a s .

§ 4b.

R e c a p i t u l e m o s y r e f o r m u l e m o s u n p o c o  l a s c o s a s . L a p r o p i a p o t e n c i a d e l

c á l c u l o y s u r e l e v a n c i a p r o v o c a r o n e n  l a s m a t e m á t i c a s d e  l a m o d e r n i d a d

t e m p r a n a  e l  m i s m o  t i p o  d e  c r i s i s  q u e  l a  d i c o t o m í a  d e  Z e n ó n  h a b í a  p l a n t e a d o

a  l o s  g r i e g o s .  S o l o  q u e  d e  a l g ú n m o d o  e r a  p e o r .  L a s  p a r a d o j a s  d e  Z e n ó n  n o

h a b í a n r e s u e l t o n i n g ú n p r o b l e m a m a t e m á t i c o e x i s t e n t e , m i e n t r a s q u e l a s

h e r r a m i e n t a s  d e l  c á l c u l o  s í  l o  h a b í a n  h e c h o .  L a  p a n o p l i a  d e  r e s u l t a d o s  a c e r c a

d e l m u n d o r e a l q u e p e r m i t i ó e l c á l c u l o y a s e h a d e t a l l a d o , a s í c o m o s u

e x t r a o r d i n a r i a  p e r t i n e n c i a  e n  a q u e l m o m e n t o :  t o d a s  l a s  c i e n c i a s  a p l i c a d a s  s e

e s t a b a n d a n d o d e b r u c e s c o n l o s p r o b l e m a s d e l o s f e n ó m e n o s c o n t i n u o s

j u s t a m e n t e  c u a n d o  N e w t o n  y  L e i b n i z  y  s u s  r e s p e c t i v a s  t e o r í a s  d i e r o n  c o n  u n a

149 SEI (y quizá no sea buena idea mencionarlo). Hay, de hecho, una manera no trivial de decir lo mismo, pero
involucra el análisis no estándar, inventado por un tal Abraham Robinson en la década de 1970 y pretende dar rigor
a los infinitesimales en el análisis mediante el uso de los números hiperreales, los cuales a su vez básicamente
combinan los números reales y los transfinitos cantónanos. Esto significa que es todo extremadamente teórico-
conjuntista y Cantor-dependiente, además de controvertido, y salvajemente técnico, y mucho más allá de los
límites de esta discusión… pero parece que para ser rigurosos debemos por lo menos mencionarlo, y quizá
recomendar, atendiendo a cualquier ardiente interés por parte de usted, la obra del profesor Abraham Robinson
Nonstandard Analysis, Princeton U. Press, 1996.
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e x p l i c a c i ó n m a t e m á t i c a d e  l a  c o n t i n u i d a d .
150

 U n a q u e  f u n c i o n a b a . U n a q u e

c o n d u j o d i r e c t a m e n t e a  l a  g r a n d e c o d i f i c a c i ó n m o d e r n a d e  l a s  l e y e s  f í s i c a s

c o m o  e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s .

S o l o  q u e  d e s d e  e l  p u n t o  d e  v i s t a  d e  l o s  f u n d a m e n t o s  e s  u n  d e s a s t r e .  E s  t o d o

u n c a s t i l l o e n e l a i r e . L o s l e i b n i z i a n o s
151

 n o p o d í a n e x p l i c a r u o b t e n e r

c a n t i d a d e s q u e f u e r a n v e r d a d e r a m e n t e d i s t i n t a s d e o p e r o a l a v e z

i n f i n i t a m e n t e  p r ó x i m a s  a  o .  L o s  n e w t o n i a n o s ,
152

 q u e  a f i r m a b a n  q u e  e l  c á l c u l o

n o d e p e n d í a r e a l m e n t e d e c a n t i d a d e s i n f i n i t e s i m a l e s s i n o m á s b i e n d e  l a s

« f l u x i o n e s » — d o n d e f l u x i ó n s i g n i f i c a l a t a s a d e c a m b i o d e u n a v a r i a b l e

d e p e n d i e n t e  d e l  t i e m p o — ,  s e  b a s a b a n  e n  e l  r e q u i s i t o  d e  q u e  l o s  c o c i e n t e s  d e

d i c h a s  f l u x i o n e s  s e  t o m e n  j u s t o  c u a n d o  s e  d e s v a n e c e n  o  s u r g e n  d e  0 ,  e n  e l

s e n t i d o  d e l  p r i m e r  o  ú l t i m o  i n s t a n t e  i n f i n i t e s i m a l  e n  e l  q u e  s o n >  0 ,  l o  c u a l ,

p o r  s u p u e s t o ,  n o  e s  m á s  q u e  s u s t i t u i r  c a n t i d a d e s  i n f i n i t a m e n t e  p e q u e ñ a s  p o r

i n s t a n t e s  i n f i n i t a m e n t e  b r e v e s .  Y  l o s  n e w t o n i a n o s  n o  t e n í a n  u n a  e x p l i c a c i ó n

m e j o r d e  e s o s  c o c i e n t e s  i n s t a n t á n e o s  q u e  l a  q u e  t e n í a n  l o s  l e i b n i z i a n o s d e

l a s  c a n t i d a d e s  i n f i n i t e s i m a l e s .
153

 L a  ú n i c a  v e r d a d e r a  v e n t a j a  d e  l a  v e r s i ó n  d e

150 Esto probablemente necesita ser explicado en lugar de solo repetido una y otra vez. En el cálculo clásico, la
continuidad es tratada esencialmente como una propiedad de las funciones: una función es continua en algún punto
p si y solo si es diferenciable en p. Por ello será tan importante el hallazgo de Bolzano y Weierstrass en el siglo XIX
de aquellas funciones continuas pero no diferenciables, y por esta razón la teoría de la continuidad en el análisis
moderno es ahora mucho más complicada.
151 SEI Esto quiere decir principalmente los dos J. Bernoulli y el hijo de J. D., además de Guillaume Fraçois Antoine,
marqués de l’Hôpital, que fue mecenas de uno de los J. (es difícil no hacerse un lío con los Bernoulli), todos los
cuales florecieron más o menos a principios del siglo XVIII.
152 SEI = principalmente los británicos Edmund Halley, Brook Taylor y Colins MacLaurin, también a principios del
siglo XVIII.
153 SEI Resulta que el obispo George Berkeley (1685-1753, importante filósofo empirista y apologeta cristiano; y un
destacado adicto al pleonasmo) hizo una famosa crítica del cálculo clásico justo en esta línea en un tratado del siglo
XVIII cuyo título de 64 (sí, 64) palabras empieza con «El Analista…». Sigue un extracto representativo: «Nada es
más fácil que concebir expresiones o notaciones para las fluxiones e infinitesimales […] Pero si quitamos el velo y
miramos debajo, si, dejando a un lado las expresiones, nos ponemos atentamente a considerar las cosas mismas
que  se  supone  que  son  expresadas  o  indicadas  de  ese  modo,  vamos  a  descubrir  mucha  vacuidad,  oscuridad  y
confusión; es más, si no yerro, imposibilidades y contradicciones directas». La invectiva de Berkeley es en cierto
modo la revancha del cristianismo contra Galileo y la ciencia moderna (y en realidad es muy divertido de leer con
sus excentricidades, aunque esto no tiene nada que ver). Su argumento general es que las matemáticas del siglo
XVIII, a pesar de sus pretensiones deductivas, en realidad descansan sobre la fe no menos que la religión, es decir,
que «[A]quel que puede asimilar una segunda o tercera fluxión, una segunda o tercera [derivada], no necesita, a
mi parecer, ser remilgado con aspecto alguno de la divinidad» (Berkeley en Works, v. 4, págs. 68-69)• Por otro
lado, Jean le Rond d’Alembert (1717-1783, gran matemático poscálculo e intelectual todoterreno, y además uno de
los primeros proponentes de la idea según la cual «la verdadera metafísica del cálculo debe hallarse en la idea de
límite») objeta a los infinitesimales, en los términos estrictamente lógicos de la LTE, en su famosa Encyclopédie que
coeditó con Diderot en la década de 1760, como en, por ejemplo: «Una cantidad es algo o nada; si es algo, todavía
no se ha desvanecido; si no es nada, se ha desvanecido literalmente. La suposición de que hay un estado
intermedio entre esos dos es una quimera» (D’Alembert, Encyclopédie. Traducción semiextractada y editada a
partir de Boyer, pág. 450).



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

145 Preparado por Patricio Barros

N e w t o n  ( p a r a  t o d o  e l  m u n d o  e x c e p t o  p a r a  l o s  e s t u d i a n t e s  d e  p r i m e r  c u r s o  d e

c á l c u l o )  e s  q u e  y a  t i e n e  e l  c o n c e p t o  d e  l í m i t e  i m p l í c i t o  d e  a l g ú n m o d o  e n  l a

i d e a  d e  u n  p r i m e r / ú l t i m o  i n s t a n t e  q u e  s e  d e s v a n e c e  d e  t a n  p e q u e ñ o :  s e r í a n

p r i n c i p a l m e n t e A g u s t i n - L o u i s C a u c h y y l u e g o K a r l W e i e r s t r a s s q u i e n e s

d e s a r r o l l a r o n t o d o e s t o . ( W e i e r s t r a s s , d i c h o s e a d e p a s o ,  f u e p r o f e s o r d e

C a n t o r ) .

A p r o p ó s i t o d e  l a  c o n t i n u i d a d ,  l o s  i n f i n i t e s i m a l e s y e l  c á l c u l o , v a l e  l a p e n a

e c h a r u n r á p i d o v i s t a z o a o t r a d e l a s p a r a d o j a s d e Z e n ó n c o n t r a e l

m o v i m i e n t o . E s t a s e  l l a m a h a b i t u a l m e n t e  l a p a r a d o j a d e  l a  f l e c h a , p o r q u e

a n a l i z a  e l  i n t e r v a l o  d e  t i e m p o  d u r a n t e  e l  c u a l  u n a  f l e c h a  e s t á  v i a j a n d o  d e s d e

s u  a r c o  h a s t a  l a  d i a n a .
154

 Z e n ó n  o b s e r v a  q u e  e n  c u a l q u i e r  i n s t a n t e  e s p e c í f i c o

d e  e s e  i n t e r v a l o ,  l a  f l e c h a  o c u p a  « u n  e s p a c i o  i g u a l  a  s í m i s m a » ,  y  d i c e  q u e

e s t o e s  l o m i s m o q u e e s t a r « e n  r e p o s o » . L a c u e s t i ó n e s q u e  l a  f l e c h a n o

p u e d e e s t a r r e a l m e n t e m o v i é n d o s e e n u n  i n s t a n t e , p o r q u e e l m o v i m i e n t o

r e q u i e r e  u n  i n t e r v a l o  d e  t i e m p o ,  y  a q u í  u n  i n s t a n t e  n o  e s  u n  i n t e r v a l o :  e s  l a

u n i d a d  d e  t i e m p o m á s  p e q u e ñ a  i m a g i n a b l e ,  y  n o  t i e n e  d u r a c i ó n ,  d e l m i s m o

m o d o  e n  q u e  u n  p u n t o  g e o m é t r i c o  n o  t i e n e  d i m e n s i ó n .  Y  s i  e n  t o d o s  y  c a d a

u n o  d e  l o s  i n s t a n t e s  l a  f l e c h a  e s t á  e n  r e p o s o ,  e n t o n c e s  l a  f l e c h a  n o  s e  m u e v e

j a m á s . D e h e c h o , n a d a s e m u e v e e n n i n g ú n c a s o , r e a l m e n t e , p u e s e n

c u a l q u i e r  i n s t a n t e  d a d o  t o d o  e s t á  e n  r e p o s o .

H a y p o r  l o m e n o s u n a p r e m i s a  i m p l í c i t a e n e l a r g u m e n t o d e Z e n ó n , q u e

p u e d e  p o n e r s e  e n  e v i d e n c i a  m e d i a n t e  u n  e s q u e m a :

1 . E n  t o d o s  y  c a d a  u n o  d e  l o s  i n s t a n t e s ,  l a  f l e c h a  e s t á  e n  r e p o s o .

2 . C u a l q u i e r  i n t e r v a l o  d e  t i e m p o  e s t á  c o m p u e s t o  d e  i n s t a n t e s .

3 . P o r  l o  t a n t o ,  d u r a n t e  c u a l q u i e r  i n t e r v a l o  d e  t i e m p o  l a  f l e c h a  n o  s e  e s t á

m o v i e n d o .

L a  p r e m i s a  e n c u b i e r t a  e s  ( 2 ) ,  q u e  e s  j u s t a m e n t e  l o  q u e  A r i s t ó t e l e s  a t a c a  e n

l a  F í s i c a ,  d e s c a r t a n d o  t o d a s  l a s  P .  Z .  s o b r e  l a  b a s e  d e  q u e «… el tiempo no

154 La paradoja de la flecha, como la dicotomía, se discute en el Libro VI de la Física de Aristóteles; también aparece
en forma fragmentaria en Vidas y opiniones de Diógenes Laercio.
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está compuesto de instantes indivisibles » ,
155

 e s  d e c i r ,  q u e  l a m i s m a n o c i ó n

d e  q u e  a l g o  e s t é  o  b i e n  e n m o v i m i e n t o  o  b i e n  e n  r e p o s o  e n  u n  i n s t a n t e  e s

i n c o h e r e n t e . O b s é r v e s e ,  s i n e m b a r g o ,  q u e e s p r e c i s a m e n t e a e s a  i d e a d e l

m o v i m i e n t o  e n  u n  i n s t a n t e  a  l a  q u e  e l  c á l c u l o  d e  N e w t o n  y  L e i b n i z  e s  c a p a z

d e h a l l a r l e  s e n t i d o m a t e m á t i c a m e n t e ,  y n o s o l o e l m o v i m i e n t o e n g e n e r a l

s i n o  l a p r e c i s a v e l o c i d a d  i n s t a n t á n e a , s i n o l v i d a r  l a  t a s a - d e - c a m b i o - d e - l a -

v e l o c i d a d  i n s t a n t á n e a  ( =  a c e l e r a c i ó n ,  2 ª  d e r i v a d a ) ,  l a  t a s a - d e - c a m b i o - d e - l a -

a c e l e r a c i ó n  i n s t a n t á n e a  ( =  3 ª  d e r i v a d a ) ,  e t c .

E n  r e l a c i ó n  c o n  l a  p a r a d o j a  d e  l a  f l e c h a ,  e l  h e c h o d e  q u e  e l  c á l c u l o  c l á s i c o

s e a  c a p a z d e  t r a t a r  p r e c i s a m e n t e  l o  q u e A r i s t ó t e l e s  d i c e q u e n o p u e d e  s e r

t r a t a d o n o e s u n a c o i n c i d e n c i a . P a r a e m p e z a r , e c h e o t r o v i s t a z o a  l o d e l

i n s t a n t e  « s i n  d u r a c i ó n »  d e  h a c e  d o s  p á r r a f o s ,  y  o b s e r v e  q u e  e s t e  t é r m i n o  e s

a l g o  a m b i g u o .  R e s u l t a  q u e  e l  t i p o  d e  i n s t a n t e  d e l  q u e  h a b l a  Z e n ó n  e s ,  p o r  l o

m e n o s m a t e m á t i c a m e n t e ,  n o  a l g o  d e  d u r a c i ó n  o ,  s i n o  u n  i n f i n i t é s i m o .  T i e n e

q u e  s e r l o .  C o n s i d e r e  d e  n u e v o  l a  v i e j a  f ó r m u l a  e s c o l a r  p a r a  e l  m o v i m i e n t o ,

V e l o c i d a d  ×  T i e m p o  =  D i s t a n c i a ,  o v = d/t .

U n a  f l e c h a  e n  r e p o s o  t i e n e  u n a  v  d e  0  y  c u b r e  u n a  d i s t a n c i a  0 d ,  o b v i a m e n t e .

P e r o  s i  e n  t é r m i n o s  d e  t i e m p o  u n  i n s t a n t e =  0 ,  e n t o n c e s  d e s d e  e l  p u n t o  d e

v i s t a  d e  Z e n ó n  s e  a c a b a  p o s t u l a n d o  q u e  0  e s  e l  d i v i s o r  e n v = d/t ,  l o  c u a l  e s

m a t e m á t i c a m e n t e i l e g a l / f a l a z d e l m i s m o m o d o q u e t o d o e l a s u n t o d e

« 0  =  0 / 0 »  e s  i l e g a l / f a l a z .

S o l o q u e a q u í t e n e m o s q u e  i r d e n u e v o c o n c u i d a d o , y t a m b i é n c o n l a s

d e m á s P . Z . C o m o y a s e h a m e n c i o n a d o e n t o d o t i p o d e d i f e r e n t e s

c o n t e x t o s , n o e s  l o m i s m o « t r a t a r » a l g o q u e  t r a t a r l o  r e a l m e n t e .  I n c l u s o  s i

a d m i t i m o s  q u e  e l  i n s t a n t e  d e  Z e n ó n  e s  i n f i n i t e s i m a l  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  a p t o  p a r a

155 SEI No hace falta decir que es algo dudosa la compatibilidad de esta afirmación con las objeciones de Aristóteles
a la dicotomía, basadas en series temporales, que vimos en § 2b. Hay modos de reconciliar los dos argumentos de
Aristóteles, pero son muy complicados, y < 100% convincentes; y de todos modos se trata de duros asuntos de
erudición aristotélica muy lejos de nuestro recorrido.
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e l t r a t a m i e n t o m e d i a n t e f l u x i o n e s d e N e w t o n o e l d x d e L e i b n i z ,

p r o b a b l e m e n t e  y a  p u e d e  v e r  q u e  u n a  « s o l u c i ó n » ,  a l  e s t i l o  d e l  c á l c u l o  c l á s i c o ,

d e  l a  f l e c h a  d e  Z e n ó n  p u e d e  r e s u l t a r  t r i v i a l  e n  e l  m i s m o  s e n t i d o  e n  q u e

e s t r i v i a l r e s p e c t o a l a d i c o t o m í a . E s d e c i r , l a f l e c h a e s r e a l m e n t e u n a

p a r a d o j a m e t a f í s i c a , y e s p r e c i s a m e n t e u n a e x p l i c a c i ó n m e t a f í s i c a d e l o s

i n f i n i t e s i m a l e s  l o q u e e l c á l c u l o n o t i e n e . S i n  t a l e x p l i c a c i ó n ,  t o d o  l o q u e

p o d e m o s h a c e r e s a p l i c a r a  l a  f l e c h a a l g u n a  f ó r m u l a d e a s p e c t o e x c i t a n t e

q u e d e p e n d e r á d e l o s m i s m o s i n f i n i t e s i m a l e s m i s t e r i o s o s y d e a s p e c t o

p a r a d ó j i c o q u e Z e n ó n u s a d e s d e e l p r i n c i p i o . A d e m á s , a ú n q u e d a r á l a

i n q u i e t a n t e  c u e s t i ó n  d e  c ó m o  l l e g a  r e a l m e n t e  u n a  f l e c h a  a  l a  d i a n a  t r a s  u n

i n t e r v a l o  q u e  c o n t i e n e  u n a  i n f i n i d a d  d e  i n s t a n t e s  d e  t a m a ñ o  1 / ∞ .
156

E l  p r o b l e m a  e s  q u e ,  s i e n d o  l a  f l e c h a m e t a f í s i c a ,  t a m b i é n  e s  e x t r e m a d a m e n t e

s u t i l  y  a b s t r a c t a .  C o n s i d e r e  p o r  e j e m p l o  o t r a  p r e m i s a  e n c u b i e r t a ,  o  q u i z á s  u n

t i p o d e s u b p r e m i s a q u e e s t á i m p l í c i t a e n l a p a r t e ( 1 ) d e l a r g u m e n t o d e

Z e n ó n :  ¿ e s  r e a l m e n t e  v e r d a d  q u e  a l g o  t i e n e  q u e  e s t a r  o  b i e n  e n m o v i m i e n t o

o  b i e n  e n  r e p o s o ?  A l  p r i n c i p i o  p a r e c e  c i e r t a m e n t e  v e r d a d e r o ,  s u p o n i e n d o  q u e

t o m e m o s  « e n  r e p o s o »  c o m o  s i n ó n i m o  d e  « n o  m o v i é n d o s e » .  R e c u e r d e  l a  L T E ,

d e s p u é s  d e  t o d o .  E s  s e g u r o  q u e ,  e n  c u a l q u i e r  i n s t a n t e  d a d o t ,  a l g o  o  b i e n  s e

e s t á m o v i e n d o o b i e n n o s e e s t á m o v i e n d o , e n e l s e n t i d o d e q u e e n e l

i n s t a n t e t  t i e n e  o  b i e n  u n a  v e l o c i d a d  >  0  o  u n a  v e l o c i d a d  =  0 .

Q u e  e n  r e a l i d a d  e s t a  d i s y u n t i v a  n o  e s  v á l i d a — q u e  a q u í  l a  L T E  n o  s e  p u e d e

a p l i c a r  r e a l m e n t e —  p u e d e  v e r s e  e x a m i n a n d o  l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  e l  n ú m e r o  0

y  l a  p a l a b r a  a b s t r a c t a  « n a d a » .  E s  u n a  d i f e r e n c i a  s u t i l ,  p e r o  i m p o r t a n t e .  L a

i n c a p a c i d a d  d e  l o s  g r i e g o s  p a r a  v e r l a  f u e p r o b a b l e m e n t e  l o  q u e  l e s  i m p i d i ó

156 SEI Puede  revisar  la  llamada  de  atención  de  §  2a  sobre  la  diferencia  entre  aplicar  fórmulas  y  resolver
verdaderamente los problemas, que aquí es plenamente oportuna.
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s e r c a p a c e s d e u s a r e l 0 e n s u s m a t e m á t i c a s , l o c u a l f u e u n g r a n

i n c o n v e n i e n t e .  P e r o  0  o  n a d a  e s  u n a  d e  e s a s  d i s t i n c i o n e s  a b s t r a c t a s  d e  l a s

q u e e s c a s i i m p o s i b l e h a b l a r d i r e c t a m e n t e : m á s b i e n t i e n e q u e h a c e r s e

m e d i a n t e  e j e m p l o s .  I m a g i n e  u n a  c l a s e  d e m a t e m á t i c a s ,  y  q u e  e n  e s a  c l a s e

h a y u n e x a m e n d i a b ó l i c a m e n t e d i f í c i l  q u e  s e p u n t ú a  s o b r e 1 0 0 , e  i m a g i n e

q u e n i u s t e d n i y o o b t e n e m o s n i u n s o l o p u n t o . P e r o h a y u n a d i f e r e n c i a :

u s t e d n o  e s t á  e n  l a  c l a s e  y  n i  s i q u i e r a  h i z o  e l  e x a m e n , m i e n t r a s  q u e  y o  s í

e s t o y ,  y  l o  h i c e .  E l  h e c h o  d e  q u e  u s t e d  o b t u v i e r a  o  p u n t o s  d e  e s e  e x a m e n  e s ,

p u e s , i r r e l e v a n t e — s u 0 s i g n i f i c a I n f o r m a c i ó n N o D i s p o n i b l e , n a d a — ,

m i e n t r a s  q u e m i  0  e s  u n  c e r o  d e  v e r d a d .  O ,  s i  n o  l e  g u s t a  e s t a ,  i m a g i n e  q u e

u s t e d y y o s o m o s ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  m u j e r y h o m b r e , a m b o s s a n o s y c o n

u n a e d a d d e e n t r e v e i n t e y c u a r e n t a a ñ o s , y q u e a m b o s e s t a m o s e n l a

c o n s u l t a  d e u n m é d i c o ,  y  q u e  n i n g u n o  d e  l o s  d o s  h a  t e n i d o  l a  r e g l a  e n  l a s

ú l t i m a s  d i e z  s e m a n a s ,  e n  c u y o  c a s o m i  n ú m e r o  t o t a l  d e  r e g l a s  n o  e s  n a d a ,

m i e n t r a s  q u e  e l  s u y o  e s  0 ,  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  s i g n i f i c a t i v o .  F i n  d e  l o s  e j e m p l o s .

A s í  q u e  s i m p l e m e n t e  n o  e s  v e r d a d  q u e  a l g o  s i e m p r e  t e n g a  q u e  s e r  o  b i e n  0  o

b i e n n o - 0 :  t a m b i é n p o d r í a  s e r  n a d a ,  I n f o r m a c i ó n N o D i s p o n i b l e .
157

 E n  c u y o

c a s o h a y u n a r e s p u e s t a n o  t r i v i a l a  l a p r e m i s a d e Z e n ó n ( 1 ) , a s a b e r : e l

h e c h o  d e  q u e  l a  f l e c h a  n o  s e  e s t é m o v i e n d o  e n  t  n o  s i g n i f i c a  q u e  s u  v  e n  t

s e a  o ,  s i n o m á s  b i e n  q u e  s u  v  e n  t  n o  e s  n a d a . Q u e  e s t a  i m p r e c i s i ó n  e n  l a

p r e m i s a  ( 1 ) n o  s e  c a p t e  e n s e g u i d a  s e  d e b e e n p a r t e  a  l a  c u e s t i ó n d e l  0 o

n a d a y e n p a r t e  a  l a  v e r t i g i n o s a a b s t r a c c i ó n ,  d e C u a r t o N i v e l ,  d e p a l a b r a s

c o m o « d e s p l a z a m i e n t o » y « m o v i m i e n t o » . E l t é r m i n o « m o v i m i e n t o » , p o r

e j e m p l o ,  e s  e s p e c i a l m e n t e  e n g a ñ o s o  p o r q u e  n o  p a r e c e  p a r a  n a d a  a b s t r a c t o :

p a r e c e d e n o t a r  l l a n a m e n t e a l g o o a l g ú n p r o c e s o , m i e n t r a s q u e , s i p i e n s a

157 SEI Respecto a la objeción de D’Alembert a los infinitesimales en la reciente nota 27, es precisamente esta
tercera posibilidad lo que resta solidez a su argumento.
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u s t e d  e n  e l l o ,
158

 i n c l u s o  e l  t i p o  m á s  s i m p l e  d e  m o v i m i e n t o  e s  e n  r e a l i d a d  u n a

c o m p l i c a d a  r e l a c i ó n  e n t r e

a . u n  o b j e t o ,

b . m á s  d e  u n  l u g a r ,  y

c . m á s  d e  u n  i n s t a n t e .

P u n t o  a  d e s t a c a r :  l a  f a l a c i a  d e  l a  f l e c h a  e s t á  e n  l a  s u p o s i c i ó n  q u e  Z e n ó n  h a c e

d e  q u e  l a  p r e g u n t a  « ¿ E s t á  o  n o  e s t á  e n m o v i m i e n t o  l a  f l e c h a  e n  e l  i n s t a n t e

t ? » e s m á s c o h e r e n t e q u e « ¿ Q u é n o t a o b t u v o u s t e d e n e s e c u r s o q u e n o

h i z o ? »  o  « U n  p u n t o  g e o m é t r i c o ,  ¿ e s  c u r v o  o  r e c t o ? » .  L a  r e s p u e s t a  c o r r e c t a  a

l a s  t r e s  e s :  I n f o r m a c i ó n  N o  D i s p o n i b l e .
159

A d m i t á m o s l o , e s t a r e s p u e s t a a l p r o b l e m a d e l a f l e c h a e s , e s t r i c t a m e n t e

h a b l a n d o , m á s  f i l o s ó f i c a  q u e m a t e m á t i c a .  D e l m i s m o m o d o  q u e  u n a  s o l u c i ó n

c o m o  l a  d a d a  p o r  e l  c á l c u l o  c l á s i c o  s e r á  f i l o s ó f i c a ,  t a m b i é n ,  e n  e l  s e n t i d o  d e

q u e t i e n e q u e h a c e r a f i r m a c i o n e s m e t a f í s i c a s s o b r e  l o s  i n f i n i t e s i m a l e s . L a

m a n e r a  q u e  t i e n e  e l  a n á l i s i s  m o d e r n o  d e  t r a t a r  e s t a  P .  Z .  e s  m u y  d i f e r e n t e ,  y

p u r a m e n t e  t é c n i c a . S i a l g u n a v e z e s t u d i ó e l p r o b l e m a d e  l a  f l e c h a e n  l a s

m a t e m á t i c a s d e b a c h i l l e r a t o , p r o b a b l e m e n t e a p r e n d i ó q u e l a p r e m i s a

e n g a ñ o s a d e Z e n ó n e s  ( 1 ) , p e r o n o o y ó n a d a
160

 s o b r e  l o s  i n s t a n t e s c o m o

i n f i n i t e s i m a l e s .  E s t o  ( d e  n u e v o )  e s  p o r q u e  e l  a n á l i s i s  h a  h a l l a d o  e l m o d o  d e

e s q u i v a r  t a n t o  l o s  i n f i n i t e s i m a l e s c o m o e l p r o b l e m a d e l o - c o m o - d i v i s o r e n

s u s r e p r e s e n t a c i o n e s d e l a c o n t i n u i d a d . A s í , e n u n a c l a s e m o d e r n a d e

m a t e m á t i c a s ,  l a  p r e m i s a  ( i )  e s d e c l a r a d a  f a l s a p o r q u e  l a v -en-el-instante -t

d e  l a  f l e c h a  s e  p u e d e  c a l c u l a r  c o m o « el límite de v medias respecto a una

158 SEI Este es un bonito ejemplo de un caso en que un poco de pensamiento abstracto madrugador horizontal
realmente da buen resultado. Una vez estamos levantados y usando nuestras palabras, es casi imposible pensar
acerca de lo que significan realmente.
159 SEI Observe, por favor, que no es en absoluto lo mismo que la objeción de Aristóteles a «¿Está la flecha […]
instante t?». Lo que él piensa que es realmente incoherente es la idea de la premisa (2) de que el tiempo puede
estar compuesto de instantes infinitesimales, que es un argumento sobre la continuidad temporal, bajo cuya
interpretación la paradoja de la flecha se puede resolver con una simple fórmula de cálculo. Como probablemente
ha empezado a ver, Aristóteles consigue de algún modo estar grandiosa y sobrecogedoramente equivocado,
siempre y en todas partes, cuando se trata del ∞.
160 (no 0)
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sucesión de intervalos anidados que convergen a 0 y siempre contienen t » ,  o

a l g o m u y p a r e c i d o . P a r a  s u  i n f o r m a c i ó n , e l  l e n g u a j e d e e s t a  s o l u c i ó n
161

 e s

w e i e r s t r a s s i a n o :  e s  s u  r e f i n a d o  c o n c e p t o  d e  l í m i t e
162

 l o  q u e  p e r m i t i r á  q u e  e l

c á l c u l o  t r a t e  c o n  l o s  p r o b l e m a s ,  r e l a c i o n a d o s  e n t r e  s í ,  d e  l o s  i n f i n i t e s i m a l e s  y

l a  d i v i s i b i l i d a d  i n f i n i t a  a l  e s t i l o  d e  Z e n ó n .

L a s r e l a c i o n e s e s p e c í f i c a s e n t r e e s t o s p r o b l e m a s s o n i n t r i n c a d a s y

a b s t r a c t a s ,  p e r o  p a r a  n o s o t r o s  s o n  t o t a l m e n t e  o p o r t u n a s .  P o r m u y  e x t r a ñ o s

o  c o r r o s i v o s  p a r a  l o s  f u n d a m e n t o s  q u e  s e a n  l o s  i n f i n i t e s i m a l e s ,  r e s u l t a  q u e

s u d e s c a l i f i c a c i ó n m a t e m á t i c a / m e t a f í s i c a t a m b i é n d a l u g a r a a l g u n a s

p e q u e ñ a s y p e r v e r s a s g r i e t a s . E j e m p l o : s i n l o s i n f i n i t e s i m a l e s ,

a p a r e n t e m e n t e n o t i e n e s e n t i d o h a b l a r d e l « s i g u i e n t e i n s t a n t e » o d e l a

« f r a c c i ó n d e s e g u n d o i n m e d i a t a m e n t e p o s t e r i o r » , p u e s d o s i n s t a n t e s n o

p u e d e n s e r s u c e s i v o s . E x p l i c a c i ó n : s i n i n f i n i t e s i m a l e s , a d m i t i e n d o

c u a l e s q u i e r a d o s  i n s t a n t e s s u p u e s t a m e n t e s u c e s i v o s t1 y t2 , h a y s o l o d o s

o p c i o n e s :  o  b i e n  n o  h a y  n i n g ú n  ( o  s e a ,  0 )  i n t e r v a l o  d e  t i e m p o  e n t r e t1  y t2 ,  o

h a y  a l g ú n  i n t e r v a l o  d e  t i e m p o >  0  e n t r e  e l l o s .  S i  e l  i n t e r v a l o  e s  0 ,  e n t o n c e s

t1  y t2  s o n c l a r a m e n t e n o s u c e s i v o s , p o r q u e e n t o n c e s s o n e x a c t a m e n t e e l

m i s m o  i n s t a n t e .  P e r o  s i  h a y  a l g ú n  i n t e r v a l o  d e  t i e m p o  e n t r e  e l l o s ,  e n t o n c e s

s i e m p r e  h a y  o t r o s  i n s t a n t e s ,  a  i n t e r v a l o s  m á s  p e q u e ñ o s ,  e n t r e  t 1  y  t 2 ,  p o r q u e

c u a l q u i e r  i n t e r v a l o  d e  t i e m p o  f i n i t o  s i e m p r e  s e  p u e d e  s u b d i v i d i r m á s  y m á s ,

i g u a l q u e  l a s d i s t a n c i a s e n  l a  r e c t a n u m é r i c a .
163

 E s d e c i r , q u e n u n c a v a a

h a b e r u n t2 i n m e d i a t a m e n t e d e s p u é s d e t1 . D e h e c h o , m i e n t r a s l o s

i n f i n i t e s i m a l e s  s e a n n o n g r a t a ,  s i e m p r e  t i e n e  q u e h a b e r  u n n ú m e r o  i n f i n i t o

161 Solución que, aunque 100% técnica, por lo menos tiene la ventaja de reconocer que el movimiento-en-un-
instante es un concepto que siempre involucra más de un instante (poco más que una ligera reformulación de
Sainsbury, pág. 21).
162 SEI Como veremos en § 5, básicamente lo que hace Weierstrass es hallar una manera de definir los límites de
un modo que elimine lo de «tiende a» o «se aproxima gradualmente». Se había demostrado que expresiones como
esas eran vulnerables a confusiones, al estilo de Zenón, acerca del espacio y el tiempo (por ejemplo, «¿se aproxima
desde dónde?», «¿cuán rápido?», etc.), además de ser, en general, rebuscadas.
163 Este es el problema, y el motivo por el que la relación entre los infinitesimales y la divisibilidad al estilo de Zenón
es de algún modo como la relación entre la quimioterapia y el cáncer. La dificultad con cantidades que son menores
que 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, 1/n, pero, aun así, mayores que o es que no se puede llegar a ellas dividiendo una y
otra vez, del mismo modo que no se puede llegar a un número transfinito sumando o multiplicando números finitos.
∞ y 1/∞ están exentos de todas las paradojas de subdivisión infinita y expansión… aunque, en cierto sentido, son
la misma encarnación de dichas paradojas. O sea, que todo el asunto es pero que muy raro.



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

151 Preparado por Patricio Barros

d e  i n s t a n t e s  e n t r e t1  y t2 .  E s t o  e s  a s í  p o r q u e  s i  s o l o  h u b i e r a  u n  n ú m e r o  f i n i t o

d e  t a l e s  c a s o s  i n t e r m e d i o s ,  e n t o n c e s  u n o  d e  e l l o s , tx ,  s e r í a  p o r  d e f i n i c i ó n  e l

p r i m e r o ,  l o  c u a l  i m p l i c a r í a  q u e tx  e s  e l  i n s t a n t e m á s  p r ó x i m o  a t1 ,  e s  d e c i r ,

q u e tx  e s  e l  i n s t a n t e  i n m e d i a t a m e n t e  p o s t e r i o r  a t1 ,  l o  c u a l  y a  h e m o s  v i s t o

q u e  e s  i m p o s i b l e  ( p o r q u e ,  c l a r o ,  ¿ q u é  p a s a  c o n  e l  i n s t a n t e  ( tx - t1 ) / 2 ?

S i  a h o r a  e s t á  u s t e d n o t a n d o  c i e r t o  p a r e c i d o  f a m i l i a r  e n t r e  e s t o s  p r o b l e m a s

d e i n s t a n t e s n o s u c e s i v o s , l a s p a r a d o j a s d e Z e n ó n , y a l g u n o s d e l o s

r o m p e c a b e z a s  d e  l a  r e c t a  r e a l  d e s c r i t o s  e n  §  2 c  y  e ,  s e p a  q u e  n o  e s  n i n g u n a

c o i n c i d e n c i a . T o d o s s o n a s p e c t o s d e l g r a n e n i g m a d e l a c o n t i n u i d a d e n

m a t e m á t i c a s ,  e l  c u a l  e s  q u e  l o s  e n t e s  r e l a c i o n a d o s  c o n  e l  a p a r e n t e m e n t e  n o

p u e d e n m a n e j a r s e  n i  e l i m i n a r s e .  E n n i n g ú n  c a s o  r e s u l t a  e s t o m á s  e v i d e n t e

q u e  e n  e l  d e  l o s  1 / x .

E s t á n  l l e n o s  d e  p a r a d o j a s  y  e s  i m p o s i b l e  d e f i n i r l o s ,  p e r o  s i  s e  d e s t i e r r a n  d e

l a s m a t e m á t i c a s  a l  f i n a l  h a y  q u e  p o s t u l a r  q u e  c u a l q u i e r  i n t e r v a l o  t i e n e u n a

d e n s i d a d i n f i n i t a ,
164

 p o r l o c u a l l a i d e a d e s u c e s i ó n n o t i e n e s e n t i d o y

n i n g u n a o r d e n a c i ó n d e  l o s p u n t o s d e l  i n t e r v a l o p u e d e c o m p l e t a r s e  j a m á s ,

p u e s  e n t r e  d o s  p u n t o s  c u a l e s q u i e r a  h a b r á  n o  s o l o  a l g u n o s  p u n t o s m á s ,  s i n o

t o d a  u n a  i n f i n i d a d  d e  e l l o s .

C o n c l u s i ó n g e n e r a l : p o r m u y b u e n o q u e s e a e l c á l c u l o p a r a c u a n t i f i c a r e l

m o v i m i e n t o  y  e l  c a m b i o ,  n o  p u e d e  h a c e r  n a d a  p a r a  r e s o l v e r  l a s  v e r d a d e r a s

p a r a d o j a s  d e  l a  c o n t i n u i d a d .  E n  c u a l q u i e r  c a s o ,  n o  s i n  u n a  t e o r í a  c o h e r e n t e

d e l  ∞ .

164 En el sentido de intervalo en el tiempo, en el espacio o en la recta real; los tres son terreno de la continuidad.
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Capítulo Cinco

§ 5a.

L a  t a r e a  d e  l a s  d o s  s e c c i o n e s  s i g u i e n t e s  e s  m o s t r a r  c ó m o  l a s  i n n o v a c i o n e s  d e

D e d e k i n d y d e C a n t o r s u r g i e r o n m á s o m e n o s d e l m i s m o m o d o q u e e l

c á l c u l o ;  a  s a b e r ,  c o m o m a n e r a s d e  t r a t a r  c i e r t o s p r o b l e m a s q u e  s e h a b í a n

h e c h o  t a n u r g e n t e s q u e  l a s m a t e m á t i c a s n o p o d í a n a v a n z a r  r e a l m e n t e s i n

a f r o n t a r l o s . L a i d e a d e § 5 e s t r a z a r u n e s q u e m a d e l o s p a r t i c u l a r e s

d e s a r r o l l o s  y  c o n t r o v e r s i a s  p o s c á l c u l o  q u e  c r e a r o n  u n  e n t o r n o  e n  e l  c u a l  l a s

m a t e m á t i c a s t r a n s f i n i t a s s e h i c i e r o n p o s i b l e s , l o c u a l e s t a m b i é n d e c i r

n e c e s a r i a s .  P o r  f a v o r ,  o b s é r v e s e  t a m b i é n  e l  u s o  d e  l a  e x p r e s i ó n « t r a z a r u n

e s q u e m a » .  N o  h a y m o d o  d e  h a c e r  u n a  c r o n o l o g í a ,  i n c l u s o  b u r d a ,  d e l  p e r í o d o

1 7 0 0 - 1 8 5 0 .  O c u r r e n  d e m a s i a d a s  c o s a s  d e m a s i a d o  r á p i d o .

E n g e n e r a l , l a s i t u a c i ó n d e l a s m a t e m á t i c a s t r a s e l a ñ o 1 7 0 0 r e s u l t a

e n o r m e m e n t e e x t r a ñ a , y g r a n p a r t e d e e s t a e x t r a ñ e z a t i e n e q u e v e r d e

n u e v o c o n l a s r e l a c i o n e s e n t r e l a r e a l i d a d e m p í r i c a y l a a b s t r a c c i ó n

c o n c e p t u a l .
165

 C o m o p u e d e a t e s t i g u a r c u a l q u i e r a q u e h a y a p a s a d o d e l a s

m a t e m á t i c a s  d e  b a c h i l l e r a t o  a  l a s  d e  p r i m e r  c u r s o  d e  c a r r e r a ,  e l  a n á l i s i s  e s

e x p o n e n c i a l m e n t e m á s  a b s t r a c t o  y  d i f í c i l  q u e  c u a l q u i e r  o t r a  c o s a  a n t e r i o r .
166

A l m i s m o t i e m p o , s u p o d e r e x p l i c a t i v o n o t i e n e p r e c e d e n t e s y s u s

a p l i c a c i o n e s p r á c t i c a s s e d i s p a r a n . E s t o s e d e b e p r i n c i p a l m e n t e a l a

c a p a c i d a d d e l a n á l i s i s p a r a c u a n t i f i c a r e l m o v i m i e n t o y e l p r o c e s o y e l

c a m b i o , y p o r e l g r a n a u m e n t o e n l a g e n e r a l i d a d d e l a s l e y e s f í s i c a s

e x p r e s a d a s c o m o e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s y / o s e r i e s t r i g o n o m é t r i c a s . A l

m i s m o m i s m o  t i e m p o ,  i g u a l  q u e  c o n  e l  d e s a r r o l l o  d e l  c á l c u l o  c l á s i c o ,  b u e n a

165 Si pegamos «pero más» detrás de cada predicado, los últimos tres párrafos de § 3 b también se pueden aplicar
aquí bastante acertadamente.
166 SEI Esta dificultad, a pesar de lo que suelen pensar los que han estudiado humanidades, no es a causa de toda
la notación de aspecto pesado que puede intimidarnos cuando hojeamos un libro de matemáticas superiores. La
notación especial del análisis en realidad solo es una manera muy muy compacta de representar información. No
hay tantos símbolos distintos, y en comparación con el lenguaje natural es ridículamente fácil de aprender. El
problema no es la notación: es la extrema abstracción y generalidad de la información representada por el
simbolismo lo que hace tan difíciles las matemáticas superiores. Con un poco de suerte esto se entenderá, porque
es cien por cien cierto.
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p a r t e d e l p r o g r e s o m a t e m á t i c o d e s d e 1 7 0 0 h a s t a p o r l o m e n o s 1 8 3 0

r e s p o n d e a p r o b l e m a s c i e n t í f i c o s : d e n u e v o , a l g u n o s d e e l l o s y a h a n s i d o

m e n c i o n a d o s . L a c u e s t i ó n e s a q u í  t o d a v í a m á s e m p á t i c a q u e e n § 3 b : e n

c u a l q u i e r  c a m p o ,  d e s d e  l a  a s t r o n o m í a  h a s t a  l a  i n g e n i e r í a ,  l a  n a v e g a c i ó n ,  l a

t e c n o l o g í a d e g u e r r a , e t c . , l a s h e r r a m i e n t a s d e l a n á l i s i s f u n c i o n a b a n

r e a l m e n t e .  E l  r e s u l t a d o  f u e  l o  q u e  e l  b u e n o  y  v i e j o M o r r i s  K l i n e  l l a m a « u n a

f u s i ó n  v i r t u a l  d e  l a s m a t e m á t i c a s  y  v a s t a s  á r e a s  d e  l a  c i e n c i a »  ( K l i n e ,  p á g .

3 9 5 ) .

L a s  v e n t a j a s  d e  e s a  f u s i ó n  s o n m á s  o b v i a s  q u e  s u s  p e l i g r o s .  R e c u é r d e s e  u n a

v e z m á s q u e , s u p u e s t a m e n t e , u n a c a r a c t e r í s t i c a d e  i n c a l c u l a b l e v a l o r q u e

t i e n e n  l a s m a t e m á t i c a s  e s  l a  v e r d a d  a  p r i o r i ,  y  d e d u c t i v a ,  d e  s u s  t e o r e m a s .

L a s v e r d a d e s c i e n t í f i c a s s e e s t a b l e c e n e m p í r i c a m e n t e . S o n v e r d a d e s

i n d u c t i v a s ,  y  c o m o  t a l e s  e s t á n  s u j e t a s  a  t o d a s  l a s  i n c e r t i d u m b r e s  a b s t r a c t a s

d e m a d r u g a d a d e t a l l a d a s e n § 1 . L a i n d u c c i ó n , d e s d e u n p u n t o d e v i s t a

l ó g i c o ,  n o  t i e n e  f u n d a m e n t o , m i e n t r a s  q u e  l a s  v e r d a d e s m a t e m á t i c a s  e s t á n

c o n s t r u i d a s  s o b r e  e l  g r a n i t o  d e  l o s  a x i o m a s  y  l a s  r e g l a s  d e  i n f e r e n c i a .  T o d o

e s t o  s e  h a  a n a l i z a d o  y a ,  a s í  c o m o  l a s  c o n e x i o n e s  e n t r e  f u n d a m e n t o s  y  r i g o r ,

a d e m á s  d e  l a  p a r t e  d e l  g l o s a r i o  d e  e m e r g e n c i a  e n  §  3 c  a c e r c a  d e l  a n á l i s i s  y

s u  ( e v e n t u a l )  i n t e n t o  d e  i n y e c t a r  m á s  r i g o r  e n  e l  c á l c u l o .

C o n c l u s i ó n :  n o  e s  s u f i c i e n t e  q u e  l a s  t e o r í a s m a t e m á t i c a s  f u n c i o n e n .  T a m b i é n

s e s u p o n e q u e d e b e n e s t a r  r i g u r o s a m e n t e d e f i n i d a s y d e m o s t r a d a s d e u n

m o d o  q u e  s e  a j u s t e  a l  g r a n  e s t á n d a r  d e d u c t i v o  g r i e g o .  P e r o  e s t o  n o  e s  l o  q u e

o c u r r i ó d u r a n t e l a m a y o r p a r t e d e l s i g l o X V I I I . F u e m á s b i e n c o m o u n a

b u r b u j a f i n a n c i e r a . Y d u r a n t e u n t i e m p o p a r e c i ó e s t u p e n d a . L a « f u s i ó n

v i r t u a l »  p o r  l a  q u e  l o s  d e s c u b r i m i e n t o s  m a t e m á t i c o s  h i c i e r o n  p o s i b l e  a v a n c e s

c i e n t í f i c o s  q u e  a  s u  v e z m o t i v a r o n m á s  d e s c u b r i m i e n t o s m a t e m á t i c o s
167

 d i o

167 SEI Es decir, nuevos resultados no solo en las matemáticas ya establecidas, sino en áreas completamente
nuevas de la era poscálculo, incluyendo las ecuaciones diferenciales, varios tipos de series infinitas, geometría
diferencial, teoría de números, teoría de funciones, geometría proyectiva, cálculo de variaciones, fracciones
continuas, y así sucesivamente.
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l u g a r  a  u n a  s i t u a c i ó n  p a r e c i d a  a  l a  d e  u n  á r b o l
168

 d e  e s p e c t a c u l a r e s  r a m a s  y

a b u n d a n t e s  h o j a s  p e r o  s i n  a u t é n t i c a s  r a í c e s .  T o d a v í a  n o  e x i s t í a n  d e f i n i c i o n e s

r i g u r o s a s  y  f u n d a m e n t a d a s  d e  l a  d i f e r e n c i a l ,  l a  d e r i v a d a ,  l a  i n t e g r a l ,  e l  l í m i t e ,

o l a s s e r i e s c o n v e r g e n t e s / d i v e r g e n t e s . N i s i q u i e r a d e l a f u n c i ó n . H a b í a

c o n s t a n t e s  c o n t r o v e r s i a s ,  y ,  s i n  e m b a r g o ,  a l  m i s m o  t i e m p o  p a r e c í a  q u e  n o  l e

i m p o r t a b a a n a d i e .
169

 E l h e c h o d e q u e  l o s  i n f i n i t e s i m a l e s d e l c á l c u l o ( y / o

a h o r a  l o s  l í m i t e s  d e  t i p o ∞  h a c i a  l o s  q u e  l a s  c a n t i d a d e s  p o d í a n  « t e n d e r »  s i n

l l e g a r n u n c a r e a l m e n t e )  f u n c i o n a r a n  t a n b i e n s i n n i n g u n a  f u n d a m e n t a c i ó n

c o h e r e n t e ,  d e  a l g ú n m o d o  i n f e c t ó  t o d o  e l  e s p í r i t u  d e l  a n á l i s i s .  S i n  q u e  n a d i e

l o d i j e r a d e f o r m a e x p l í c i t a , l a s m a t e m á t i c a s e m p e z a r o n a o p e r a r

i n d u c t i v a m e n t e .

F u e  e n  l o s  t e r r e n o s  d e  l a s  f u n c i o n e s ,  l a s  e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  y  l a s  s e r i e s

t r i g o n o m é t r i c a s d o n d e s u r g i e r o n m u c h o s d e  l o s a v a n c e s m á s s i g n i f i c a t i v o s

d e l  s i g l o X V I I I  y m u c h a s  d e  s u s m á s  a b o m i n a b l e s  c o n f u s i o n e s .  E n  r e l a c i ó n

c o n  n u e s t r o  r e l a t o ,  v a  a  s e r  i m p o r t a n t e  e x a m i n a r  a l g u n o s  d e  l o s  p r o b l e m a s

m a t e m á t i c o s  y  c i e n t í f i c o s  e s p e c í f i c o s  e n  l o s  q u e  s e  u s a r o n  d i c h o s  c o n c e p t o s .

E s t o  a  s u  v e z  r e q u e r i r á  o t r o  g l o s a r i o  d e  e m e r g e n c i a  r e l e v a n t e  ( a u n q u e  a l g o

m á s  d u r o )
170

,  a l  c u a l  e s t á  u s t e d  d e  n u e v o  i n v i t a d o  a  d e d i c a r  e x a c t a m e n t e  e l

t i e m p o  o  l a  a t e n c i ó n  q u e  s u s  c o n o c i m i e n t o s  o  s u  i n t e r é s m e r e z c a n  ( p e r o  q u e

p r o b a b l e m e n t e  d e b e r í a  p o r  l o m e n o s  h o j e a r  y  d e j a r  a  p u n t o  p a r a  c o n s u l t a s

p o s t e r i o r e s  s i  l a s  d i f i c u l t a d e s  i n  s i t u  l o  r e q u i e r e n ) ,  e t c .

Glosario de emergencia II

168 SEI Observe que hemos vuelto a lo del árbol.
169 Véase en este caso no solo la famosa racionalización de D’Alembert por no tener una definición rigurosa del
concepto de límite, «Simplemente siga adelante, y la fe vendrá», sino también esta declaración, hacia 1740, de
Alexis-Claude Clairaut (1713-1765, gran fisicomatemático): «[Solía ocurrir que] la geometría, igual que la lógica,
debía basarse en el razonamiento formal para rebatir a los quisquillosos. Pero ahora es al revés. Todo razonamiento
concerniente a lo que el sentido común conoce de antemano, sirve solo para ocultar la verdad y cansar al lector y
actualmente se desprecia» (Clairaut extractado y editado a partir de Kline, págs. 618-619).
170 El Alto Mando reconoce: francamente, algunas partes del G. E. II van a ser brutales, y en conjunto esa podría
ser la parte más dura de todo el libro, y aquí mismo expresamos nuestro arrepentimiento. Pero en realidad es
mejor hacerlo todo aquí en un pasaje denso y sin contexto que tener que ir deteniéndose y dando pequeñas
definiciones sin fin, y explicaciones que interrumpan la descripción del verdadero trabajo de las personas. Se
intentó de las dos maneras, y Mal1 < Mal2.
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Derivada (n.)  y Diferencial (n.). D e b e n d i s t i n g u i r s e a u n q u e e s t á n t a n

e s t r e c h a m e n t e r e l a c i o n a d a s q u e u n a d e r i v a d a a v e c e s s e l l a m a u n

« c o e f i c i e n t e  d i f e r e n c i a l » .  R e c u e r d e  d e l  G .  E .  I  q u e  u n a  d e r i v a d a  e s  l a  t a s a  d e

c a m b i o d e u n a  f u n c i ó n  r e s p e c t o  a  l a  v a r i a b l e  i n d e p e n d i e n t e .  E n e l  c a s o d e

u n a  s i m p l e  f u n c i ó n  c o m o y  = f (x ) ,
171

 l a  d e r i v a d a  e s dy/dx  .  P e r o  a q u í  l o s d x  y

d y  i n d i v i d u a l e s s o n d i f e r e n c i a l e s . E n a l g o c o m o y = f (x ) , d o n d e x e s l a

v a r i a b l e  i n d e p e n d i e n t e ,  l a  d i f e r e n c i a l  d e x  ( e s  d e c i r , d x )  e s  c u a l q u i e r  c a m b i o

a r b i t r a r i o  e n  e l  v a l o r  d e x ,  e n  c u y o  c a s o d y  s e  p u e d e  d e f i n i r m e d i a n t e d y =

f' (x ) d x ,  d o n d e f' (x )  e s  l a  d e r i v a d a  d e f ( x ) .  ( ¿ L e  p a r e c e  q u e  t i e n e  s e n t i d o ?  S i

f' (x )  =  d y / d x ,  e n t o n c e s d y  e s  b a s t a n t e  c l a r a m e n t e f' (x ) d x ) .

U n a m a n e r a  f á c i l  d e  a c l a r a r  a m b o s  t é r m i n o s  e s  r e c o r d a r  q u e  u n a  d e r i v a d a  e s

l i t e r a l m e n t e e l c o c i e n t e d e d o s d i f e r e n c i a l e s , q u e e s c o m o m u c h o s

l e i b n i z i a n o s  d e f i n í a n  e n  r e a l i d a d  l a  d e r i v a d a  p a r a  e m p e z a r .

Derivada parcial y diferencial total  e s  l a  d i s t i n c i ó n  c o r r e s p o n d i e n t e  e n  e l

c a s o  d e « f u n c i o n e s  d e  v a r i a s  v a r i a b l e s » ,
172

 e s  d e c i r ,  l a s  q u e  t i e n e n m á s d e

u n a  v a r i a b l e  i n d e p e n d i e n t e .  U n a  d e r i v a d a  p a r c i a l  e s  l a  t a s a  d e  c a m b i o  d e  u n a

f u n c i ó n m u l t i v a r i a b l e  r e s p e c t o  a  u n a  d e  l a s  v a r i a b l e s  r e l e v a n t e s ,  t o m a n d o  l a s

d e m á s  c o m o  c o n s t a n t e s .  A s í ,  e n  g e n e r a l  u n a  f u n c i ó n  t e n d r á  t a n t a s  d e r i v a d a s

p a r c i a l e s  c o m o  v a r i a b l e s  i n d e p e n d i e n t e s .  P a r a  l a s  d e r i v a d a s  p a r c i a l e s  s e  u s a

u n s í m b o l o e s p e c i a l q u e e l d o c t o r G o r i s l l a m a b a e l « 6 d i s l é x i c o » . P o r

e j e m p l o ,  l a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s d e l a  f u n c i ó n q u e d a e l v o l u m e n d e u n

c i l i n d r o  r e c t o , V  =  π r2h ,  s o n

171 SEI Este simbolismo universal para funciones es cortesía del antes mencionado Leonhard Euler, la gran figura
predominante de las matemáticas del siglo XVIII.
172 = lo que se conoce académicamente como cálculo multivariable, es decir, esencialmente las matemáticas de las
superficies en el espacio de 3 dimensiones, f(x, y), o de los sólidos en el espacio de 4 dimensiones, f(x, y, z), etc.
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U n a  d i f e r e n c i a l  t o t a l ,  p o r  o t r o  l a d o ,  e s  l a  d i f e r e n c i a l  d e  u n a  f u n c i ó n  c o n m á s

d e  u n a  v a r i a b l e  i n d e p e n d i e n t e ,  l o  c u a l  h a b i t u a l m e n t e  e q u i v a l e  a  d e c i r  q u e  e s

l a d i f e r e n c i a l d e  l a v a r i a b l e d e p e n d i e n t e . L o s ∂s  t a m b i é n s e u s a n e n  l a s

d i f e r e n c i a l e s  t o t a l e s .  E n  e l  c a s o  d e  u n a  f u n c i ó n m u l t i v a r i a b l e  c o m o z  = f (x ,

y ) ,  l a  d i f e r e n c i a l  t o t a l  d e z , d z ,  s e r á

E s t a s  d o s  p r i m e r a s  d e f i n i c i o n e s  p u e d e n  p a r e c e r  e x c e s i v a m e n t e  s u t i l e s  p e r o ,

d e  h e c h o ,  s o n  n e c e s a r i a s  p a r a  e n t e n d e r  l a s

Ecuaciones diferenciales ( a - c  [ s i e n d o  ( b )  b a s t a n t e  e x t e n s a ] ) ,  q u e  s o n  l a

h e r r a m i e n t a m a t e m á t i c a  n º  1  p a r a  r e s o l v e r  p r o b l e m a s  d e  f í s i c a ,  i n g e n i e r í a ,

t e l e m e t r í a ,  a u t o m á t i c a  y  t o d o  t i p o  d e  d i s c i p l i n a s  c i e n t í f i c a s .  H a b i t u a l m e n t e  s e

e m p i e z a  a  f l i r t e a r  c o n  l a s  E .  D .  a l  f i n a l  d e  l a s m a t e m á t i c a s  d e  p r i m e r  c u r s o

d e c a r r e r a . Y e n e l t e r c e r c u r s o d e c á l c u l o s e e m p i e z a a d e s c u b r i r c u á n

u b i c u a s  y  d i f í c i l e s  s o n  r e a l m e n t e .

( a )  E n u n  s e n t i d o  a m p l i o ,  l a s  e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  i n v o l u c r a n  r e l a c i o n e s

e n t r e u n a x  i n d e p e n d i e n t e ,  u n a y d e p e n d i e n t e ,  y p o r  l o m e n o s u n a d e  l a s

d e r i v a d a s d e y  r e s p e c t o  a x .  L a s E . D .  p u e d e n  c o n s i d e r a r s e  o b i e n  c á l c u l o

i n t e g r a l c o m b i n a d o c o n a l g ú n t i p o d e a l u c i n ó g e n o d e c l a s e I V o b i e n

( m e j o r
173

) c o m o « m e t a f u n c i o n e s » , e n e l s e n t i d o d e h a l l a r s e u n n i v e l d e

a b s t r a c c i ó n  p o r  e n c i m a  d e  l a s  f u n c i o n e s  n o r m a l e s ;  a  s u  v e z  e s t o  s i g n i f i c a  q u e

s i  u n a  f u n c i ó n  o r d i n a r i a  e s  u n a  e s p e c i e  d e m á q u i n a  e n  l a  q u e  s e  i n t r o d u c e n

c i e r t o s  n ú m e r o s  y  d e  l a  q u e  s a l e n  o t r o s  n ú m e r o s ,
174

 u n a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l

e s  o t r a  e s p e c i e  d e m á q u i n a  e n  l a  q u e  s e  i n t r o d u c e n  c i e r t a s  f u n c i o n e s  y  d e  l a

173 SEI Lo que sigue era la manera que tenía el doctor Goris de explicar las ecuaciones diferenciales, que resultaba
más clara y significativa que la manera llena de fórmulas en que suelen presentarse en los cursos de matemáticas
superiores.
174 SEI Curiosidad gorisiana: el ideograma japonés original para función significaba, literalmente, «caja para
números».
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q u e  s a l e n  o t r a s  f u n c i o n e s .  E n t o n c e s ,  l a  s o l u c i ó n  d e  u n a  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l

c o n c r e t a  e s  s i e m p r e  a l g u n a  f u n c i ó n ,  e s p e c í f i c a m e n t e  u n a  q u e  s e  p u e d e  p o n e r

e n  e l  l u g a r  d e  l a  v a r i a b l e  d e p e n d i e n t e  d e  l a  E .  D .  p a r a  d a r  l u g a r  a  l o  q u e  s e

c o n o c e c o m o u n a « i d e n t i d a d » , q u e e s b á s i c a m e n t e u n a t a u t o l o g í a

m a t e m á t i c a .

P u e d e  q u e  e s t o  n o  h a y a  s i d o  d e  m u c h a  a y u d a .  E n  t é r m i n o s  m á s  c o n c r e t o s ,
175

u n a  s i m p l e  e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  c o m o

t i e n e  c o m o  s o l u c i ó n  a q u e l l a  f u n c i ó n  c u y a  d e r i v a d a  e s  3 x2
 −  1 .  E s t o  s i g n i f i c a

q u e a h o r a s e n e c e s i t a l a i n t e g r a c i ó n , e s d e c i r , h a l l a r p o r l o m e n o s u n a

f u n c i ó n  e q u i v a l e n t e  a  ∫ ( 3 x2
 −  1 ) d x .

S i  r e c u e r d a  a l g o  d e  l a s m a t e m á t i c a s  d e  p r i m e r o  d e  c a r r e r a ,  p r o b a b l e m e n t e

v e r á  q u e

( d o n d e C e s l a i n f a m e c o n s t a n t e d e i n t e g r a c i ó n ) ,
176

 e c u a c i ó n q u e e s l o

m i s m o  q u e y  = x3
 − x  + C ,  q u e  a l  f i n  r e s u l t a  s e r  l a  s o l u c i ó n  g e n e r a l  d e  l a

e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l dy/dx  =  3 x2
 −  1 .  L a s  s o l u c i o n e s  p a r t i c u l a r e s  d e  d i c h a  E .

D .  s e r á n  a q u e l l a s  f u n c i o n e s  e n  l a s  q u e C  t o m a  a l g ú n  v a l o r  e s p e c í f i c o ,  c o m o ,

p o r  e j e m p l o , y  = x3
 − x  +  2  ( s e m i s e m i e x t r a c t a d o  a  p a r t i r  d e  B e r l i n s k i ,  p á g s .

2 3 0 - 2 3 1 ) .

( b ) G r á f i c a m e n t e , a c a u s a d e C  y  l a c u e s t i ó n d e  l o p a r t i c u l a r / g e n e r a l ,  l a s

e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  t i e n d e n  a  d a r  « f a m i l i a s  d e  c u r v a s »  c o m o  s o l u c i o n e s .

175 Por así decirlo.
176 Larga historia: por favor, recuerde simplemente que existe algo así.
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L o s d e s a r r o l l o s d e l a s e c u a c i o n e s , p o r o t r o l a d o , n o r m a l m e n t e d a n

s e c u e n c i a s d e f u n c i o n e s , y s e p a q u e e l c a m b i o e n e l a n á l i s i s d e l a s

s u c e s i o n e s / s e r i e s d e  c a n t i d a d e s  a  l a s  s u c e s i o n e s / s e r i e s d e  f u n c i o n e s  a c a b a

r e s u l t a n d o  c r u c i a l  p a r a  l a  h i s t o r i a  d e l  ∞ . D e s d e  e l  p u n t o  d e  v i s t a  h i s t ó r i c o ,

e s t e  c a m b i o  c a r a c t e r i z a  l a  t r a n s i c i ó n  d e  l a s  m a t e m á t i c a s  d e s d e  e l  a n á l i s i s  d e l

s i g l o  X V I I I  a l  e s t i l o  d e  E u l e r  a l  d e  p r i n c i p i o s  y m e d i a d o s  d e l  s i g l o  X I X m á s  a l

e s t i l o  d e  C a u c h y .  C o m o  s e m e n c i o n ó  b r e v e m e n t e  e n  §  3 ,  a l  b a r ó n  A g u s t i n -

L o u i s C a u c h y s e  l e a t r i b u y e e l p r i m e r  i n t e n t o  r e a l d e d a r  r i g o r a l  a n á l i s i s .

P r o p u s o  u n  c o n c e p t o  d e  l í m i t e m á s  s o f i s t i c a d o ,  b a s a d o  e n  l a  c o n v e r g e n c i a ,  y

f u e c a p a z d e d e f i n i r  l a c o n t i n u i d a d ,  l o s  i n f i n i t e s i m a l e s , e  i n c l u s o d e l ∞ e n

t é r m i n o s  d e  d i c h o  c o n c e p t o .
177

T a m b i é n f u e C a u c h y e l p r i m e r o q u e t r a b a j ó s e r i a m e n t e e n l a s s e r i e s d e

f u n c i o n e s , e n l a s c u a l e s l o s p r o b l e m a s r e a l m e n t e c r u c i a l e s t a m b i é n

i n v o l u c r a n  l a  c o n v e r g e n c i a .

Interpolación rápida incrustada en (b)

L a s  E .  D .  d e  ( b )  v a n  a  c o m p l i c a r s e .  A d e m á s  d e  e s t a r  i n v i t a d o  a  c o n s u l t a r  e l

G .  E .  I  c u a n d o  s e a  a p r o p i a d o ,  d e b e  u s t e d  c o n o c e r  d o s  h e c h o s  r e l a c i o n a d o s :

( 1 )  L a  c o n v e r g e n c i a  e s  ( o  p o r  l o m e n o s  p a r e c e ) m u y  d i f e r e n t e  e n  e l  c a s o  d e

l a s  s u c e s i o n e s / s e r i e s  d e  f u n c i o n e s  q u e  e n  e l  c a s o  d e  l a s  s u c e s i o n e s / s e r i e s  d e

c a n t i d a d e s . P o r e j e m p l o , u n a s e r i e c o n v e r g e n t e d e  f u n c i o n e s  t i e n d e h a c i a

u n a c i e r t a  f u n c i ó n … o m á s b i e n e s m á s p r e c i s o d e c i r q u e  l a  s u m a d e u n a

s e r i e  c o n v e r g e n t e  d e  f u n c i o n e s  s i e m p r e  c o n v e r g e r á  a  u n a  f u n c i ó n .
178

 ( 2 )  H a y

u n m o n t ó n  d e  c o n e x i o n e s  e n t r e  l o s  c o n c e p t o s  d e  c o n t i n u i d a d  p a r a  f u n c i o n e s

y d e c o n v e r g e n c i a p a r a s e r i e s d e f u n c i o n e s . A f o r t u n a d a m e n t e , s o l o u n a s

177 Todo esto se puede encontrar en el primer capítulo de la famosa obra de Cauchy Course d’analyse, por ejemplo,
para 1/∞ y ∞: «Una cantidad variable se hace infinitamente pequeña cuando su valor numérico decrece de forma
indefinida de tal manera que converge al límite 0» (Cauchy, Cours d’analyse algébrique. Traducción extractada,
algo editada, a partir de Kline, pág. 951) y «Una cantidad variable se hace infinitamente grande cuando su valor
numérico crece de forma indefinida de tal manera que converge al límite ∞» (pero donde, como indica Kline «∞
significa no una cantidad fija, sino algo indefinidamente grande»).
178 Otra ventaja de pensar en las ecuaciones diferenciales como metafunciones es que, como las sucesiones/series
de funciones son el resultado del desarrollo de las E. D., en cierto modo tiene sentido suponer que lo que surja de
tales sucesiones/series será una función.
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p o c a s d e e l l a s n o s i m p o r t a n , p e r o e n c o n j u n t o d i c h a s c o n e x i o n e s l l e g a n

h a s t a  e l  m i s m o  a g i t a d o  c o r a z ó n  d e l  a n á l i s i s  d e l  s i g l o  X I X ,  y  a l g u n a s  c o s a s  s e

h a c e n e x t r e m a d a m e n t e c o m p l i c a d a s . U n e j e m p l o e s u n  f a m o s o e r r o r q u e

c o m e t i ó C a u c h y , q u e s e p r e s e n t a a q u í s o l o c o m o u n a i n d i c a c i ó n d e l o

e s t r e c h a m e n t e  l i g a d a s  q u e  e s t á n  l a  c o n t i n u i d a d  y  l a  c o n v e r g e n c i a  r e s p e c t o  a

l a s  f u n c i o n e s .  C a u c h y  s o s t e n í a  q u e  s i  l a  s u m a  d e  u n a  s u c e s i ó n  d e  f u n c i o n e s

c o n t i n u a s c0 , c1 , c2 , …  c o n v e r g e  e n  t o d a s  p a r t e s  d e  u n  c i e r t o  i n t e r v a l o  h a c i a

u n a  f u n c i ó n  C ,  e n t o n c e s  l a  p r o p i a  f u n c i ó n  C  e s  c o n t i n u a  e n  e s e  i n t e r v a l o .  P o r

q u é  e s o  e r a  i m p o r t a n t e ,  y  e r r ó n e o ,  q u e d a r á  c l a r o ,  c o n  u n  p o c o  d e  s u e r t e ,  e n

u n  p a r  d e  § .

Fin de la interpolación. Regreso al párrafo 2 de (b), en curso

C o m o  n o  p o d e m o s  h a c e r  s u m a s  p a r c i a l e s  c o n  l a s  s e r i e s  d e  f u n c i o n e s ,  r e s u l t a

i m p o r t a n t e p e n s a r e n c o m p r o b a c i o n e s g e n e r a l e s d e l a c o n v e r g e n c i a d e

d i c h a s s e r i e s / s u c e s i o n e s . U n a c o m p r o b a c i ó n g e n e r a l p i o n e r a l l a m a d a

c o n d i c i ó n d e c o n v e r g e n c i a d e C a u c h y ( o « 3 C » ) d e l a d é c a d a d e 1 8 2 0

s o s t i e n e  q u e u n a  s e c u e n c i a  i n f i n i t a a0 , a1 , a2 , … , an , …  c o n v e r g e  ( e s  d e c i r ,

t i e n e  l í m i t e )  s i  y  s o l o  s i  e l  v a l o r  a b s o l u t o  d e  ( an+r  − an )  e s  i n f e r i o r  a  c u a l q u i e r

c a n t i d a d e s p e c i f i c a d a p a r a t o d o v a l o r d e r , s u p o n i e n d o q u e n s e a

s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e .
179

U n h e c h o f i n a l r e s p e c t o a l a s f u n c i o n e s y l a c o n v e r g e n c i a ( q u e

p r o b a b l e m e n t e s e  t e n d r í a q u e h a b e r  i n c l u i d o e n  l a a n t e r i o r  i n t e r p o l a c i ó n ) :

p a r a  d e m o s t r a r  q u e u n a  f u n c i ó n  F  e s  r e p r e s e n t a b l e  ( = d e s a r r o l l a b l e )  c o m o

u n a  s e r i e  i n f i n i t a ,  d e b e  s e r  p o s i b l e  v e r i f i c a r  q u e  l a  s e r i e  c o n v e r g e  e n  t o d o s

l o s p u n t o s h a c i a F . L o c u a l , o b v i a m e n t e , n o p u e d e h a c e r s e s u m a n d o u n

n ú m e r o  i n f i n i t o d e  t é r m i n o s :  s e n e c e s i t a u n a d e m o s t r a c i ó n a b s t r a c t a . E s t o

179 SEI Puede  saber  o  recordar  de  las  matemáticas  superiores  que  esto  no  se  parece  en  nada  a  la  prueba  de
convergencia general que se enseña hoy. La razón es otra semiequivocación de Cauchy: resulta que se puede
demostrar rigurosamente que su 3C original solo es una condición necesaria de convergencia. Una prueba fiable de
convergencia también debe proporcionar condiciones suficientes (véase la nota [1.14] y su explicación acerca de
condiciones necesarias y suficientes), para lo cual resulta que se necesita una teoría de los números reales, que no
estará disponible hasta la década de 1870.
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t a m b i é n  s e r á  i m p o r t a n t e  c u a n d o  l l e g u e m o s  a  l o s  p r i m e r o s  t r a b a j o s  d e  C a n t o r

s o b r e  a n á l i s i s .

( c ) U n a d e l a s r a z o n e s p o r l a s q u e l a s e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s s o n t a n

d i f í c i l e s p a r a l o s e s t u d i a n t e s e s q u e e x i s t e n m u c h o s t i p o s y s u b t i p o s

d i s t i n t o s ,  e s p e c i f i c a d o s  p o r  t o d a  c l a s e  d e  n o m e n c l a t u r a  s o f i s t i c a d a :  « o r d e n » ,

« g r a d o » , « s e p a r a b i l i d a d » , « h o m o g e n e i d a d » , « l i n e a l i d a d » , « f a c t o r d e

c r e c i m i e n t o » , « f a c t o r d e d e c r e c i m i e n t o » , e t c . P a r a n o s o t r o s , l a d i s t i n c i ó n

m á s  i m p o r t a n t e  e s  e n t r e u n a e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  o r d i n a r i a  y u n a e c u a c i ó n

d i f e r e n c i a l p a r c i a l . U n a E . D . p a r c i a l i n v o l u c r a m á s d e u n a v a r i a b l e

i n d e p e n d i e n t e , y , p o r l o t a n t o , d e r i v a d a s p a r c i a l e s ( d e a q u í e l n o m b r e ) ,

m i e n t r a s q u e u n a E . D .  o r d i n a r i a n o  c o n t i e n e d e r i v a d a s p a r c i a l e s . C o m o  l a

m a y o r í a  d e  l o s  f e n ó m e n o s  f í s i c o s  s o n  l o  b a s t a n t e  c o m p l i c a d o s  p a r a  r e q u e r i r

f u n c i o n e s m u l t i v a r i a b l e y d e r i v a d a s p a r c i a l e s , n o e s s o r p r e n d e n t e q u e  l a s

e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s v e r d a d e r a m e n t e ú t i l e s y s i g n i f i c a t i v a s s e a n l a s

p a r c i a l e s . U n p a r m á s d e t é r m i n o s s o b r e E . D . q u e d e b e c o n o c e r s o n

c o n d i c i o n e s  d e  f r o n t e r a  y  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s ,  l o s  c u a l e s  t i e n e n  q u e  v e r  c o n

e s p e c i f i c a r  v a l o r e s  p e r m i t i d o s  d e  l a  f u n c i ó n  y / o  c u a l e s q u i e r a  c o n s t a n t e s  q u e

i n t e r v e n g a n e n l a e c u a c i ó n . E s o s t é r m i n o s s o n p e r t i n e n t e s p o r q u e h a y

i m p o r t a n t e s c o n e x i o n e s e n t r e d i c h a s c o n d i c i o n e s y l a e s p e c i f i c a c i ó n d e

c i e r t o s  i n t e r v a l o s d e  l a  r e c t a  r e a l  e n  l o s  c u a l e s u n a  f u n c i ó n p u e d e a d q u i r i r

v a l o r e s ,  l o  c u a l  d e s p u é s  r e s u l t a r á  c r í t i c o  p a r a  e l  a n á l i s i s w e i e r s t r a s s i a n o d e

m e d i a d o s  d e l  s i g l o  X I X  d e l  q u e  h a b l a r e m o s  e n  §  5 e .

La ecuación de onda .  S e  t r a t a  d e  u n a  E .  D .  p a r c i a l  e s p e c i a l m e n t e  f a m o s a  y

p o d e r o s a .  D e  e n o r m e  i n f l u e n c i a  t a n t o  e n  l a s m a t e m á t i c a s  p u r a s  c o m o  e n  l a s

a p l i c a d a s , s o b r e t o d o e n l a f í s i c a y e n l a i n g e n i e r í a .
180

 P a r a n u e s t r o s

p r o p ó s i t o s , l a f o r m a r e l e v a n t e d e l a e c u a c i ó n d e o n d a e s l a i D o « n o

l a p l a c i a n a » ,  l a  c u a l  ( SEI )  t i e n e  e s t e  a s p e c t o :

180 SEI Respecto a  las  dos últimas,  o  en clase de astronomía,  puede que haya aprendido algo de la  ecuación de
onda y de su relación con las funciones de Bessel, que son soluciones particulares de la ecuación de onda
expresadas en un tipo especial de sistema de coordenadas 3D.
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Series trigonométricas , q u e p r o b a b l e m e n t e t e n d r í a n q u e h a b e r s i d o

t r a t a d a s e n e l G . E .  I ,  s o n b á s i c a m e n t e  s e r i e s  c u y o s  t é r m i n o s  s e e s c r i b e n

c o m o  l o s s e n o s y  l o s c o s e n o s
181

 d e v a r i o s á n g u l o s . L a  f o r m a g e n é r i c a e s

h a b i t u a l m e n t e  a l g o  p a r e c i d o  a

L a s  s e r i e s  t r i g o n o m é t r i c a s  t i e n e n  u n  p a p e l  i m p o r t a n t e  e n  n u e s t r o  r e l a t o ,  n o

s o l o p o r q u e c o n t i e n e n  l a s s e r i e s d e F o u r i e r c o m o s u b t i p o ,
182

 s i n o  t a m b i é n

p o r q u e c i e r t a s f u n c i o n e s m u y i m p o r t a n t e s p u e d e n r e p r e s e n t a r s e a  l a v e z

m e d i a n t e s e r i e s t r i g o n o m é t r i c a s y m e d i a n t e e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s

p a r c i a l e s . R e s u l t a q u e l a s c o n e x i o n e s e n t r e E . D . p a r c i a l e s y s e r i e s

t r i g o n o m é t r i c a s  l l e g a n  d i r e c t a m e n t e  a  l a  r a í z  d e  l o  q u e  e s  u n a  f u n c i ó n .  Y ,  d e

h e c h o , l a d e f i n i c i ó n m a t e m á t i c a m o d e r n a d e f u n c i ó n — q u e d i f i e r e d e l a

d e f i n i c i ó n  a d  h o c  d e l  G .  E .  I  p u e s  e s p e c i f i c a  q u e  l a  a s o c i a c i ó n  e n t r e  c a d a x  y

s u f (x ) p u e d e s e r 1 0 0 % a r b i t r a r i a , s i n r e q u e r i r n i n g u n a r e g l a n i s i q u i e r a

e x p l i c a c i ó n
183

—  e s  e l  r e s u l t a d o  d e  u n  t r a b a j o  e x h a u s t i v o  s o b r e  l a s  r e l a c i o n e s

e n t r e  l a s  f u n c i o n e s  y  s u s  r e p r e s e n t a c i o n e s  c o m o  s e r i e s .

Convergencia uniforme y secretos asociados ( a - e ) . E s t o s t é r m i n o s

i n c l u y e n  l a s  d e f i n i c i o n e s  d e l  G .  E .  I  d e  i n t e r v a l o  y  f u n c i ó n  c o n t i n u a  a s í  c o m o

181 que por supuesto son, estrictamente hablando, funciones trigonométricas, de modo que puede usted ver por qué
las series trigonométricas son un caso clásico del tema de series de funciones analizado antes en el apartado
Ecuaciones diferenciales (b).
182 En realidad no hará ningún daño volver al G. E. I y repasar el apartado Series de Fourier otra vez, especialmente
lo de las series de Fourier como desarrollos de funciones periódicas. Por ello, las propias series trigonométricas
tienden a ser periódicas, en el sentido de que básicamente repiten una y otra vez la misma onda, donde «período»
se refiere al tiempo requerido para una oscilación completa, e y =  sen x (alias onda senoidal) es una función
periódica prototípica. (SEI Si resulta que usted recuerda el término serie oscilante, esa es una cosa totalmente
distinta que no tiene nada que ver, y debería eliminarse de la memoria durante el resto de este libro).
183 Larga historia, que se desarrolla más o menos a lo largo de los siguientes § .
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e l m a t e r i a l  s o b r e  l a  c o n v e r g e n c i a  d e  s e r i e s  y  f u n c i o n e s  s e g ú n C a u c h y  e n  e l

a p a r t a d o  a n t e r i o r  E c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  ( b ) .  A d e m á s  d e  s e r  n e c e s a r i a  p a r a

e n t e n d e r c i e r t o s r e s u l t a d o s p r e c a n t o r i a n o s i m p o r t a n t e s e n p o s t e r i o r e s § ,

e s t a d e f i n i c i ó n  l e d a r á a l g u n a  i d e a d e  l a  a b s t r a c c i ó n  r e a l m e n t e v e r t i g i n o s a

d e l  a n á l i s i s  d e l  s i g l o  X I X .

( a )  D e f i n i c i ó n  c e n t r a l :  u n a  s e r i e  d e  f u n c i o n e s  c o n t i n u a s  d e x  e n  u n  i n t e r v a l o

( p , q )  e s  u n i f o r m e m e n t e  c o n v e r g e n t e  s i  c o n v e r g e  p a r a  c a d a  v a l o r  d e x  e n t r e

p  y q .  T a m b i é n  h a y  d e t a l l e s  q u e  p o d e m o s  o m i t i r  s o b r e  l a  p e q u e ñ e z  a r b i t r a r i a

d e  l o s « r e s i d u o s »
184

 d e  l a s  s e r i e s .  L o c r u c i a l  e s q u e  l a  s u m a d e u n a  s e r i e

u n i f o r m e m e n t e c o n v e r g e n t e  s e r á  t a m b i é n u n a  f u n c i ó n c o n t i n u a d e x  e n e l

i n t e r v a l o  ( p , q ) .

( b ) A s í c o m o n o t o d a s l a s s e r i e s s o n c o n v e r g e n t e s , n o t o d a s l a s s e r i e s

c o n v e r g e n t e s s o n u n i f o r m e m e n t e c o n v e r g e n t e s . N i t o d a s l a s s e r i e s

c o n v e r g e n t e s s o n m o n ó t o n a s ,  l o c u a l  e s e n c i a l m e n t e s i g n i f i c a q u e c a m b i a n

s i e m p r e e n e l m i s m o s e n t i d o . E j e m p l o d e s e r i e m o n ó t o n a d e c r e c i e n t e :  l a

d i c o t ó m i c a
185

( c )  A l g o  q u e  t i e n e  r e l a c i ó n  c o n  l a  c o n v e r g e n c i a  d e  l a s  s e r i e s  e n  u n  i n t e r v a l o

d a d o  ( p ,  q )  e s  e l  a s u n t o  d e  s i  u n a  f u n c i ó n  f ( x )  e s  s e c c i o n a l m e n t e  c o n t i n u a  e n

u n  i n t e r v a l o  d a d o  ( p ,  q ) ,  l o  q u e  o c u r r e  c u a n d o  ( p ,  q )  s e  p u e d e  d i v i d i r  e n  u n

n ú m e r o  f i n i t o  d e  s u b i n t e r v a l o s ,  s i e n d o  f ( x )  c o n t i n u a  e n  c a d a  s u b i n t e r v a l o  y

t e n i e n d o u n  l í m i t e  f i n i t o e n c a d a e x t r e m o  i n f e r i o r  ( = p ) y s u p e r i o r  ( = q ) .

( O b s e r v e a q u í q u e « s e c c i o n a l » t a m b i é n p u e d e m o d i f i c a r / e s p e c i f i c a r l a

184 No pregunte.
185 SEI Una función monótona, por otro lado, es una función cuya primera derivada no cambia de signo +/−,
independientemente de si la derivada es continua o no. (Es bastante seguro que no vamos a tener que tratar con
funciones monótonas, aunque el análisis weierstrassiano tiende a necesitarlo casi todo).
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m o n o t o n í a
186

, e s d e c i r , q u e a l g u n a s s e r i e s  s o n s e c c i o n a l m e n t e m o n ó t o n a s ,

u n  p e q u e ñ o  r e c o r d a t o r i o  q u e  n e c e s i t a r á  t e n e r  a m a n o  e n  a l g ú n  p u n t o  d e §

5 d ) .

( d ) P o r r a z o n e s c o m p l i c a d a s , s i u n a f u n c i ó n e s s e c c i o n a l m e n t e c o n t i n u a ,

t e n d r á s o l o u n n ú m e r o f i n i t o d e d i s c o n t i n u i d a d e s e n s u i n t e r v a l o ( p , q )

r e l e v a n t e . H e a q u í u n t é r m i n o f á c i l d e e n t e n d e r : u n a d i s c o n t i n u i d a d e s

s i m p l e m e n t e  u n  p u n t o
187

 e n  e l  c u a l  l a  f u n c i ó n f (x )  n o  e s  c o n t i n u a .  E j e m p l o :

l a  s e m i f o u r i e r i a n a

t e n d r á  c l a r a m e n t e  d i s c o n t i n u i d a d e s  e n  l o s  v a l o r e s  d e x  q u e  h a g a n  c o s ( x  −  α )

i g u a l  a  1 .  H a y  m u c h a s  s u b e s p e c i e s  d i f e r e n t e s  d e  d i s c o n t i n u i d a d e s ,  h e c h o  q u e

e n  s u m a y o r  p a r t e  v a m o s  a  p a s a r  p o r  a l t o .  G r á f i c a m e n t e ,  u n a  d i s c o n t i n u i d a d

e s  u n  p u n t o  e n  e l  c u a l  u n a  c u r v a  n o  e s  s u a v e ,  e s  d e c i r ,  d o n d e  s a l t a ,  o  c a e

b r u s c a m e n t e ,  o  i n c l u s o  t i e n e  u n  a g u j e r o .  V é a s e  t a m b i é n  u n  p o c o  d e  s u t i l e z a

s e m á n t i c a : c o m o l a p a l a b r a d i s c o n t i n u i d a d t a m b i é n p u e d e r e f e r i r s e , c o n

a b s t r a c c i ó n  d e  2 º  n i v e l ,  a  l a  c o n d i c i ó n  g e n e r a l  d e  q u e  a l g o  s e a  n o  c o n t i n u o ,

e l t é r m i n o p u n t o e x c e p c i o n a l s e u s a a v e c e s p a r a r e f e r i r s e a u n p u n t o

e s p e c í f i c o  e n  e l  c u a l  h a y  u n a  d i s c o n t i n u i d a d .  A q u í  e l  m e o l l o  d e  l a  c u e s t i ó n  e s

q u e e l a n á l i s i s t i e n d e a u s a r « d i s c o n t i n u i d a d » y « p u n t o e x c e p c i o n a l » d e

m o d o  i n t e r c a m b i a b l e .

( e ) F i n a l m e n t e : u n t é r m i n o e n g a ñ o s a m e n t e p a r e c i d o a « c o n v e r g e n c i a

u n i f o r m e » e s c o n v e r g e n c i a a b s o l u t a , q u e m a t e m á t i c a m e n t e e s a l g o

t o t a l m e n t e  d i f e r e n t e .  U n a  s e r i e  c o n v e r g e n t e  i n f i n i t a S  p u e d e  t e n e r  t é r m i n o s

n e g a t i v o s  ( p o r  e j e m p l o ,  l a  s e r i e  d e G r a n d i  d e § 3 a ) . S i  t o d o s  l o s  t é r m i n o s

186 SEI La forma nominativa inglesa se traduciría directamente como «monotonicidad» [aunque en español suele
usarse simplemente el término «monotonía». (N. del t.)].
187 Aquí quiere decir un punto en el dominio de f(x).
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n e g a t i v o s d e S  s e  c o n v i e r t e n  e n p o s i t i v o s  ( e s d e c i r ,  s i  s o l o  s e  a d m i t e n  l o s

v a l o r e s a b s o l u t o s d e l o s t é r m i n o s ) y S c o n v e r g e t o d a v í a , e n t o n c e s e s

a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e .  S i  n o ,  e s  c o n d i c i o n a l m e n t e  c o n v e r g e n t e .

Fin del g. E. II

§ 5b.

L o p r i n c i p a l d e § 5 h a s t a a h o r a : d e s p r o v i s t a s d e a m a r r e d u r a n t e e l s i g l o

X V I I I ,  p e r o  c r u c i a l e s ,  f l o t a n  e n  e l  a m b i e n t e  i d e a s  s o b r e  f u n c i o n e s ,  f u n c i o n e s

c o n t i n u a s ,  f u n c i o n e s  c o n v e r g e n t e s ,  e t c . ,  c o n  t o d a s  s u s  d i s t i n t a s  d e f i n i c i o n e s

r e s p e c t i v a s  y  p r o p i e d a d e s  e n  c o n s t a n t e  e v o l u c i ó n  y  r e f i n a m i e n t o  a l  a b o r d a r

e l  a n á l i s i s  v a r i o s  p r o b l e m a s .  C o m o  s e  h a m e n c i o n a d o ,  e  i g u a l  q u e  e n  e l  s i g l o

X V I I , m u c h o s  d e  e s o s  p r o b l e m a s  e r a n  c i e n t í f i c o s / f í s i c o s .  H e  a q u í  a l g u n o s  d e

l o s g r a n d e s p r o b l e m a s d e l s i g l o X V I I I : e l c o m p o r t a m i e n t o d e c a d e n a s

f l e x i b l e s  s u s p e n d i d a s  d e  d o s  p u n t o s  ( t a m b i é n  c o n o c i d o s  c o m o  « p r o b l e m a s  d e

c a t e n a r i a s » ) , l o s m o v i m i e n t o s d e u n p u n t o a l o l a r g o d e c u r v a s

d e s c e n d i e n t e s  ( = « l a  b r a q u i s t ó c r o n a » ) ,  l a s  b a r r a s  e l á s t i c a s  b a j o  t e n s i ó n ,  l o s

m o v i m i e n t o s  d e  u n  p é n d u l o  e n m e d i o s  q u e  p r e s e n t a n  r e s i s t e n c i a ,  l a s  f o r m a s

a d q u i r i d a s  p o r  u n a  v e l a  b a j o  l a  p r e s i ó n  d e l  v i e n t o  ( = « v e l a r i a » ) ,  l a s  ó r b i t a s  d e

l o s  p l a n e t a s  l o s  u n o s  r e s p e c t o  a  l o s  o t r o s ,  l a s  c u r v a s  c á u s t i c a s  e n  ó p t i c a ,  y

l o s m o v i m i e n t o s d e r u m b o f i j o ( r e s p e c t o a l a b r ú j u l a ) e n u n a e s f e r a ( l a

T i e r r a ) o p r o b l e m a d e  l a « l o x o d r ó m i c a » . P a r a n u e s t r o s p r o p ó s i t o s , e l m á s

i m p o r t a n t e  d e  t o d o s  e s  e l  i n f a m e  p r o b l e m a  d e  l a  c u e r d a  v i b r a n t e  ( P .  C .  V . ) ,

q u e e n a l g u n o s s e n t i d o s s e r e m o n t a a l o s d e s c u b r i m i e n t o s d e P i t á g o r a s

a c e r c a d e l a e s c a l a d i a t ó n i c a e n § 2 a . E l P . C . V . g e n e r a l e s : d a d a s l a

l o n g i t u d , l a p o s i c i ó n i n i c i a l y t e n s i ó n d e u n a c u e r d a d e l a q u e s e t i r a

v e r t i c a l m e n t e , c a l c u l a r s u s m o v i m i e n t o s c u a n d o s e  l a  l i b e r a y e m p i e z a a

v i b r a r . E s o s m o v i m i e n t o s s e r á n c u r v a s , l o c u a l e s d e c i r l o m i s m o q u e

f u n c i o n e s .

L a  r a z ó n  p o r  l a  q u e  e l  P .  C .  V .  e s ,  a m e n u d o ,  u n  p i l a r  d e  l a s m a t e m á t i c a s  d e

s e g u n d o c u r s o d e c a r r e r a e s q u e m a r c a  l a p r i m e r a a p l i c a c i ó n r e a l d e  l a s
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e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  p a r c i a l e s  a  u n  p r o b l e m a  f í s i c o .  H e  a q u í  u n  p o c o  d e

h i s t o r i a .  E n  l a  d é c a d a  d e  1 7 4 0 ,  J e a n  l e  R o n d D ' A l e m b e r t  p r o p o n e  l o  q u e  e s

b á s i c a m e n t e  l a  e c u a c i ó n  d e  o n d a  1 D  c o m o  l a  r e p r e s e n t a c i ó n  c o r r e c t a  d e l  P .

C .  V . ,  d a n d o
188

 l a  s o l u c i ó n  g e n e r a l

y  = f (x  + ct )  + g (x  − ct )

d o n d e x  e s u n p u n t o d e u n a  c u e r d a d e  l o n g i t u d π , y  e s  e l  d e s p l a z a m i e n t o

t r a n s v e r s a l  d e x  e n  e l  t i e m p o t , c  e s  u n a  c o n s t a n t e ,
189

 y f  y g  s o n  f u n c i o n e s

d e t e r m i n a d a s p o r l a s c o n d i c i o n e s i n i c i a l e s . D o n d e l a s c o s a s s e p o n e n

c o n t r o v e r t i d a s  e s  e n  e l  a l c a n c e  q u e  s e  p u e d e  p e r m i t i r  a f  y g .  R e s u l t a  q u e  l a

s o l u c i ó n d e D ’ A l e m b e r t  s o l o  f u n c i o n a  s i  l a « curva inicial »  d e  l a  c u e r d a  ( e s

d e c i r ,  e l m o d o e n q u e  s e  l a  t e n s a a l  p r i n c i p i o ) e s e l l a m i s m a u n a  f u n c i ó n

p e r i ó d i c a . E s t o  i m p o n e u n a g r a n  r e s t r i c c i ó n a l m o d o d e  t e n s a r l a , m i e n t r a s

q u e ,  p o r  s u p u e s t o ,  e n  l a s m a t e m á t i c a s  y  e n  l a  c i e n c i a  s e  d e s e a n  s o l u c i o n e s

l o m á s g e n e r a l e s p o s i b l e .  Y a s í ,  j u g a d o r e s d e p r i m e r a  l í n e a c o m o L e o n a r d

E u l e r , D a n i e l B e r n o u l l i ,  J o s e p h L o u i s L a G r a n g e , P i e r r e S i m o n d e L a p l a c e y

D ’ A l e m b e r t
190

 e m p i e z a n a d i s c u t i r a c a l o r a d a m e n t e u n o s c o n o t r o s s o b r e s i

d e j a r  q u e  l a  t e n s i ó n  i n i c i a l  d e  l a  c u e r d a  s e a  c u a l q u i e r  t i p o  d e  c u r v a / f u n c i ó n ,

s o b r e c ó m o h a c e r l o y c o n s e g u i r q u e l a e c u a c i ó n d e o n d a s i g a s i e n d o

a p l i c a b l e .  E n  p o c a s  p a l a b r a s ,  e l  c o n s e n s o  q u e  a l  f i n a l  s a l e  d e  t o d o  e l l o  e s  q u e

i n d e p e n d i e n t e m e n t e  d e  l a  f o r m a  i n i c i a l  d e  l a  c u e r d a ,  s u s  c u r v a s  v i b r a c i o n a l e s

v a n  a  s e r  f u n c i o n e s  p e r i ó d i c a s ,  e s p e c í f i c a m e n t e  o n d a s  s e n o i d a l e s .  D e  l o  c u a l ,

p o r  c o m p l i c a d a s  r a z o n e s ,  s e  s i g u e  q u e  s i n  i m p o r t a r  c ó m o  s e  t e n s e  l a  c u e r d a

a l  p r i n c i p i o — e s  d e c i r ,  q u e  p u e d e  s e g u i r  c u a l q u i e r  c u r v a  c o n t i n u a — ,  l a  c u r v a

v i b r a c i o n a l  s e  p o d r á  r e p r e s e n t a r  m e d i a n t e  u n a  s e r i e  t r i g o n o m é t r i c a .

188 Los detalles siguientes son SEI.
189 SEI Esta es la misma c de la ecuación de onda: se define como «la velocidad de propagación de la onda» o algo
parecido
190 SEI Por alguna razón, este es un período de la historia en el que casi todos los matemáticos importantes son
franceses o suizos. El siguiente siglo lo van a dominar los alemanes. No hay una buena explicación de esto en la
literatura. Quizá las matemáticas son como la geopolítica o los deportes profesionales, con distintas dinámicas que
siempre están desarrollándose y decayendo.
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E n p o c a s p a l a b r a s , m u c h í s i m o s d e s c u b r i m i e n t o s i m p o r t a n t e s s o b r e l a

n a t u r a l e z a  y  l a s  r e l a c i o n e s  d e  l a s  f u n c i o n e s ,  l a s  e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  y  l a s

s e r i e s  t r i g o n o m é t r i c a s  s u r g e n  d e  l a  ó p e r a  d e l  d e s a c u e r d o  a c e r c a  d e l  P .  C .  V .

L o q u e r e s u l t a c r u c i a l p a r a n u e s t r o r e l a t o e s e s a i d e a d e q u e c u a l q u i e r

f u n c i ó n  c o n t i n u a
191

 p u e d e  s e r  r e p r e s e n t a d a  c o m o u n a  s e r i e  t r i g o n o m é t r i c a .

E n p r i m e r  l u g a r ,  E u l e r ,  l u e g o D ’ A l e m b e r t ,  L a G r a n g e ,  y  e l  y a m e n c i o n a d o y

q u i j o t e s c o C l a i r a u t e m p i e z a n a d e s a r r o l l a r m é t o d o s p a r a r e p r e s e n t a r

« f u n c i o n e s  a r b i t r a r i a s »  c o m o  s e r i e s  t r i g o n o m é t r i c a s .  E l  p r o b l e m a  e s  q u e  e s o s

m é t o d o s  s i e m p r e  s e  o b t i e n e n  y  a p l i c a n  c o n  r e s p e c t o  a  a l g ú n  p r o b l e m a  f í s i c o

p a r t i c u l a r , y l u e g o s e a f i r m a q u e l a s o l u c i ó n d e d i c h o p r o b l e m a e s l a

j u s t i f i c a c i ó n  d e l m é t o d o .  N a d i e  e s  c a p a z  d e  z a n j a r  e l  a s u n t o  d e  l a  f u n c i ó n →

s e r i e  t r i g o n o m é t r i c a m e d i a n t e  u n  t e o r e m a  a b s t r a c t o .  E s o  e s  t o d o  l o  q u e  e s t á

o c u r r i e n d o  h a c i a  f i n a l e s  d e l  s i g l o  X V I I I .

A h o r a e s e l p r i n c i p i o d e l s i g l o X I X , t i e m p o d u r a n t e e l c u a l C a u c h y y e l

n o r u e g o  N i e l s  H e n r i k  A b e l
192

 e m p i e z a n  a  h a c e r  u n  t r a b a j o  s i g n i f i c a t i v o  s o b r e

l a c o n v e r g e n c i a d e l a s s e r i e s , t r a b a j o q u e a c a b a r e s u l t a n d o i n c l u s o m á s

s i g n i f i c a t i v o e n 1 8 2 2 . E s e a ñ o , e l b a r ó n f r a n c é s J e a n - B a p t i s t e J o s e p h

F o u r i e r
193

 ( 1 7 6 8 - 1 8 3 0 ) , t r a b a j a n d o e n p r o b l e m a s s o b r e  l a c o n d u c c i ó n d e l

c a l o r  e n m e t a l e s ,  d e m u e s t r a  e n  s u  o b r a  T e o r í a  a n a l í t i c a  d e l  c a l o r  ( T A C )  q u e

l a r e p r e s e n t a b i l i d a d m e d i a n t e u n a s e r i e t r i g o n o m é t r i c a e n r e a l i d a d p o d í a

e s t a b l e c e r s e t a n t o p a r a f u n c i o n e s c o n t i n u a s c o m o p a r a f u n c i o n e s

d i s c o n t i n u a s ,
194

 i n c l u s o p a r a c u r v a s « l i b r e m e n t e d i b u j a d a s » ( L a v i n e , p á g .

3 0 ) .  L a  d e m o s t r a c i ó n  d e  F o u r i e r  e n  l a  T A C  e s  d e m a s i a d o  t é c n i c a  p a r a  e n t r a r

m u c h o  e n  e l l a ,  p e r o  b á s i c a m e n t e  l o  q u e  h a c e  e s  e x p l o t a r  l a  r e l a c i ó n  e n t r e  l a

191 Lo cual (otra vez, y como el doctor Goris en persona solía repetir y enfatizar porque decía que si no captábamos
esto nunca entenderíamos cómo se relacionaban el P. C. V. y la ecuación de onda con las series trigonométricas) es
lo mismo que una curva.
192 SEI 1802-1829; él y Évariste Galois son los dos grandes prodigios trágicos del siglo; larga, triste historia;
ejerció (Abel) una influencia póstuma especialmente fértil en Karl Weierstrass.
193 SEI Curioso añadido al misterio de la nota 26. Muchos matemáticos franceses preeminentes de esta época
también eran nobles: Laplace un marqués, LaGrange un conde, Cauchy un barón, y así sucesivamente. Algunos de
estos títulos fueron concedidos por Napoleón I. En todo caso, el de Fourier lo fue: su padre era sastre.
194 Breve versión de la historia tras la f(x) discontinua de Fourier: aparentemente, cuando un cuerpo adquiere calor,
su temperatura se distribuye no de manera uniforme, en el sentido de que partes distintas tienen temperaturas
distintas en momentos distintos. Es en la distribución del calor en lo que Fourier está realmente interesado.
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s u m a d e u n a s e r i e y  l a  i n t e g r a l d e u n a f u n c i ó n : s e d a c u e n t a d e q u e  l a

r e p r e s e n t a b i l i d a d m e d i a n t e u n a s e r i e p a r a f u n c i o n e s c o m p l e t a m e n t e

a r b i t r a r i a s r e q u i e r e i g n o r a r e l T . F . C . y d e f i n i r l a i n t e g r a c i ó n

g e o m é t r i c a m e n t e
195

 y  n o  s i m p l e m e n t e  c o m o  l a  r e c í p r o c a  d e  l a  d i f e r e n c i a c i ó n .

C o m o e n m u c h a s c l a s e s s e e n s e ñ a n  l a s s e r i e s d e F o u r i e r s i n e x p l i c a r d e

d ó n d e v i e n e n  l a s m a t e m á t i c a s , v a l e  l a p e n a p o r  l o m e n o s m e n c i o n a r q u e

F o u r i e r e m p i e z a c o n u n a e c u a c i ó n d i f e r e n c i a l p a r c i a l d e 2 º o r d e n p a r a  l a

d i f u s i ó n  d e l  c a l o r  e n  u n  c u e r p o  1 D ,
 196

d o n d e  y  e s  l a  t e m p e r a t u r a  d e  u n  p u n t o  x  e n  e l  i n s t a n t e t ,  t r a s  l o  c u a l  u s a

u n a t é c n i c a e s t á n d a r d e E . D . l l a m a d a « s e p a r a c i ó n d e v a r i a b l e s » , y l a

c o n d i c i ó n i n i c i a l d e q u e y = f (x ) , p a r a o b t e n e r e s a m u y e s p e c i a l s e r i e

t r i g o n o m é t r i c a c o n o c i d a a c t u a l m e n t e c o m o s e r i e d e F o u r i e r , c u y a f o r m a

r e l e v a n t e  s e  m u e s t r a  a q u í  c o m o  F i g u r a  5 b :

d o n d e  0  ≤  x  ≤ π

R e s u l t a q u e e s t a s e r i e d e F o u r i e r e s e n r e a l i d a d m u y p a r e c i d a a  l o q u e

B e r n o u l l i  h a b í a  p r o p u e s t o  c o m o  s o l u c i ó n  a l  P .  C .  V .  h a c i a  1 7 5 0 ,  e x c e p t o  q u e

195 Es decir, como área o suma de áreas.
196 Esta E. D. parcial se conoce comúnmente como la ecuación de difusión, la cual, como usted puede observar, se
parece a la ecuación de onda. Es precisamente dicho parecido lo que las series de Fourier pueden explicar,
matemáticamente hablando.
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F o u r i e r e s c a p a z d e c a l c u l a r  l o s c o e f i c i e n t e s d e  l a  s e r i e
197

 p a r a c a d a v a l o r

e n t r e  0  y  2 π .  E n  e l  c a s o  d e bn ,  p o r  e j e m p l o ,

e s  d e c i r ,  s i  s e  i n t e g r a  t é r m i n o  a  t é r m i n o ,  l o s  c o e f i c i e n t e s bn  s e r á n  1 / π  v e c e s

e l  á r e a  b a j o  l a  c u r v a  ( f ( u )  s e n nu )  e n  e l  i n t e r v a l o  e n t r e u  =  0  y u  =  2 π .  L o s

c á l c u l o s  p a r a a0  y an  s o n  s i m i l a r e s .

S e c a n s e o n o s u v i s t a ,  l a c u e s t i ó n e s q u e , m e d i a n t e  l a  f ó r m u l a d e e s o s

c o e f i c i e n t e s  d e  F o u r i e r ,  t o d a  f u n c i ó n  d e  u n a  v a r i a b l e  q u e  s e  p u e d a  c o n c e b i r ,

a l g e b r a i c a , t r a s c e n d e n t e , c o n t i n u a e i n c l u s o d i s c o n t i n u a ,
198

 s e v u e l v e

r e p r e s e n t a b l e  s e g ú n  u n a  s e r i e  t r i g o n o m é t r i c a  d e  t i p o  F o u r i e r  e n  e l  i n t e r v a l o

[ 0 , 2 π ] . H a y t o d o t i p o d e m a r a v i l l o s o s p u n t o s f u e r t e s y v e n t a j a s e n e s a

t é c n i c a ( l a c u a l F o u r i e r d e s a r r o l l ó p r i n c i p a l m e n t e p a r a d a r u n a s o l u c i ó n

g e n e r a l a l a e c u a c i ó n d e d i f u s i ó n ; y e n v e r d a d l o l o g r ó ) . U n e j e m p l o :

e n t e n d e r l a i n t e g r a c i ó n g e o m é t r i c a m e n t e , y c o n c e b i r u n a f u n c i ó n e n

t é r m i n o s d e s u s v a l o r e s y n o c o m o u n a m e r a e x p r e s i ó n a n a l í t i c a ,
199

 l e

p e r m i t e a F o u r i e r c o n s i d e r a r l a p o s i b i l i d a d d e r e p r e s e n t a r c o m o s e r i e s

f u n c i o n e s s o b r e i n t e r v a l o s f i n i t o s , l o q u e p a r a e l a n á l i s i s d e l s i g l o X I X

c o n s t i t u y e  u n  i m p o r t a n t e  a v a n c e  e n  f l e x i b i l i d a d .

S i n  e m b a r g o ,  a l  m i s m o  t i e m p o ,  l a s  s e r i e s  d e  F o u r i e r  s o n  c o m o  u n a  r e p e t i c i ó n

d e l  c á l c u l o  t e m p r a n o  e n  t é r m i n o s  d e l  c o n t r a s t e  e n t r e  e f i c a c i a  p r á c t i c a  y  r i g o r

d e d u c t i v o . E s p e c i a l m e n t e c o n e l r e f i n a m i e n t o p o r S i m é o n D e n i s P o i s s o n

h a c i a  1 8 2 0 ,  l a s  s e r i e s  d e  F o u r i e r  s e  c o n v i e r t e n  e n  l a  m a n e r a  n º  1  d e  r e s o l v e r

197 Puesto que en el G. E. I prometimos apartarnos de los coeficientes de Fourier, las cinco siguientes líneas de
texto están clasificadas como SEI.
198 Aquí es mejor pensar en las funciones discontinuas como funciones que no pueden ser expresadas mediante una
única ecuación de tipo «y = f(x)». Véase un párrafo más adelante en el texto principal.
199 Expresión analítica significa básicamente lo de «y = f(x)». Otra manera de enunciar lo que dice el texto principal
es que Fourier interpreta una función denotativamente, es decir, como un conjunto de correspondencias específicas
entre valores, más que connotativamente como el nombre de la regla que genera la correspondencia. Lo cual, como
veremos en el siguiente §, es una manera muy moderna de pensar en las funciones.
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e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s p a r c i a l e s — q u e s o n , c o m o s e h a m e n c i o n a d o ,  l a s

l l a v e s  d e  o r o  p a r a  l a  f í s i c a m a t e m á t i c a ,  l a  d i n á m i c a ,  l a  a s t r o n o m í a ,  e t c . — y

c o m o  t a l e s  s e  p u e d e  d e c i r  q u e  r e v o l u c i o n a n  l a s m a t e m á t i c a s  y  l a  c i e n c i a  u n a

v e z m á s .  P e r o  t a m b i é n  c a r e c e n  d e  f u n d a m e n t o :  n o  h a y  n a d a  p a r e c i d o  a  u n a

t e o r í a  r i g u r o s a  d e  l a s  s e r i e s  d e  F o u r i e r .  E n  p a l a b r a s  d e  u n  h i s t o r i a d o r  d e  l a s

m a t e m á t i c a s ,  l a s  t é c n i c a s  d e  F o u r i e r «suscitaron más preguntas de las que él

estaba interesado en contestar o era capaz de resolver» (Dauben, Georg

Cantor, pág. 7).

L o c u a l e s a  l a v e z d e l i c a d o y c i e r t o :  l a T A C d e F o u r i e r a f i r m a q u e u n a

f u n c i ó n « c o m p l e t a m e n t e a r b i t r a r i a » p u e d e s e r r e p r e s e n t a d a p o r u n a s e r i e

c o m o l a d e l a F i g u r a 5 b , p e r o n o l o d e m u e s t r a . T a m p o c o d e t a l l a q u é

c o n d i c i o n e s  e s p e c í f i c a s  d e b e  s a t i s f a c e r  u n a  f u n c i ó n  p a r a  s e r  r e p r e s e n t a b l e  d e

e s e m o d o .  A ú n m á s  i m p o r t a n t e ,  F o u r i e r  a f i r m a  q u e  s u s  e p ó n i m a s  s e r i e s  s o n

s i e m p r e c o n v e r g e n t e s e n u n  i n t e r v a l o  i n d e p e n d i e n t e m e n t e d e c u á l s e a l a

f u n c i ó n o i n c l u s o d e q u e s e a e x p r e s a b l e c o m o u n a ú n i c a « y = f (x ) » , y

a u n q u e  e s t o  t i e n e  i m p l i c a c i o n e s  i m p o r t a n t e s  p a r a  l a  t e o r í a  d e  l a s  f u n c i o n e s ,

l a a f i r m a c i ó n a c e r c a d e l 1 0 0 % d e c o n v e r g e n c i a n o e s t á d e m o s t r a d a n i

c o m p r o b a d a  s i q u i e r a .

[SEI Había un problema parecido que involucraba las integrales de Fourier,

sobre las cuales todo lo que debemos saber es que son tipos especiales de

expresiones «cerradas» que dan soluciones de ecuaciones diferenciales

parciales, las cuales, una vez más, Fourier afirma que funcionan para

cualesquiera funciones arbitrarias, y que ciertamente parecen hacerlo —es

decir, funcionar— siendo especialmente buenas para problemas de física.

Pero  ni  Fourier  ni  nadie  más  a  principios  de  la  década  de  1820  puede

demostrar que las integrales de Fourier funcionen para todas las f(x), en

parte porque todavía hay una profunda confusión en las matemáticas acerca

de  cómo  definir  la  integral…,  pero,  de  todos  modos,  la  razón  por  la  que

estamos mencionando el problema de las integrales de Fourier es que el

trabajo de Augustin-Louis Cauchy sobre él le conduce a la mayor parte de la
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«rigorización» del análisis por la que se le da reconocimiento. Parte de ese

rigor incluye definir la integral como «el límite de una suma», pero la mayor

parte  (=  la  mayor  parte  del  rigor)  concierne  a  los  problemas  de

convergencia  mencionados  en  (b)  y  en  su  pequeña  interpolación  del

apartado Ecuaciones diferenciales del G. E. II, específicamente al pertenecer

dichos problemas al ámbito de las series de Fourier] .
200

H a y o t r a m a n e r a d e e n u n c i a r  l a d i f i c u l t a d g e n e r a l . F o u r i e r  ( e n  l a  l í n e a d e

L e i b n i z  y  B o l z a n o )  t i e n e  u n m o d o  e s e n c i a l m e n t e  g e o m é t r i c o  d e  e n t e n d e r  l a s

c o s a s ,  y  u n a  i n c l i n a c i ó n  h a c i a  l a s  d e m o s t r a c i o n e s  g e o m é t r i c a s  m á s  q u e  h a c i a

l a s  d e m o s t r a c i o n e s  f o r m a l e s .  E n m u c h o s  a s p e c t o s ,  e s t o  e s  u n  r e m a n e n t e  d e l

c á l c u l o c l á s i c o y d e l a m e n t a l i d a d l o s - r e s u l t a d o s - i m p o r t a n - m á s - q u e - l a s -

d e m o s t r a c i o n e s d e l s i g l o X V I I I . P e r o t a l e n f o q u e a h o r a e s c a d a v e z m á s

i n s o s t e n i b l e . T a m b i é n e n l a d é c a d a d e 1 8 2 0 s e d e s c u b r e n l a s p r i m e r a s

g e o m e t r í a s  n o  e u c l i d i a n a s  ( b a s a d a s  p r i n c i p a l m e n t e  e n  e l  d e s c u b r i m i e n t o  d e

q u e  e l  a x i o m a  d e  l a s  p a r a l e l a s  d e  l o s  e l e m e n t o s
201

 e r a  p r e s c i n d i b l e ) ,  y  l a  i d e a

d e q u e l a g e o m e t r í a p o d r í a s e r c u a l q u i e r t i p o d e f u n d a m e n t o f i j o e

i n e q u í v o c o p a r a c u a l q u i e r c o s a s e c o n v i e r t e e n o f i c i a l m e n t e a b s u r d a . U n

p r o b l e m a r e l a c i o n a d o e s q u e l o s m a t e m á t i c o s d e s d e N e w t o n a E u l e r y

s i g u i e n d o h a s t a G a u s s s e h a b í a n e n c o n t r a d o c o n m u c h o s p r o b l e m a s d e

p a r a d o j a s  a l  u s a r  s e r i e s  s i n  c o n s i d e r a r  s u  c o n v e r g e n c i a  o  d i v e r g e n c i a ,
202

 y  e l

é n f a s i s  d e  F o u r i e r  y C a u c h y  e n  l a  c o n v e r g e n c i a  a  i n t e r v a l o s  a h o r a  a y u d a a

r e v e l a r c u á n i m p r e c i s o h a b í a s i d o e l a n á l i s i s r e s p e c t o a l a s s e r i e s . E l

r e s u l t a d o g e n e r a l e s e l a r r a n q u e d e u n a r e c t i f i c a c i ó n e n l a « b u r b u j a

f i n a n c i e r a » d e l a n á l i s i s o , t a l c o m o l o e x p r e s a M o r r i s K l i n e , « [ L o s ]

m a t e m á t i c o s  e m p e z a r o n  a  p r e o c u p a r s e  d e  l a s  i m p r e c i s i o n e s  e n  l o s  c o n c e p t o s

y  d e m o s t r a c i o n e s  d e  v a s t a s  r a m a s  d e l  a n á l i s i s »  ( K l i n e ,  p á g .  9 4 7 ) .  E s  e n  l a

d é c a d a d e 1 8 2 0 c u a n d o e m p e z a m o s a v e r p r o n u n c i a m i e n t o s c o m o e l d e

200 Realmente no hay nada que se pueda hacer respecto a la frase anterior excepto disculparse.
201 SEI Véase § 1d.
202 SEI Recuerde, por ejemplo, el truco de Euler con   en § 3a, o ya puestos todo el asunto de la serie de Grandi.
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C a u c h y : « S e r í a u n s e r i o e r r o r p e n s a r q u e u n o s o l o p u e d e h a l l a r l a

c e r t i d u m b r e e n d e m o s t r a c i o n e s g e o m é t r i c a s o e n e l t e s t i m o n i o d e l o s

s e n t i d o s » ( C a u c h y , I n t r o d u c c i ó n a l C o u r s , t r a d u c c i ó n e x t r a c t a d a d e K l i n e ,

i b í d . a l g o e d i t a d a ) y e l d e A b e l : « H a y m u y p o c o s  t e o r e m a s e n e l a n á l i s i s

a v a n z a d o  q u e  h a y a n  s i d o  d e m o s t r a d o s  d e  u n m o d o  l ó g i c a m e n t e  s e n s a t o .  E n

t o d a s p a r t e s u n o s e e n c u e n t r a c o n e s e p r e c a r i o m é t o d o d e c o n c l u i r l o

g e n e r a l  a  p a r t i r  d e  l o  e s p e c i a l »  ( A b e l ,  p á g s .  2 6 3 - 2 6 4 ) ,
203

 c o n v i r t i é n d o s e  e s t e

ú l t i m o e n t a n r e p r e s e n t a t i v o d e l a t r i n c h e r a m i e n t o d e l s i g l o X I X c o m o e l

« S i m p l e m e n t e  s i g a  a d e l a n t e »  d e  D ’ A l e m b e r t  l o  h a b í a  s i d o  d e l  l a i s s e z  f a i r e  d e l

s i g l o  X V I I I .

C o n c l u s i ó n  g e n e r a l :  j u n t o  a  l a  c a í d a  d e  E u c l i d e s ,  s o n  l a s  s e r i e s  d e  F o u r i e r  y

s u s  p r o b l e m a s  d e  c o n v e r g e n c i a  y  d e  r e p r e s e n t a c i ó n  d e  f u n c i o n e s  a r b i t r a r i a s

l o  q u e  p r o v o c a q u e  l o s m a t e m á t i c o s  d e  l a  é p o c a  s e  d e n  c u e n t a  d e  q u e  l o s

c o n c e p t o s a t ó m i c o s c o m o « d e r i v a d a » , « i n t e g r a l » , « l í m i t e » , « f u n c i ó n » ,

« c o n t i n u o » y « c o n v e r g e n t e » n e c e s i t a b a n d e f i n i c i o n e s r i g u r o s a s , d o n d e

« r i g u r o s o » s i g n i f i c a b a s a r e l a n á l i s i s e n d e m o s t r a c i o n e s f o r m a l e s y e l

r a z o n a m i e n t o  a r i t m é t i c o  y  n o  e n  l a  g e o m e t r í a ,  l a  i n t u i c i ó n  o  l a  i n d u c c i ó n a

p a r t i r  d e  p r o b l e m a s  e s p e c í f i c o s .

E x c e p t o q u e a s u v e z « a r i t m é t i c o » s i g n i f i c a b a e l s i s t e m a d e  l o s n ú m e r o s

r e a l e s ,  q u e  e n  e s e  m o m e n t o  t a m b i é n  e r a  t o d a v í a  u n  l í o  s i n  f u n d a m e n t a r .  P o r

e j e m p l o ,  h a b í a  t e r r i b l e s  p r o b l e m a s  c o n  l o s  n ú m e r o s  n e g a t i v o s :  E u l e r  e s t a b a

c o n v e n c i d o  d e  q u e  e n  r e a l i d a d  e r a n >  ∞ ,  e s  d e c i r ,  q u e  d e b e r í a n  e s t a r m u y

l e j o s h a c i a  l a  d e r e c h a  e n  l a  r e c t a n u m é r i c a ,  y  t a n  t a r d í a m e n t e  c o m o e n  l a

d é c a d a d e 1 8 4 0 , A u g u s t u s D e M o r g a n  s o s t e n í a q u e  l o s n ú m e r o s n e g a t i v o s

e r a n s i m p l e m e n t e t a n « i m a g i n a r i o s » c o m o √ − 1 . Y n o o l v i d e m o s e l c a o s

r e s p e c t o  a  l o s  n ú m e r o s  c o m p l e j o s .  S i n  e m b a r g o ,  e l  p e o r  p r o b l e m a  e r a  q u e  e l

c o n c e p t o r a í z d e « n ú m e r o r e a l » a s u v e z n o e s t a b a c l a r o p o r q u e l o s

i r r a c i o n a l e s a ú n e s t a b a n i n d e f i n i d o s . S i n o s e p u e d e n d e f i n i r d e m a n e r a

203 Observación importante: la última frase de Abel es solo un rodeo para decir «inducción».



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

172 Preparado por Patricio Barros

c o h e r e n t e n ú m e r o s  c o m o √ 2 o √ 3 ,  n o  s e  p u e d e d e m o s t r a r  n i n g u n a d e  l a s

l e y e s  a r i t m é t i c a s  b á s i c a s  a c e r c a  d e  e l l o s ,  p o r  e j e m p l o ,  q u e  √ 2  ×  √ 3  = √ 2  ×

3 .
204

 E s t o n o e s b u e n o , e n t é r m i n o s d e r i g o r . E n e s t e p e r í o d o h a y c i e r t a

c a n t i d a d d e v a l i o s o  t r a b a j o c o l a t e r a l  s o b r e  l o s  i r r a c i o n a l e s  t r a s c e n d e n t e s y

a l g e b r a i c o s ,
205

 p e r o e n s u m a y o r p a r t e e l p r o p i o s i s t e m a d e  l o s n ú m e r o s

r e a l e s , s o b r e e l c u a l e s t á  t r a b a j a n d o t o d o e l m u n d o p a r a  f u n d a m e n t a r e l

a n á l i s i s ,  e s t á  c o l g a n d o  e n  e l  a i r e ,  l ó g i c a m e n t e  h a b l a n d o .

§  5 c .

Interpolación de tono ligero, situada aquí ante rem porque este es el

último lugar donde hacerlo sin perturbar el imparable impulso del

contexto matemático precantor

S e  c o n s e r v a n  v a r i a s  f o t o s  d e G e o r g  F .  L .  P .  C a n t o r  e n  l o s  l i b r o s ,  u n a  d e  l a s

c u a l e s ,  c o n  u n  p o c o  d e  s u e r t e ,  s e r á  a p r o p i a d a  y  s e  p o d r á  r e p r o d u c i r  a q u í  e n

a l g u n a  p a r t e .  E s  u n  b u r g u é s  a l e m á n  d e  a s p e c t o  c o m p l e t a m e n t e  c o r r i e n t e  d e

l a  e r a  d e  l o s  c u e l l o s  a l m i d o n a d o s  y  l a s  b a r b a s  i n f l a m a b l e s .  ( O b s e r v e ,  e n  l a s

f o t o s  d e  f a m i l i a ,  e l  c h a l e c o  d e  c u e r o  y  e l  r e l o j  d e  b o l s i l l o  c o n  u n a m u y  v i s i b l e

l e o n t i n a ,  l a s  t r e n z a s  y  e l m i r i ñ a q u e  d e  s u m u j e r ,  l a  e x p r e s i ó n  a u s t e r a m e n t e

s e r e n a  o  a b s t r a í d a  d e l  h o m b r e  v i c t o r i a n o  e s t á n d a r .  E n  E s t a d o s  U n i d o s  h a b r í a

l l e v a d o  s o m b r e r o ) .

H a c i a 1 9 4 0 , c i e r t o s h i s t o r i a d o r e s d e l a s m a t e m á t i c a s n a c i o n a l s o c i a l i s t a s

« d e s c u b r i e r o n »  q u e  C a n t o r  h a b í a  s i d o  e n c o n t r a d o ,  p o c o  d e s p u é s  d e  n a c e r  y

s i n  q u e  s e  s u p i e r a  n a d a  d e  s u s  p a d r e s ,  e n  u n  b a r c o  a l e m á n  r u m b o  a l  p u e r t o

d e  S a n  P e t e r s b u r g o .  L o  c u a l  e s  p u r a  f i c c i ó n .  A p a r e n t e m e n t e ,  e l  R e i c h  e s t a b a

p r e o c u p a d o p o r  l a p o s i b i l i d a d d e q u e  C a n t o r h u b i e r a  s i d o  j u d í o : p o r a q u e l

e n t o n c e s  e r a  c o n s i d e r a d o  u n o  d e  l o s m á s  g r a n d e s  i n t e l e c t u a l e s  a l e m a n e s  d e

204 SEI Ni tampoco se puede demostrar dicha equivalencia mediante cálculos, ya que, por supuesto, tanto √2 como
√3 representan decimales infinitos. En la nomenclatura del análisis, no se puede demostrar que el producto de las
sumas de las series infinitas de esos dos decimales converja hacia la suma correspondiente a √6.
205 SEI Dicho trabajo es de Joseph Liouville y de Charles Hermite (más franceses). Respecto a todo el asunto de
algebraico-o-irracional-trascendente, véase o recuérdese la nota de § 3a. También hay algo más acerca de la
demostración de Liouville más adelante en § 7c.
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t o d o s  l o s  t i e m p o s .  L a  h i s t o r i a  d e l  b a r c o  t o d a v í a  c i r c u l a  a  v e c e s ;  t a m b i é n  s e

a j u s t a  a  a l g u n o s  d e  n u e s t r o s  m o l d e s ,  n o  s o l o  a l  d e  l o s  n a z i s .

O t r a  m e n t i r a  d e  l a s  g o r d a s  e s  q u e  C a n t o r  d e d u j o  v a r i a s  d e  s u s  m á s  f a m o s a s

d e m o s t r a c i o n e s  s o b r e  e l ∞  e s t a n d o  e n  u n  s a n a t o r i o ,  l o  c u a l  t a m b i é n  e s  u n a

t o n t e r í a .  L a  p r i m e r a  h o s p i t a l i z a c i ó n  d e  C a n t o r  f u e  e n  1 8 8 4 ,  c u a n d o  t e n í a

t r e i n t a  y  n u e v e  a ñ o s ;  l a  m a y o r  p a r t e  d e  s u  i m p o r t a n t e  o b r a  y a  e s t a b a  h e c h a

p o r  a q u e l  e n t o n c e s .  N o  v o l v i ó  a  s e r  h o s p i t a l i z a d o  h a s t a  e l  a ñ o  1 8 9 9 .  F u e  e n

l o s  ú l t i m o s  v e i n t e  a ñ o s  d e  s u  v i d a  c u a n d o  l e  e s t u v i e r o n  d a n d o  d e  a l t a  y  d e

b a j a  c o n s t a n t e m e n t e .  M u r i ó  e n  l a Nervenklinik  d e  H a l l e  e l  6  d e  e n e r o  d e

1 9 1 8 .

E n  e s t a  f o t o  f a l t a n  l a s  t r e n z a s  y  e l  r e l o j  d e  b o l s i l l o  c o n  l e o n t i n a ,  p e r o  p u e d e

h a c e r s e  l a  i d e a .
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E l h o g a r d e l a f a m i l i a C a n t o r e n H ä n d e l s t r a s s e f u e , p o r l o m e n o s ,

b r e v e m e n t e  o c u p a d o  d u r a n t e  l a  S e g u n d a  G u e r r a  M u n d i a l .  N o  h a y  i n d i c i o s  d e

q u e  l o s n a z i s s u p i e r a n d e q u i é n h a b í a  s i d o  l a c a s a . E n  t o d o c a s o , p a r e c e

e v i d e n t e  q u e  l a  m a y o r  p a r t e  d e l  p a t r i m o n i o  l i t e r a r i o  d e  C a n t o r  s e  p e r d i ó  o  s e

q u e m ó . L a m a y o r p a r t e d e  l o q u e s e c o n s e r v a e s t á e n  l a A k a d e m i e d e r

W i s s e n s c h a f t e n e n G o t i n g a y p u e d e e x a m i n a r s e t r a s u n c r i s t a l . C a r t a s

f a m i l i a r e s ,  á r b o l e s  g e n e a l ó g i c o s ,  e t c .  T a m b i é n  s e  c o n s e r v a n  t o d a v í a  a l g u n o s

d e  l o s  c u a d e r n o s  q u e C a n t o r  u t i l i z a b a ,  c o m o e r a h a b i t u a l  e n  a q u e l l a  é p o c a

e n t r e l a s p e r s o n a s i n s t r u i d a s , p a r a h a c e r b o r r a d o r e s d e c a r t a s a n t e s d e

p a s a r l a s a  l i m p i o y e n v i a r l a s . A d e m á s h a b í a o t r o s m a t e m á t i c o s a  l o s q u e

e s c r i b í a  y  q u e  c o n s e r v a r o n  s u s  c a r t a s .  E s t a s  s o n  l a s  f u e n t e s  p r i n c i p a l e s .

H e  a q u í  u n a  c i t a  d e  J o s e p h W .  D a u b e n ,  q u e  e n  E s t a d o s  U n i d o s  e s  e l  d e c a n o

d e  l o s  e r u d i t o s  c a n t o r i a n o s :  « S e  h a  c o n s e r v a d o  d e m a s i a d o  p o c a  i n f o r m a c i ó n

p a r a q u e s e p u e d a h a c e r u n a v a l o r a c i ó n d e t a l l a d a d e  l a p e r s o n a l i d a d d e

C a n t o r ,  l o q u e d e j a a l h i s t o r i a d o r e n  l a s i t u a c i ó n o b i e n d e n o d e c i r n a d a

s o b r e  e l  t e m a ,  o  b i e n  d e  h a c e r  c o n j e t u r a s  t a n  b i e n  c o m o  p u e d a »  ( D a u b e n ,

G C , p á g . 2 8 8 ) . B u e n a p a r t e d e l a s c o n j e t u r a s p u b l i c a d a s s o n a c e r c a d e l

p a d r e  d e  C a n t o r ,  e l  s e ñ o r  G e o r g  W .  C a n t o r ,  s i e n d o  l a  g r a n  c u e s t i ó n m o d e r n a

s i  « G e o r g  W o l d e m a r  t u v o  u n  e f e c t o  c o m p l e t a m e n t e  n o c i v o  y  r u i n o s o  s o b r e  l a

s a l u d  p s i c o l ó g i c a  d e  s u  h i j o »  ( B e l l ,  p a r a f r a s e a d o  p o r D a u b e n  [ q u e  a b o r r e c e

a b s o l u t a m e n t e  a  B e l l ] ,  G C ,  p á g .  2 7 8 )
206

 o  s i  G e o r g  W .  C a n t o r  f u e  e n  r e a l i d a d

« u n h o m b r e d o t a d o y s e n s i b l e , q u e a m a b a p r o f u n d a m e n t e a s u s h i j o s y

q u e r í a q u e v i v i e r a n v i d a s  f e l i c e s , e x i t o s a s y g r a t i f i c a n t e s »  ( D a u b e n ,  i b í d . ) .

D e u n o u o t r o m o d o , e s s e g u r o q u e h u b o e x a c t a m e n t e d o s h o m b r e s d e

n e g o c i o s  q u e  t u v i e r o n  u n  p r o f u n d o  e f e c t o  e n  l a  v i d a  d e  G e o r g  F .  L .  P .  C a n t o r ,

s i e n d o  u n o  d e  e l l o s  s u  p a d r e ,  y  e l  o t r o ,  e l  p r o f e s o r  L e o p o l d  K r o n e c k e r ,  q u e

e m p i e z a  a  e s t a r  m u y  p r e s e n t e  e n  §  6 .

206 Otra cita ejemplar en esa línea es de Eric Temple Bell: «Si Cantor hubiera sido educado como un ser humano
independiente, nunca habría adquirido la tímida deferencia respecto a los hombres de reputación establecida que
hizo desdichada su vida» (Bell, pág. 560).
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Aquí está el esbozo a lápiz al que nos referimos en el siguiente párrafo.

E l  s e ñ o r  y  l a  s e ñ o r a  G e o r g  W .  t i e n e n  s e i s  h i j o s .  G e o r g  J r .  e s  e l  p r i m e r o .  T o d a

l a  f a m i l i a ,  e n  s e n t i d o a m p l i o , e s a r t í s t i c a y m u e s t r a m u c h o  t a l e n t o : v a r i o s

p a r i e n t e s s o n v i o l i n i s t a s c l á s i c o s o p i n t o r e s q u e r e a l i z a n e x p o s i c i o n e s . U n

t a t a r a t í o h a b í a s i d o d i r e c t o r d e l C o n s e r v a t o r i o d e V i e n a y p r o f e s o r d e l

v i r t u o s o  J o s e p h  J o a c h i m ,  u n  t í o  a b u e l o  h a b í a  s i d o  e l  p r o f e s o r  d e  d e r e c h o  d e

T o l s t o i  e n  l a  U n i v e r s i d a d  d e  K a z a n .  L a  f e c h a  d e  n a c i m i e n t o  d e  G e o r g  F .  L .  P .

C a n t o r  e s  e l  3  d e m a r z o  d e  1 8 4 5 .  U n  p i s c i s .  A l g o  p a r e c i d o  a  u n  p r o d i g i o  d e l

v i o l í n e n s u i n f a n c i a . N a d i e s a b e p o r q u é l o d e j ó , p e r o t r a s u n c u a r t e t o

c l á s i c o  e n  e l  i n s t i t u t o  n o  h a y m á s m e n c i ó n  d e l  v i o l í n .  T a m b i é n  e r a  u n  b u e n

d i b u j a n t e  n a t u r a l i s t a .  U n  d i b u j o  a  l á p i z  d e  s u  n i ñ e z ,  b a s t a n t e  e x t r a o r d i n a r i o ,

h a  s o b r e v i v i d o . E s  f a m o s o p o r u n a « p r o c l a m a » e s c r i t a  c o n d o b l e  s e n t i d o e

i n d i s c u t i b l e m e n t e  e s c a l o f r i a n t e  q u e  G e o r g  W .  p u s o  e n  é l .  L a  p r o c l a m a m i s m a

h a  s o b r e v i v i d o  p o r q u e  ( t a m b i é n  d e m o d o  e s c a l o f r i a n t e ) G e o r g  J r .  l a  g u a r d ó

c o n s i g o  t o d a  s u  v i d a :
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A u n q u e G e o r g F e r d .  L o u i s P h i l . C a n t o r  n o h a d e d i c a d o a ñ o s a l  e s t u d i o d e l

d i b u j o  s e g ú n  l o s  a n t i g u o s  c á n o n e s ,  y  a u n q u e  e s t e  e s  s u  p r i m e r  t r a b a j o  y  e n

e s t e d i f í c i l a r t e u n a t é c n i c a p e r f e c c i o n a d a s o l o s e c o n s i g u e t r a s u n a g r a n

d i l i g e n c i a ,  y  a u n q u e  a d e m á s  h a s t a  a h o r a  é l  h a  d e s c u i d a d o m u c h o  e s t e  b e l l o

a r t e ,  l a  g r a t i t u d  d e  l a  n a c i ó n — q u i e r o  d e c i r  d e  l a  f a m i l i a —  e s  u n á n i m e m e n t e

a c o r d a d a p a r a é l  p o r  e s t e p r i m e r  e s f u e r z o ,  e l  c u a l  d a m u e s t r a s  y a d e u n a

g r a n  p r o m e s a  ( D a u b e n ,  G C ,  p á g .  2 7 8 ) .

T o d a s l a s f u e n t e s e s t á n d e a c u e r d o e n q u e G e o r g W . s u p e r v i s a b a

p e r s o n a l m e n t e e l d e s a r r o l l o r e l i g i o s o d e s u s h i j o s d e u n m o d o b a s t a n t e

a u t o r i t a r i o .  D e s e  c u e n t a  d e  l o  f á c i l  q u e  e s ,  d e s d e  u n  p u n t o  d e  v i s t a  m o d e r n o ,

v e r  e s t o  c o m o  a l g o  o p r e s i v o  o  n e u r o g é n i c o  c u a n d o  e n  r e a l i d a d  p o d r í a  h a b e r

s i d o s i m p l e m e n t e  l o h a b i t u a l e n s u  t i e m p o y  l u g a r . E s d i f í c i l d e d e c i r . L o

m i s m o o c u r r e c o n e l h e c h o d e q u e C a n t o r p a d r e « s e t o m a b a u n  i n t e r é s

e s p e c i a l  e n  l a  e d u c a c i ó n  [ d e  G e o r g ]  y  s e  p r e o c u p a b a  d e  d i r i g i r  s u  d e s a r r o l l o

p e r s o n a l  e  i n t e l e c t u a l »  ( i b í d . ,  p á g .  2 7 7 ) .

L a  f a m i l i a  s e m u d a  d e  S a n  P e t e r s b u r g o  a  A l e m a n i a  o c c i d e n t a l  c u a n d o  G e o r g

t i e n e o n c e a ñ o s . L a r a z ó n , s e g ú n l o s h i s t o r i a d o r e s , e s l a « m a l a s a l u d »

( G r a t t a n - G u i n n e s s ,  « T o w a r d s  a B i o g r a p h y » p á g .  3 5 2 )  d e G e o r g W . ,  l o  c u a l

e n 1 8 5 0 e r a o t r a m a n e r a d e d e c i r t u b e r c u l o s i s . V i v e n p r i n c i p a l m e n t e e n

F r á n c f o r t ,  e n  e l  R i n .  G e o r g  a s i s t e  a  e s c u e l a s  p r e p a r a t o r i a s  e n  D a r m s t a d t  y  e n

W i e s b a d e n .  C o m o  p a r e c e  o c u r r i r  c o n  l a  m a y o r í a  d e  l o s  g r a n d e s  m a t e m á t i c o s ,

e l  g e n i o  a n a l í t i c o  d e  C a n t o r  e s  d e s c u b i e r t o  e n  s u  a d o l e s c e n c i a  t e m p r a n a .  E n

l a A k a d e m i e a ú n p u e d e n v e r s e c a r t a s e x t a s i a d a s d e s u s p r o f e s o r e s d e

m a t e m á t i c a s .  L a  v e r s i ó n  e s t á n d a r  d e  l a  h i s t o r i a  e s  q u e  G e o r g .  W .  q u i e r e  q u e

l o s  d o n e s  d e  G e o r g  J r .  s e  d e d i q u e n  a  u s o s  p r á c t i c o s  e  i n t e n t a  o b l i g a r  a l  c h i c o

a h a c e r  i n g e n i e r í a , q u e G e o r g d e s e a a r d i e n t e m e n t e e s t u d i a r m a t e m á t i c a s

p u r a s  y  t i e n e  q u e  i n s i s t i r  y  s u p l i c a r ,  e t c . ,  y  q u e  c u a n d o  f i n a l m e n t e  G e o r g W .

a c c e d e ,  l o  h a c e  p r e s i o n a n d o m u c h o  a  s u  f r á g i l  h i j o  p a r a  q u e  a l c a n c e  e l  é x i t o
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y  l a  e x c e l e n c i a .  T a m p o c o  e s t á m u y  c l a r o  s i  e s t o  e r a  c i e r t o  o  h a s t a  q u é  p u n t o

s e  t r a t a b a  d e  a l g o  s i n g u l a r  e n  s u  g e s t a l t  p a d r e - h i j o .
207

C a n t o r e s t u d i a  l a c a r r e r a e n Z ú r i c h y  l u e g o o b t i e n e u n t í t u l o s u p e r i o r e n

c i e n c i a s  y  e l  e q u i v a l e n t e  a l e m á n  d e  u n  d o c t o r a d o  e n  l a  U n i v e r s i d a d  d e  B e r l í n ,

q u e  e n  a q u e l l a  é p o c a  e s  l a  v a n g u a r d i a  e u r o p e a  d e  l a  c i e n c i a  ( a l g o  a s í  c o m o

l o  q u e  r e p r e s e n t a h o y  e l M a s s a c h u s e t t s  I n s t i t u t e  o f  T e c h n o l o g y  e n E s t a d o s

U n i d o s ) . E n t r e s u s p r o f e s o r e s e s t á n E r n e s t E d u a r d K u m m e r , L e o p o l d

K r o n e c k e r  y  K a r l W e i e r s t r a s s .  K r o n e c k e r  e s  e l  d i r e c t o r  d e  t e s i s  d e  C a n t o r  y

s u v e r d a d e r o m e n t o r y d e f e n s o r e n e l d e p a r t a m e n t o . L a i r o n í a d e e s t o

t a m b i é n  e m p e z a r á  a  a p a r e c e r  e n  §  6 .

§ 5d.

A h o r a  h e m o s  v u e l t o  a  1 8 2 0  c o n  F o u r i e r  y  l a s  s e r i e s  t r i g o n o m é t r i c a s  y  t o d o s

l o s  r e t o s  y  o p o r t u n i d a d e s  q u e  a l l í  a g u a r d a n .  S i  l a  d i s c u s i ó n  d e  §  5 b  a c e r c a  d e

l a s  s e r i e s  d e  F o u r i e r  y  e l  a p a r t a d o  E c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  d e l  G .  E .  I I  c o n  s u

m a t e r i a l i n t e r p o l a d o s o b r e l a s c o n e x i o n e s e n t r e l a c o n t i n u i d a d y l a

c o n v e r g e n c i a  r e s u l t a r o n m e d i a n a m e n t e  c l a r o s ,  n o  l e  s o r p r e n d e r á  s a b e r  q u e

e n l a T A C F o u r i e r p r o p o r c i o n a l a p r i m e r a d e f i n i c i ó n m o d e r n a d e

c o n v e r g e n c i a , y t a m b i é n i n t r o d u c e l a v i t a l i d e a d e c o n v e r g e n c i a e n u n

i n t e r v a l o . P e r o q u e ( d e n u e v o ) F o u r i e r n o l l e g a a d a r u n a d e m o s t r a c i ó n

r i g u r o s a ,  o  i n c l u s o  a  e s p e c i f i c a r  c r i t e r i o s  d e  c o n v e r g e n c i a  q u e  h i c i e r a n  p o s i b l e

d i c h a d e m o s t r a c i ó n . A s í , d e l o q u e e s t a m o s h a b l a n d o a h o r a e s d e l a

c o n v e r g e n c i a .

F u e r o n B o l z a n o
208

 y , m á s c é l e b r e m e n t e ,  C a u c h y q u i e n e s h i c i e r o n e l p r i m e r

t r a b a j o  d e s t a c a d o  s o b r e  c o n d i c i o n e s / p r u e b a s  d e  c o n v e r g e n c i a . C o m o  s e h a

207 SEI Se cita a menudo otro intercambio de cartas, con todas las rarezas y cursivas sic: Georg W. → Georg Jr.:
«… Acabo con estas palabras: tu padre, o más bien tus padres y todos los demás miembros de la familia tanto en
Alemania  como en Rusia  y  en Dinamarca tienen sus ojos  puestos  en ti  como el  mayor,  y  esperan que seas nada
menos que un Theodor Schaffer [profesor de G. C. Jr.] y, Dios mediante, después quizás una brillante estrella en el
horizonte de la ciencia». Georg Jr. → Georg W.: «… Ahora soy feliz de ver que ya no va a disgustaros que siga mis
propios sentimientos en esta decisión. Tengo la esperanza de que estaréis orgullosos de mi algún día, querido
padre, pues mi alma, todo mi ser vive por mi vocación; sea lo que sea lo que uno quiere y es capaz de hacer, sea lo
que sea hacia lo que una voz secreta, desconocida [?!] le llama, aquello será lo que llevará a cabo con éxito!
(Dauben, GC, págs. 275-277)».
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m e n c i o n a d o  y a  e n  u n  p a r  d e  o c a s i o n e s ,  m u c h o s  d e  l o s  r e s u l t a d o s  d e  C a u c h y

e r a n v a l i o s o s , p e r o t a m b i é n c o m e t i ó e r r o r e s e x t r a ñ o s q u e c a u s a r o n m á s

p r o b l e m a s .  A u n q u e  g r a n  p a r t e  d e  s u  t r a b a j o  e r a  s o b r e  s e r i e s  d e  f u n c i o n e s ,

p o r  e j e m p l o ,  C a u c h y  o p t ó  p o r  d e f i n i r  « l í m i t e »  e n  t é r m i n o s  d e  v a r i a b l e s  y  n o

d e  f u n c i o n e s . O  u n  e j e m p l o  i n c l u s o m e j o r  e n  e s t e  c a s o  e s  e l m o d o  e n q u e

i n t e n t ó  e s t a b l e c e r  u n a  i d e n t i d a d  t o t a l  e n t r e  l a  c o n v e r g e n c i a  y  l a  c o n t i n u i d a d

e n  t é r m i n o s  d e  s u c e s i o n e s / s e r i e s  d e  f u n c i o n e s .  R e c u e r d e
209

 q u e  l a  a f i r m a c i ó n

d e C a u c h y e s q u e s i u n a s u c e s i ó n d e  f u n c i o n e s c o n t i n u a s c o n v e r g e e n e l

i n t e r v a l o  I  h a c i a  u n a  f u n c i ó n  C ,  e n t o n c e s  l a  p r o p i a  C  e s  c o n t i n u a  e n  I ,  l o  c u a l

r e s u l t a q u e n o e s c i e r t o a m e n o s q u e l a s u c e s i ó n c o n v e r g e n t e s e a

u n i f o r m e m e n t e  c o n v e r g e n t e .  L o  q u e  o c u r r e  e n  e s t e  c a s o  e s  q u e  N i e l s  A b e l ,  a l

d e m o s t r a r  q u e  C a u c h y  s e  e q u i v o c a
210

 y  r e f i n a r  e l  t e o r e m a ,  d e s a r r o l l a  l o  q u e

a h o r a  s e  c o n o c e  c o m o  p r u e b a  d e  c o n v e r g e n c i a  u n i f o r m e  d e  A b e l ,
211

 a  l a  v e z

q u e  t o d a  c l a s e  d e  c r i t e r i o s  y  c o n d i c i o n e s  p a r a  v a r i o s  t i p o s  d e  c o n v e r g e n c i a

d e  v a r i o s  t i p o s  d e  s e r i e s  t r i g o n o m é t r i c a s  y  p o l i n ó m i c a s  t a m b i é n  e s t á n  s i e n d o

d e s a r r o l l a d o s p o r v a r i o s m a t e m á t i c o s d e l s i g l o X I X a l e s f o r z a r s e e s t o s e n

e n m e n d a r  l o s  e r r o r e s  d e  o t r o s m a t e m á t i c o s  y / o  r e s o l v e r  l o s  p r o b l e m a s  c o n

m e j o r e s  m é t o d o s .

U n o d e  l o s m á s  i m p o r t a n t e s m a t e m á t i c o s e n m e n d a d o r e s d e  l a é p o c a f u e

P e t e r  G u s t a v  L e j e u n e D i r i c h l e t  ( 1 8 0 5 - 1 8 5 9 ) ,  u n  a m i g o  d e  F o u r i e r  c u y a  o b r a

d e  1 8 2 9  « Sur la convergence des séries trigonométriques »  h i z o m u c h o  p a r a

208

SEI Baste decir que las definiciones y resultados de Bolzano acerca de la continuidad que vimos en §3c se pueden
extender, sin más que unos pequeños ajustes, al concepto de convergencia de una serie.
209 SEI del G. E. II, apartado E. D. (b), interpolación.
210 SEI Esto es 1826. El contraejemplo específico de Abels es la serie  que  resulta  ser  el
desarrollo en serie de Fourier de y = π/2 en el intervalo −π < x < π y es, con mucho, convergente, pero su suma es
discontinua para x = π(2n + 1), donde n es un entero.
211 SEI Prueba que todavía se usa en la actualidad, y puede que la haya estudiado. Si no lo hizo, aquí está para que
pueda  ver  el  verdadero  aspecto  de  una  de  esas  cosas:  supongamos  que  cn(x) es una sucesión de funciones en
algún  intervalo  [a,  b].  Si  (1)  la  sucesión  se  puede  reescribir  en  la  forma  cn(x)  =  anfn(x),  y  si  (2)  la  serie  ∑an es
uniformemente convergente, y si (3) fn(x) es una sucesión monótona decreciente tal que fn−1(x) ≤ fn(x) para todo
n,  y  si  (4)  fn(x)  es  acotada  en  [a,  b],  entonces  (5)  para  todo  x  en  [a,  b],  la  serie  ∑cn es uniformemente
convergente. [Si el requisito (2) de que ∑an sea uniformemente convergente le parece extraño/circular, sepa que
un truco habitual de las matemáticas puras es tomar una propiedad de algo en un caso simple o fácil de demostrar
(siendo ∑an la parte más simple, con mucho, de la descomposición de cn(x) en (1)) y usarlo para demostrar que la
misma propiedad se cumple para un ente mucho más complicado. De hecho, ese mismo truco es clave para la
inducción matemática, una técnica de demostración 100% respetable que hará su aparición en § 7].
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c l a r i f i c a r y r i g o r i z a r l o q u e l l e g ó a c o n o c e r s e c o m o e l p r o b l e m a d e l a

c o n v e r g e n c i a g e n e r a l d e  l a s s e r i e s d e F o u r i e r ( P . C . G . S . F ) . H a y v a r i o s

a v a n c e s i m p o r t a n t e s e n e s t e a r t í c u l o , p o r e j e m p l o , q u e D i r i c h l e t e s e l

p r i m e r o  e n  d e s c u b r i r  y  d i s t i n g u i r  l a  c o n v e r g e n c i a  a b s o l u t a  y  l a  c o n v e r g e n c i a

c o n d i c i o n a l . A d e m á s , d e s m i e n t e  l a a f i r m a c i ó n d e C a u c h y d e q u e u n a  s e r i e

m o n ó t o n a d e c r e c i e n t e e s  l o m i s m o q u e u n a s e r i e c o n v e r g e n t e . P e r o m á s

i m p o r t a n t e  e s  q u e  e n  « S u r  l a  c o n v e r g e n c e »  D i r i c h l e t  e s t a b l e c e  y  d e m u e s t r a

l a v a l i d e z d e l p r i m e r c o n j u n t o d e c o n d i c i o n e s s u f i c i e n t e s
212

 p a r a q u e u n a

s e r i e  d e  F o u r i e r  c o n v e r j a  h a c i a  s u  f ( x )  o r i g i n a l .

E s t e ú l t i m o  r e s u l t a d o e s p e r t i n e n t e y  m e r e c e a l g o d e d e t a l l e . D i r i c h l e t u s a

u n a f (x )  p e r i ó d i c a  e n  e l  i n t e r v a l o  [ − π ,  π ]  y  b á s i c a m e n t e  d e m u e s t r a  q u e  s i  ( 1 )

s u  s e r i e  d e  F o u r i e r  e s  s e c c i o n a l m e n t e  c o n t i n u a  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  s o l o  t i e n e  u n

n ú m e r o f i n i t o d e d i s c o n t i n u i d a d e s
213

 e n e l i n t e r v a l o , y s i ( 2 ) l a s e r i e e s

s e c c i o n a l m e n t e m o n ó t o n a ,  e n t o n c e s  ( 3 )  l a  s e r i e  c o n v e r g e r á  s i e m p r e  h a c i a  l a

f u n c i ó n  f ( x ) ,  i n c l u s o  s i  e s a  f u n c i ó n  r e q u i e r e m á s d e u n a e x p r e s i ó n d e  t i p o

« y = f( x) »  p a r a  r e p r e s e n t a r l a  e n  e l  i n t e r v a l o .

H a y  u n  r e q u i s i t o  a d i c i o n a l ,  q u e  D i r i c h l e t  d e m u e s t r a  t a m b i é n .  L a  f u n c i ó n f (x )

t i e n e  q u e  s e r  i n t e g r a b l e ,  e s  d e c i r ,

t i e n e q u e s e r  f i n i t a , b á s i c a m e n t e p o r q u e  l o s c o e f i c i e n t e s r e l e v a n t e s d e  l a

s e r i e  d e  F o u r i e r  s e  c a l c u l a n  c o m o  i n t e g r a l e s  y  e s t a s  t i e n e n  q u e  e s t a r  « b i e n

d e f i n i d a s » ( l a r g a h i s t o r i a ) . C o m o e j e m p l o d e u n a f u n c i ó n q u e n o e s

i n t e g r a b l e y , p o r l o t a n t o , n o p u e d e s e r r e p r e s e n t a d a p o r u n a s e r i e d e

F o u r i e r  b i e n  d e f i n i d a , D i r i c h l e t  s e  i n v e n t a  u n a f (x )  p a t o l ó g i c a  c u y o s  v a l o r e s

s o n i g u a l e s a u n a c o n s t a n t e c c u a n d o x e s r a c i o n a l p e r o i g u a l e s a u n a

212 SEI Por favor, vea o recuerde la nota 15 de §5a.
213 SEI De nuevo, también conocidas como puntos excepcionales.



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

180 Preparado por Patricio Barros

c o n s t a n t e d  ( c o n d  ≠ c )  c u a n d o x  e s  i r r a c i o n a l ,  f u n c i ó n  q u e  c i e r t a m e n t e  n o

e s  i n t e g r a b l e . A g r a n d e s r a s g o s , e s e s a f (x ) p a t o l ó g i c a  l o q u e c o n d u c e a

D i r i c h l e t ,  o c h o  a ñ o s  m á s  t a r d e ,
214

 a  d a r  l a  d e f i n i c i ó n  d e  « f u n c i ó n »  q u e  s e  u s a

t o d a v í a  e n  l a s  m a t e m á t i c a s  m o d e r n a s :  « y  e s  u n a  f u n c i ó n  d e x  c u a n d o  a  c a d a

v a l o r d e x e n u n i n t e r v a l o d a d o l e c o r r e s p o n d e u n ú n i c o v a l o r d e y »

( D i r i c h l e t , « Ü b e r d i e D a r s t e l l u n g … » , t r a d u c c i ó n e x t r a c t a d a d e K l i n e , p á g .

9 5 0 ) .

L o i m p o r t a n t e e s q u e l a c o r r e s p o n d e n c i a p u e d e s e r c o m p l e t a m e n t e

a r b i t r a r i a .  N o  i m p o r t a  s i  l a  d e p e n d e n c i a  d e y  r e s p e c t o  a x  s i g u e  a l g u n a  r e g l a

e n p a r t i c u l a r , o i n c l u s o s i p u e d e e x p r e s a r s e m a t e m á t i c a m e n t e .
215

 P o r

e x t r a ñ o q u e p u e d a s o n a r , e n r e a l i d a d e s 1 0 0 % r i g u r o s a p a r a p r o p ó s i t o s

m a t e m á t i c o s , p u e s l a a r b i t r a r i e d a d d a m á x i m a g e n e r a l i d a d , o s e a

a b s t r a c c i ó n .  ( L a  d e f i n i c i ó n  d e  D i r i c h l e t  t a m b i é n  r e s u l t a  e s t a r m u y  p r ó x i m a  a

l a i d e a b o l z a n o - c a n t o r i a n a d e l a c o r r e s p o n d e n c i a u n o a u n o e n t r e d o s

c o n j u n t o s d e n ú m e r o s r e a l e s , e x c e p t o q u e p o r s u p u e s t o n i « c o n j u n t o » n i

« n ú m e r o  r e a l »  h a n  s i d o  d e f i n i d o s  a ú n  e n  l a s  m a t e m á t i c a s ) .

E n s u a r t í c u l o d e 1 8 3 7 , D i r i c h l e t e s t a m b i é n c a p a z d e d e m o s t r a r q u e s e

p u e d e  p r e s c i n d i r  d e l  r e q u i s i t o  a c e r c a  d e  l a m o n o t o n í a  ( 2 )  e  i n c l u s o  p e r m i t i r

u n  n ú m e r o m a y o r  d e  d i s c o n t i n u i d a d e s  ( 1 )  e n  s u  d e m o s t r a c i ó n  d e  1 8 2 9  y  a u n

a s í  g a r a n t i z a r  l a  c o n v e r g e n c i a  d e  l a  s e r i e  d e  F o u r i e r  h a c i a  s u f (x )  i n t e g r a b l e …

s i e m p r e q u e e l n ú m e r o d e d i s c o n t i n u i d a d e s e n ( 1 ) p e r m a n e z c a  f i n i t o . S i n

e m b a r g o ,  e s t o  t o d a v í a  n o  e s  l o m i s m o  q u e  d e m o s t r a r  l a  c o n v e r g e n c i a  d e  l a s

s e r i e s d e F o u r i e r  p a r a  c u a l q u i e r f (x )  a r b i t r a r i a ,  e s p e c i a l m e n t e  s i  s e  i n t e n t a

f o u r i e r i z a r  l a s c o m p l e j a s  f u n c i o n e s y a m e n u d o s a l v a j e m e n t e d i s c o n t i n u a s

d e l a n á l i s i s p u r o y l a t e o r í a d e n ú m e r o s .
216

 R e s p e c t o a e s a s f u n c i o n e s

214 SEI = 1837, en un artículo cuyo encantador título es: «Über die Darstellung ganz willkürlicher Functionen durch
Sinus und Cosinusreihen», cuya traducción viene a ser «Sobre la representación de funciones completamente
arbitrarias mediante series de senos y cosenos». (Es impresionante cómo los matemáticos de esta época parece
que saben escribir tanto en francés como en alemán, según la revista a la que envían el artículo).
215 En el sentido de que ahora, en el análisis, una función en realidad no es ni una cosa ni un procedimiento, sino
más bien solo una correspondencia entre dos conjuntos, llamados dominio y recorrido.
216 Deberíamos mencionar que Fourier, Cauchy y Dirichlet trabajaban de manera habitual con funciones de la física
matemática, que tienden a ser comparativamente simples y de buen comportamiento.
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c o m p l e j a s ,  l a  c u e s t i ó n  q u e  D i r i c h l e t  n o  l l e g a  a  r e s p o n d e r  e s  s i  e l  c r i t e r i o  ( 1 )

d e s u d e m o s t r a c i ó n s e p o d r í a d e b i l i t a r p a r a p e r m i t i r u n a i n f i n i d a d
217

 d e

d i s c o n t i n u i d a d e s  e n  e l  i n t e r v a l o  y  c o n s t i t u i r  a ú n  u n a  c o n d i c i ó n  s u f i c i e n t e  d e

c o n v e r g e n c i a .

A h o r a  e n t r a  e n  e s c e n a  G e o r g  F r i e d e r i c h  B e r n h a r d  R i e m a n n  ( 1 8 2 6 - 1 8 6 6 ,  e s e

c o l o s o  d e  l a s m a t e m á t i c a s  p u r a s  q u e  l o  r e v o l u c i o n ó  t o d o  d e s d e  l a s  f u n c i o n e s

y  l a  t e o r í a d e n ú m e r o s h a s t a  l a g e o m e t r í a ,
218

 y e s e l ú n i c o r i v a l s e r i o d e

C a n t o r p a r a e l  t í t u l o d e M a t e m á t i c o d e l S i g l o ) , a u n q u e  l a  i n t e r v e n c i ó n d e

R i e m a n n e s b r e v e y c o n u n p a p e l d e  t r a n s i c i ó n . V e i n t e a ñ o s m a y o r q u e

C a n t o r , R i e m a n n e s a l u m n o d e D i r i c h l e t e n l a U n i v e r s i d a d d e B e r l í n , y

t a m b i é n a m i g o d e D e d e k i n d .
219

 E n u n a r t í c u l o f u n d a c i o n a l d e 1 8 5 4 ,
220

R i e m a n n a t a c a e l p r o b l e m a d e l a c o n v e r g e n c i a g e n e r a l d e l a s s e r i e s d e

F o u r i e r  d e  u n m o d o  c o m p l e t a m e n t e  n u e v o .  C e n t r á n d o s e  e n  l a  s u p o s i c i ó n  d e

q u e  u n a f (x )  t i e n e  q u e  s e r  i n t e g r a b l e  p a r a  s e r  r e p r e s e n t a b l e  c o m o  u n a  s e r i e

217 SEI Justo aquí se vislumbra de verdad, por primera vez, cómo el análisis avanzado da lugar a las matemáticas
transfinitas.
218 Uno duda de si entrar en esto, pero, de hecho, la versión riemanniana de la geometría no euclídea —a veces
conocida como «geometría diferencial general», y que se remonta a 1854 (un excelente año para Riemann)—
constituye un vector de explicación completamente distinto de por qué en el siglo XIX se hacen necesarias las
teorías rigurosas sobre los números reales y el ∞. Es ligeramente tangencial, y brutalmente abstracto, y será
mayoritariamente omitido excepto aquí. De forma muy simplificada, la geometría de Riemann involucra (a) el plano
complejo de Gauss (es decir, una malla cartesiana que tiene números reales en un eje y números imaginarios en el
otro eje) y (b) algo llamado una esfera de Riemann, que se puede concebir básicamente como un plano euclidiano
2D curvado en forma de bola y puesto encima del plano complejo. Esta nota no es técnicamente SEI, pero puede
usted detenerse en cualquier momento. Lo que relaciona la geometría de Riemann con la antes mencionada
geometría  proyectiva de Desargues es  que cada punto de la  esfera  de Riemann tiene una «sombra» en el  plano
complejo, y las relaciones trigonométricas creadas por esas sombras resultan ser terriblemente fecundas, en
términos de Por ejemplo, una recta en el plano complejo es la sombra de algo llamado un círculo máximo en la
esfera de Riemann, es decir, un círculo cuya circunferencia pasa por el polo norte de la esfera de Riemann, polo
definido, literalmente, como «punto del ∞». De hecho, la propia esfera de Riemann se puede definir como «el plano
complejo con un punto en el ∞», algo conocido también como plano complejo ampliado. El 0 es el polo sur de la
esfera de Riemann, e ∞ y 0, en términos geométrico-diferenciales, son inversos el uno del otro (porque tomar el
inverso de un número en el plano complejo es equivalente a darle la vuelta a la esfera de Riemann: larga historia).
Así que en la geometría de Riemann, «0 = 1/∞» y «∞ = 1/0» no solo son legales: son teoremas. Detendremos
aquí la discusión específica y esperaremos que tenga sentido a grandes rasgos. Algo importante que conviene
saber: no es ningún accidente que el símbolo del plano complejo ampliado sea «C∞» mientras que el símbolo más
famoso de Cantor para el conjunto de todos los números reales (alias el continuo, que como veremos es
básicamente el 2º orden matemático de ∞) es «c». Hay todo tipo de conexiones fascinantes entre la geometría
riemanniana y la teoría de conjuntos cantoriana, la mayor parte de las cuales están desafortunadamente más allá
de lo que nos hemos propuesto explicar.
219 SEI En esta época, todos los participantes de primera línea en la creación de las matemáticas transfinitas están
vivos, y la mayoría matemáticamente en activo. En 1854, Riemann tiene veintiocho años; Dedekind, veintitrés;
Weierstrass tiene treinta y nueve; y L. Kronecker, treinta y uno. El todavía no mencionado Heine tiene treinta y
tres. Cantor tiene nueve años y está tocando el violín ante la atenta mirada de Georg W.
220 SEI El largo título de este artículo empieza con «Über die Darstellbarkeit…» (=«Sobre la representabilidad…»).
En realidad era más como una segunda tesis doctoral que una monografía profesional (larga historia), y los
manuscritos circularon entre los matemáticos hasta que finalmente Dedekind hizo posible su publicación tras la
muerte de Riemann.
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d e F o u r i e r , d e d u c e c o n d i c i o n e s g e n e r a l e s q u e c u a l q u i e r f u n c i ó n d e b e

s a t i s f a c e r p a r a t e n e r u n a i n t e g r a l , c o n d i c i o n e s q u e a c a b a n r e s u l t a n d o

i m p o r t a n t e s  t a n t o p a r a  l a  t e o r í a d e  l a  i n t e g r a c i ó n e n a n á l i s i s  c o m o p a r a  l a

c o n v e r g e n c i a d e  l a s s e r i e s . E s e n c i a l m e n t e ,  l a s « c o n d i c i o n e s g e n e r a l e s q u e

c u a l q u i e r  f u n c i ó n  d e b e  s a t i s f a c e r »  s i g n i f i c a  c o n d i c i o n e s  n e c e s a r i a s , m i e n t r a s

q u e r e c o r d a r á u s t e d q u e l a d e m o s t r a c i ó n d e D i r i c h l e t d e 1 8 2 9 h a b í a

i n v o l u c r a d o c o n d i c i o n e s  s u f i c i e n t e s . E n t o n c e s , a l  d a r l e  l a v u e l t a a l  e n f o q u e

d e s u p r o f e s o r y a l c o n c e n t r a r s e e n l a s c o n d i c i o n e s n e c e s a r i a s d e

c o n v e r g e n c i a , R i e m a n n r e s u e l v e e l g r a n p r o b l e m a d e D i r i c h l e t : c o n s t r u y e

u n a  f u n c i ó n q u e  t i e n e u n a  i n f i n i d a d d e d i s c o n t i n u i d a d e s e n c a d a  i n t e r v a l o

p e r o a p e s a r d e  t o d o e s  i n t e g r a b l e y  1 0 0 % c o n v e r g e n t e  e n  c a d a p u n t o .
221

U n a c o n s e c u e n c i a d e e s t e r e s u l t a d o e s a l g o c o n o c i d o c o m o t e o r e m a d e

l o c a l i z a c i ó n d e R i e m a n n , e l c u a l a f i r m a q u e  l a c o n v e r g e n c i a d e u n a s e r i e

t r i g o n o m é t r i c a e n u n p u n t o d e p e n d e c o m p l e t a y e x c l u s i v a m e n t e d e l

c o m p o r t a m i e n t o d e s u f ( x ) r e l e v a n t e e n u n e n t o r n o a r b i t r a r i a m e n t e

p e q u e ñ o
222

 d e  d i c h o  p u n t o .  Y  l o  d e l  « e n t o r n o  a r b i t r a r i a m e n t e  p e q u e ñ o »  e s  l o

q u e  f i n a l m e n t e  d a  v a l i d e z  a  l a s  a f i r m a c i o n e s  d e  F o u r i e r  y  D i r i c h l e t  a c e r c a  d e

l a s  s e r i e s  q u e  r e p r e s e n t a n  f u n c i o n e s  c o m p l e t a m e n t e  a r b i t r a r i a s : m e d i a n t e  e l

t e o r e m a d e l o c a l i z a c i ó n , i n c l u s o f u n c i o n e s a l t a m e n t e d i s c o n t i n u a s y

p a t o l ó g i c a s p u e d e n s e r  r e p r e s e n t a d a s  p o r  s e r i e s  t r i g o n o m é t r i c a s , y ,  s i  s o n

i n t e g r a b l e s ,  p o r  s e r i e s  d e  F o u r i e r .

221 SEI Para los incondicionales y/o con fuerte preparación, o quizá si solo quiere usted recrearse algo más en la
simbología del análisis: Riemann deduce su f(x) tomando una serie trigonométrica estándar e integrando cada
término dos veces, dando:

y logra demostrar que esta serie trigonométrica es convergente siempre y cuando

se comporte en cierto modo especial (modo del cual, una vez más, no podemos hablar por carecer de las
herramientas conceptuales adecuadas, pero no son dudosas ni extrañas, solo muy técnicas).
222 SEI como se ha definido en G. E. I.



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

183 Preparado por Patricio Barros

S i n  e m b a r g o ,  c o m o  e s  y a  h a b i t u a l ,  a  l a  v e z  q u e  e l  t r a b a j o  d e  R i e m a n n  e s t á

r e s o l v i e n d o  a n t i g u a s  p r e g u n t a s  t a m b i é n  e s t á  p l a n t e a n d o  o t r a s  n u e v a s .  Y  e n

d e f i n i t i v a  s o n  e s a s  c u e s t i o n e s  l a s  q u e  d a n  t a n t a  i m p o r t a n c i a  a  s u  a r t í c u l o  d e

1 8 5 4 . E j e m p l o : u n a c o n s e c u e n c i a d e l  t e o r e m a d e  l o c a l i z a c i ó n e s q u e d o s

f u n c i o n e s  i n t e g r a b l e s d i f e r e n t e s p u e d e n r e p r e s e n t a r s e m e d i a n t e  l a m i s m a

s e r i e  t r i g o n o m é t r i c a  i n c l u s o a u n q u e d i f i e r a n e n u n a c a n t i d a d g r a n d e p e r o

f i n i t a d e p u n t o s .  ¿ H a y a l g u n a m a n e r a  d e o b t e n e r e l m i s m o  r e s u l t a d o p a r a

d o s f u n c i o n e s q u e d i f i e r a n e n u n a i n f i n i d a d d e p u n t o s ? O t r o s e j e m p l o s

i m p o r t a n t e s :  ¿ E x a c t a m e n t e  q u é  p r o p i e d a d e s  d e  l a s  s e r i e s  t r i g o n o m é t r i c a s  l e s

p e r m i t e n s e r c o n v e r g e n t e s i n c l u s o c o n ∞ p u n t o s e x c e p c i o n a l e s e n c a d a

i n t e r v a l o ? ,  y  ¿ C ó m o e s t á n  r e l a c i o n a d o s  e x a c t a m e n t e  l o s  c o n c e p t o s  d e f(x) -

c o n t i n u i d a d , i n t e r v a l o s y e n t o r n o s c o n l a t e o r í a d e l a s s e r i e s

t r i g o n o m é t r i c a s ? ,  y  ¿ E s  t o d a  s e r i e  t r i g o n o m é t r i c a  u n a  s e r i e  d e  F o u r i e r ?  ( e s

d e c i r ,  ¿ c o n v e r g e  t o d a  s e r i e  t r i g o n o m é t r i c a  h a c i a  u n a  f u n c i ó n  i n t e g r a b l e ? ) ,  y

¿ S i m á s d e u n a f u n c i ó n p u e d e s e r r e p r e s e n t a d a p o r l a m i s m a s e r i e

t r i g o n o m é t r i c a ,  e s  c i e r t o  e l  r e c í p r o c o ,  o  c a d a f(x)  ú n i c a  t i e n e  u n a  s o l a  y  ú n i c a

r e p r e s e n t a c i ó n  c o m o  s e r i e  t r i g o n o m é t r i c a ?
223

T r a s e l a r t í c u l o d e R i e m a n n , e l s i g u i e n t e g r a n a s u n t o e n  l a s m a t e m á t i c a s

p u r a s e s a f r o n t a r  l a s  t é c n i c a s n e c e s a r i a s p a r a r e s o l v e r  l o s p r o b l e m a s q u e

e s t e  h a b í a  p l a n t e a d o ,  s i e n d o  e s p e c i a l m e n t e  d e s a f i a n t e  l a  c u e s t i ó n  d e  b a s a r

d i c h a s  t é c n i c a s  e n  f u n d a m e n t o s  r i g u r o s o s  e n  l u g a r  d e  l a  i n t u i c i ó n  i n d u c t i v a  o

b a s a d a  e n  l a  f e  q u e  h a b í a m a r c a d o  b u e n a  p a r t e  d e l  a n á l i s i s  e n  e l  p a s a d o .  N .

B .  e l  é n f a s i s  e n e l  r i g o r / f u n d a m e n t o  s e d e b e e n p a r t e  a q u e  l a s  f u n c i o n e s

t o t a l m e n t e  a b s t r a c t a s d e R i e m a n n  f i n a l m e n t e h a n d e s p l a z a d o  l a s  s e r i e s d e

F o u r i e r d e l r e i n o d e l a f í s i c a y l a s m a t e m á t i c a s a p l i c a d a s a l d e l a s

m a t e m á t i c a s p u r a s p e r  s e . P e r o a d e m á s , p o r s u p u e s t o , a h o r a e s t a m o s e n

1 8 5 0 , y  l a  n e c e s i d a d d e  r i g o r  ( t a l  c o m o  s e h a d i s c u t i d o e n  r e l a c i ó n  c o n  l a

d é c a d a  d e  1 8 2 0  e n  §  5 b )  e s  t o d a v í a m á s  u r g e n t e  y  g e n e r a l .  E n  t i e m p o  r e a l

223 SEI Más premoniciones: la primera y la última de estas cuestiones serán lo que el trabajo temprano del propio
Cantor intente contestar, y es dicho trabajo lo que le lleva al ∞ per se.
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h a  t a r d a d o v a r i a s d é c a d a s , p e r o e l b o o m d e  l a  j u s t i f i c a c i ó n - p o r - r e s u l t a d o s

a h o r a e s t á d a n d o p a s o c o m p l e t a m e n t e  a  l a e c o n o m í a m á s c o n t r a c c i o n i s t a ,

d e l d e m u e s t r e - m i e n t r a s - a v a n z a , d e l o q u e l o s h i s t o r i a d o r e s d e l a s

m a t e m á t i c a s  l l a m a r á n  l a  a r i t m e t i z a c i ó n  d e l  a n á l i s i s .

§ 5e.

L a f i g u r a c r u c i a l e n e s t e p u n t o e s K a r l W e i e r s t r a s s ( 1 8 1 5 - 1 8 9 7 ) , a q u i e n

a h o r a p o d e m o s r e v e l a r d r a m á t i c a m e n t e c o m o u n o d e l o s h é r o e s d e l o

r e f e r i d o  e n  §  2 a  a c e r c a  d e  B e r t r a n d  R u s s e l l  y  l a s  p a r a d o j a s  d e  Z e n ó n .  A q u í

e s t á  e l  r e s t o  d e  a q u e l l a  c i t a :
224

D e s d e  Z e n ó n  h a s t a  n u e s t r o s  d í a s ,  l o s  m e j o r e s  i n t e l e c t o s  d e  c a d a  g e n e r a c i ó n

h a n a t a c a d o p o r t u r n o s l o s p r o b l e m a s , p e r o a g r a n d e s r a s g o s n o h a n

c o n s e g u i d o n a d a . E n n u e s t r o p r o p i o  t i e m p o ,  s i n  e m b a r g o ,  t r e s h o m b r e s —

W e i e r s t r a s s , D e d e k i n d y C a n t o r — n o s o l o h a n l o g r a d o a v a n c e s e n l o s

p r o b l e m a s ,  s i n o q u e  l o s h a n  r e s u e l t o  c o m p l e t a m e n t e .  L a s  s o l u c i o n e s , p a r a

a q u e l l o s  f a m i l i a r i z a d o s  c o n  l a s  m a t e m á t i c a s ,  s o n  t a n  c l a r a s  q u e  y a  n o  c a b e  l a

m e n o r  d u d a  o  d i f i c u l t a d  [ … ] D e  l o s  t r e s  p r o b l e m a s ,  e l  d e  l o s  i n f i n i t e s i m a l e s

f u e  r e s u e l t o  p o r W e i e r s t r a s s ;  l a  s o l u c i ó n  d e  l o s  o t r o s  d o s  f u e  e m p e z a d a  p o r

D e d e k i n d y d e f i n i t i v a m e n t e c o n s e g u i d a  p o r C a n t o r  ( R u s s e l l , M y s t i c i s m a n d

L o g i c ,  p á g .  7 7 ) .

W e i e r s t r a s s  n o  e s t á  d i r e c t a m e n t e  e n  l a  f i l a  d e  e r u d i t o s  f o r m a d a  p o r  F o u r i e r -

C a u c h y - D i r i c h l e t - R i e m a n n :  h a s t a  s u s  c u a r e n t a  a ñ o s ,  e s  u n  d e s c o n o c i d o  e n  e l

m i s m o  s e n t i d o  e n  q u e  l o  f u e  B o l z a n o .  S u  c a r r e r a  t e m p r a n a  e s t á  d e d i c a d a  a

d a r  c l a s e s  d e  b a c h i l l e r a t o  e n  P r u s i a O r i e n t a l  ( n o  e x a c t a m e n t e  u n  c e n t r o d e

p o d e r ) ,
225

 y s e d i c e q u e e r a  l i t e r a l m e n t e d e m a s i a d o p o b r e p a r a p a g a r e l

e n v í o  d e  s u s  t r a b a j o s  a  l a s  r e v i s t a s .  F i n a l m e n t e ,  e m p i e z a  a  p u b l i c a r  a  f i n a l e s

d e l a d é c a d a d e 1 8 5 0 , y c a u s a u n r e v u e l o e n l a s m a t e m á t i c a s , y e s

224 SEI Las partes precedentes aparecen en las págs. 55 y 59.
225 SEI N. B. Tenga en cuenta, sin embargo, que las Hochschulen técnicas alemanas eran instituciones
extremadamente autoritarias desde el punto de vista actual, y que el cálculo y el análisis básico eran asignaturas
obligatorias. (Pero los salarios de los profesores eran legendariamente bajos).
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c o n t r a t a d o  c o m o p r o f e s o r p o r  l a  p r e s t i g i o s a U n i v e r s i d a d d e B e r l í n :  e s  t o d a

u n a  h i s t o r i a ,  l a r g a  y  a l g o  r o m á n t i c a .  ( SEI  W e i e r s t r a s s  e s  t a m b i é n  c o n o c i d o

e n t r e  l o s m a t e m á t i c o s  p o r  s e r  f í s i c a m e n t e  c o r p u l e n t o ,  u n  a t l e t a  d o t a d o ,  u n

f i e s t e r o e m p e d e r n i d o q u e s e e s c a q u e a b a e n e l  i n s t i t u t o , i n d i f e r e n t e a l a

m ú s i c a — l o s m a t e m á t i c o s s u e l e n s e r f a n á t i c o s d e l a m ú s i c a — , y u n

c o m p a ñ e r o j o v i a l , g r e g a r i o , n a d a n e u r ó t i c o , b u e n a z o y m u y q u e r i d o .

T a m b i é n  e s  g e n e r a l m e n t e  c o n s i d e r a d o  e l m e j o r  p r o f e s o r  d e m a t e m á t i c a s  d e l

s i g l o , a u n q u e n u n c a p u b l i c ó s u s l e c c i o n e s y n i s i q u i e r a d e j a b a q u e s u s

a l u m n o s  t o m a r a n  a p u n t e s ) .
226

L a  r a z ó n  e s p e c í f i c a  p o r  l a  q u e  e s t a m o s  h a b l a n d o  d e W e i e r s t r a s s  e s  q u e  s o n

p r i n c i p a l m e n t e s u s d e s c u b r i m i e n t o s l o s q u e p e r m i t e n a l a s m a t e m á t i c a s

a t a c a r l a s c u e s t i o n e s p l a n t e a d a s p o r l o s t r a b a j o s d e D i r i c h l e t y R i e m a n n

a c e r c a d e l P . C . G . S . F . V é a s e e n e s t e s e n t i d o l a s i g u i e n t e c i t a d e l

h i s t o r i a d o r d e l a s m a t e m á t i c a s I . G r a t t a n - G u i n n e s s : « [ L ] a h i s t o r i a d e l

a n á l i s i s m a t e m á t i c o d u r a n t e e l ú l t i m o t e r c i o d e l s i g l o X I X e s e n n o t a b l e

m e d i d a  l a  h i s t o r i a  d e  l o s m a t e m á t i c o s  a p l i c a n d o  t é c n i c a s w e i e r s t r a s s i a n a s  a

p r o b l e m a s r i e m a n n i a n o s » ( G r a t t a n - G u i n n e s s , F r o m t h e C a l c u l u s t o S e t

T h e o r y [ « D e l c á l c u l o a  l a  t e o r í a d e c o n j u n t o s » ] , p á g . 1 3 2 ) . L a v e r d a d e r a

i n s p i r a c i ó n t r a s e s a s t é c n i c a s n o e s F o u r i e r o d e R i e m a n n , s i n o e l

t a n g e n c i a l m e n t e m e n c i o n a d o N i e l s H e n r i k A b e l ( s i e n d o W e i e r s t r a s s u n

e n o r m e f a n d e A b e l ) , e s p e c í f i c a m e n t e u n a i n n o v a c i ó n l l a m a d a f u n c i o n e s

e l í p t i c a s q u e A b e l h a b í a o b t e n i d o h a c i a 1 8 2 5 a p a r t i r d e l a i n t e g r a l e s

e l í p t i c a s ,  l a s  c u a l e s , m á s  t a r d e ,  p a r a  a b r e v i a r ,  s u r g e n  a l  c a l c u l a r  l a  l o n g i t u d

d e  a r c o  d e  u n a  e l i p s e  y  s o n  u n  a s u n t o  i m p o r t a n t e  t a n t o  e n  l a s m a t e m á t i c a s

p u r a s  c o m o  e n  l a s  a p l i c a d a s .
227

 E l  p r i m e r  t r a b a j o  s i g n i f i c a t i v o  d e W e i e r s t r a s s

226  El estudiante que sí tomó notas a escondidas y a quien se debe principalmente que ciertas teorías de
Weierstrass sobre funciones fueran conocidas fue un tal Gösta Mittag-Leffler (1846-1927), quien más tarde puso en
marcha la famosa revista especializada Acta Mathematica y publicó el trabajo de Cantor sobre el ∞ cuando la
mayoría de las revistas de matemáticas todavía lo consideraban una locura. Históricamente, Mittag-Leffler es
considerado como el segundo matemático que más correspondencia mantuvo con Cantor, después de Dedekind.
227 SEI Principalmente, las integrales elípticas son generalizaciones de funciones trigonométricas inversas. Tienden
a aparecer en todo tipo de problemas físicos, del electromagnetismo a la gravedad. Si las ve usted en una clase de
matemáticas, habitualmente es en conjunción con Adrien Marie Legendre (otro de los franceses de principios del
siglo XIX), que fue para las integrales elípticas lo que Fourier para las series trigonométricas, y desarrolló las
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( a ú n  e n  P r u s i a ,  a  l a  l u z  d e  u n a  v e l a ,  e n t r e  c u e s t i o n a r i o s  d e  e x a m e n )  i n c l u y e

l o s d e s a r r o l l o s e n s e r i e d e p o t e n c i a s d e  l a s  f u n c i o n e s e l í p t i c a s ,  l o c u a l  l e

c o n d u c e  a  p r o b l e m a s  a c e r c a  d e  l a  c o n v e r g e n c i a  d e  l a s  s e r i e s  d e  p o t e n c i a s ,
228

y  l u e g o  a  l a  c o n v e r g e n c i a ,  l a  c o n t i n u i d a d  y  l a s  f u n c i o n e s  e n  g e n e r a l .

L a r a z ó n p o r l a q u e R u s s e l l l e a l a b a r e s p e c t o a l p r o b l e m a d e l o s

i n f i n i t e s i m a l e s  e s  l a m i s m a  r a z ó n p o r  l a q u e W e i e r s t r a s s  r e c i b e e l m á x i m o

r e c o n o c i m i e n t o p o r  l a  a r i t m e t i z a c i ó n d e l  a n á l i s i s .  E s  e l  p r i m e r o e n d a r u n a

t e o r í a  d e  l o s  l í m i t e s  t o t a l m e n t e  r i g u r o s a  y m e t a f í s i c a m e n t e  i m p o l u t a . C o m o

e s  i m p o r t a n t e ,  y  e s t á  d e t r á s  d e l m o d o  e n  q u e  a h o r a  l a m a y o r í a  d e  n o s o t r o s

a p r e n d e m o s c á l c u l o e n e l  i n s t i t u t o , p o r  l o m e n o s o b s e r v e m o s  r á p i d a m e n t e

q u e l a d e f i n i c i ó n d e l o s  l í m i t e s d e W e i e r s t r a s s s u s t i t u y e l o s t é r m i n o s e n

l e n g u a j e n a t u r a l u s a d o s p o r A b e l / B o l z a n o / C a u c h y , e x p r e s i o n e s c o m o « s e

a p r o x i m a  a  u n  l í m i t e »  y  « s e  h a c e m e n o r  q u e  c u a l q u i e r  c a n t i d a d  d a d a » ,  p o r

l a s  é p s i l o n  y  d e l t a  m i n ú s c u l a s  y  l o s  d e l i m i t a d o r e s  « |  | »  d e l  v a l o r  a b s o l u t o .  U n

g r a n b e n e f i c i o c o l a t e r a l d e  l a t e o r í a d e W e i e r s t r a s s e s q u e c a r a c t e r i z a e l

l í m i t e y  l a c o n t i n u i d a d d e t a l m o d o q u e c u a l q u i e r a d e  l o s d o s p u e d e s e r

d e f i n i d o  e n  t é r m i n o s  d e l  o t r o .  V é a s e ,  p o r  e j e m p l o ,  e s t a  d e f i n i c i ó n  d e  f u n c i ó n

c o n t i n u a , q u e c i e n t o c i n c u e n t a a ñ o s d e s p u é s s i g u e s i e n d o t o d a v í a e l

« e s t á n d a r d e  l a  i n d u s t r i a » :
229 f(x)  e s  c o n t i n u a  e n u n p u n t o xn  s i  y  s o l o  s i ,

p a r a  c u a l q u i e r  n ú m e r o  p o s i t i v o  ε ,  e x i s t e  u n  δ  p o s i t i v o  t a l  q u e  p a r a  c u a l q u i e r

x  d e l  i n t e r v a l o

| x  − xn |  <  δ ,  | f(x)  − f (xn ) |  <  ε *

( s e m i e x t r a c t a d o  d e  K l i n e ,  p á g .  9 5 2 ) .

«integrales  elípticas  de  Legendre  de  1ª,  2ª  y  3ª  especie».  (SEI2 Si, casualmente, sabe que Riemann también
trabajó mucho con las I. E. y ciertas integrales asociadas en el cálculo de variaciones, sepa que no vamos a entrar
en nada de esto).
228 Es casi seguro que en el G. E. I se mencionó que las series de Fourier se pueden entender como sumas de series
de potencias.
229 Por razones que se harán evidentes, esta definición tan tecnificada no es SEI.
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*Interpolación rápida incrustada semi- SEI

P o r f a v o r , o m i t a l o s s i g u i e n t e s t r e s p á r r a f o s s i y s o l o s i  l a d e f i n i c i ó n d e

W e i e r s t r a s s  y a  l e  p a r e c e  p e r f e c t a m e n t e  c l a r a .

C o m o l a d e f i n i c i ó n r e c i é n m e n c i o n a d a n o e s SEI , d e b e m o s c o n s i d e r a r l a

p o s i b i l i d a d d e q u e q u i z á s e s t é < 1 0 0 % c l a r o p o r q u é e s t a n  i m p o r t a n t e .

P o d r í a m o s h a b l a r  d e  c ó m o  l a  d e f i n i c i ó n  e s  e s p e c í f i c a m e n t e  u n a  r i g o r i z a c i ó n

d e  l a  q u e  a p a r e c e  e n  e l  C o u r s  d ’ A n a l y s e  d e C a u c h y ,  « f(x)  s e r á  u n a  f u n c i ó n

c o n t i n u a  d e  l a  v a r i a b l e  s i  e l  v a l o r  n u m é r i c o  d e  l a  d i f e r e n c i a f (x  +  α ) − f(x)

d e c r e c e i n d e f i n i d a m e n t e c o n e l d e a » ( C a u c h y , C o u r s , p á g . 3 5 ) : e l g r a n

a c i e r t o d e W e i e r s t r a s s e s q u e d a c o n u n s u s t i t u t o r i g u r o s o , t o t a l m e n t e

a r i t m é t i c o ,  d e l  n e b u l o s o  « d e c r e c e  i n d e f i n i d a m e n t e » .  P e r o  n a d a  d e  e s o  v a  a

s i g n i f i c a r m u c h o s i n o p o d e m o s v e r c ó m o f u n c i o n a r e a l m e n t e l a n u e v a

d e f i n i c i ó n d e W e i e r s t r a s s , l o c u a l a s u v e z r e q u i e r e e x a m i n a r l a d e n s a

s i n t a x i s  t é c n i c a  e n  l a  q u e  e s t á  e x p r e s a d a  p a r a  l o s m a t e m á t i c o s .  S u  l e n g u a j e

h i p e r a b s t r a c t o  p u e d e  h a c e r  q u e  l a  d e f i n i c i ó n  p a r e z c a  o  b i e n  t o t a l m e n t e  t r i v i a l

( p o r  e j e m p l o ,  c o m o  ε  y  δ  n o  t i e n e n  r e l a c i ó n  e n t r e  s í  e n  l a  d e f i n i c i ó n ,  ¿ n o  e s

o b v i o q u e s e p u e d e t o m a r u n a δ p o r c a d a ε q u e s e q u i e r a ? ) , o b i e n

t o t a l m e n t e  i n c o m p r e n s i b l e  ( p o r  e j e m p l o ,  ¿ c ó m o  s e  p u e d e  d e t e r m i n a r  a  q u é

e q u i v a l e  | x  − x n |  s i  n o  s e  s a b e  q u é  e s  x ? ) . O p o r  l o m e n o s  e s t a s  e r a n  l a s

q u e j a s i n i c i a l e s d e n u e s t r a c l a s e a l d o c t o r G o r i s , q u i e n l a s t r a t a b a a s u

m a n e r a  h a b i t u a l  e  i n o l v i d a b l e ,  m á s  o  m e n o s  c o m o  s i g u e :
230

E n p r i m e r  l u g a r ,  r e c o r d e m o s d e l G .  E .  I  q u e  f u n c i ó n  c o n t i n u a  s i g n i f i c a q u e

c a m b i o s m u y p e q u e ñ o s e n l a v a r i a b l e i n d e p e n d i e n t e d e l a f u n c i ó n ( x )

p r o d u c e n  s o l o  c a m b i o s m u y  p e q u e ñ o s  e n  l a  v a r i a b l e  d e p e n d i e n t e  ( f(x) ,  a l i a s

y ) .  L o d e  l o s « c a m b i o s m u y p e q u e ñ o s » e s  l o  q u e  r e a l m e n t e  i m p o r t a  a q u í :

n o s  d a  l a  p i s t a  d e  q u e  d i f e r e n c i a s  c o m o  | x − xn |  d e  l a  d e f i n i c i ó n  s e  v a n a

c o n s i d e r a r r e a l m e n t e p e q u e ñ a s . R e s p e c t o a xn y x : xn e s u n p u n t o e n

p a r t i c u l a r , c o n c r e t a m e n t e e l p u n t o p a r a e l c u a l v a m o s a e v a l u a r l a

230 El Alto Mando reconoce: lo que sigue va a ser mucho menos formal/riguroso que la explicación del propio doctor
Goris acerca de la definición. Buscamos una explicación que resulte comprensible al máximo en términos del
vocabulario y los conceptos desarrollados hasta ahora en el libro.
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c o n t i n u i d a d d e l a f u n c i ó n , y x e s , t é c n i c a m e n t e , c u a l q u i e r p u n t o e n e l

i n t e r v a l o d e  l a f u n c i ó n , a u n q u e d a d o l o q u e f u n c i ó n c o n t i n u a s i g n i f i c a e s

m e j o r  p e n s a r  e n  x  c o m o  c u a l q u i e r  p u n t o  q u e  s e a  « s u f i c i e n t e m e n t e  p r ó x i m o »

a xn .  E s t o  e s  a s í  p o r q u e  l o m á s  i m p o r t a n t e  d e  l a  d e f i n i c i ó n  d e W e i e r s t r a s s  e s

q u e  n o s  p e r m i t a  v e r i f i c a r  q u e  u n a  d i m i n u t a  d i f e r e n c i a  e n t r e x  y xn  d a r á  s o l o

u n a  d i m i n u t a  d i f e r e n c i a  e n t r e f(x)  y f (xn ) .  E l  m o t o r  d e  e s a  v e r i f i c a c i ó n  s o n  l o s

n ú m e r o s  p o s i t i v o s  ε  y  δ ,  y  l a m a n e r a  f á c i l  d e  e n t e n d e r  e s o s  d o s  n ú m e r o s  y

s u  r e l a c i ó n e s e n  t é r m i n o s d e u n  j u e g o . A q u í e s t á e l  j u e g o : u s t e d e s c o g e

c u a l q u i e r  p o s i t i v o  q u e  d e s e e ,  n o  i m p o r t a  l o  p e q u e ñ o q u e  s e a ,  y  y o  i n t e n t o

e n c o n t r a r u n p o s i t i v o q u e h a g a v e r d a d e r a  l a c o n j u n c i ó n ( | x − xn | < δ ) y

( | f(x)  − f (xn ) |  <  ε ) :
231

 y  s i  p u e d o  e n c o n t r a r  t a l  p a r a  c a d a  p o s i t i v o  q u e  u s t e d

e s c o j a ,  e n t o n c e s  l a f(x)  e s  c o n t i n u a , m i e n t r a s  q u e  s i  n o  p u e d o ,  e n t o n c e s  n o

l o  e s .

C o m o  h a c í a  e l  d o c t o r  G o r i s ,  v e a m o s  u n  e j e m p l o  c o n  u n a  f u n c i ó n  q u e  n o  s e a

c o n t i n u a ,  d e m o d o q u e p o d a m o s v e r q u e n o  c u a l q u i e r  δ  s e r v i r á p a r a u n  ε

d a d o .  L a  f u n c i ó n  s e  d e f i n e  a s í : f(x)  =  1  s i x  ≠  0 ,  y f(x)  =  0  s i x  =  0 .  V a m o s  a

e v a l u a r  l a  c o n t i n u i d a d  d e  e s a f(x)  e n  e l  p u n t o xn  d o n d e xn  =  0 .  E l  j u e g o  e s

q u e u s t e d p u e d e e s c o g e r c u a l q u i e r v a l o r p o s i t i v o q u e d e s e e p a r a ε , y

s u p o n g a m o s q u e  e s c o g e  ε = ½ . A s í  q u e a h o r a y o  t e n g o q u e e n c o n t r a r u n

p o s i t i v o  t a l  q u e  ( | x  − xn |  <  δ )  y  ( | f(x)  − f (xn ) |  < ½ )  s e a  c i e r t o .  P e r o  a h o r a ,

p o r  f a v o r ,  r e t r o c e d a  h a s t a ,  o  r e c u e r d e ,  l a  n o t a  1 4  d e  §  1 c  y  s u  r e g l a  d e  q u e

u n a  c o n j u n c i ó n  l ó g i c a  e s  v e r d a d e r a  s o l o  c u a n d o  s u s  d o s  t é r m i n o s ,  t a n t o  e l

p r e - « y » c o m o e l p o s t - « y » , s o n v e r d a d e r o s . Y a h o r a m i r e n u e s t r o  t é r m i n o

« p o s t » ,  « | f(x)  − f (xn ) |  <  ½ | » .

P o r  l a  d e f i n i c i ó n  d e  n u e s t r a  f u n c i ó n ,  s a b e m o s  q u e f (xn )  =  0 ,  y  p o r  l a m i s m a

d e f i n i c i ó n ,  s a b e m o s  q u e  c u a l q u i e r  o t r o x  q u e  n o  s e a xn  d a  u n f(x)  i g u a l  a  1

231 Hablando 100% técnicamente, la definición de Weierstrass «para cada … existe … tal que» en realidad está
formulando una relación de implicación en el cálculo de predicados de primer orden, que es una lógica de un tipo
más elaborado que usa cuantificadores como ∀ y ∃. Excepto por uno o dos comentarios en § 7, sin embargo, este
libro no entra en el cálculo de predicados, de modo que aquí estamos simbolizando la relación entre los ε y δ de la
definición como una conjunción lógica. Para nuestros propósitos de dar demostraciones ilustrativas eso será
suficiente: los valores «cierto»/«falso» relevantes resultan ser los mismos.
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( p o r q u e xn e s e l ú n i c o p u n t o e n e l c u a l x = 0 ) . P o r  l o  t a n t o , s i xn = 0 ,

| f(x)  − f (xn ) |  s i e m p r e  s e r á  i g u a l  a  1 ,  e l  c u a l  e s  o b v i a m e n t e m a y o r  q u e ½ .  N o

i m p o r t a q u é p u e d a y o e s c o g e r p a r a q u e | x − xn | s e a m e n o r q u e é l ,

| f(x)  − f (xn ) |  j a m á s  s e r á  < ½  c u a n d o x n  =  0 .  C o m o  e l  s e g u n d o  t é r m i n o  s e r á

s i e m p r e  f a l s o ,  l a  c o n j u n c i ó n  ( | x  − xn |  <  δ )  y  ( | f(x)  − f (xn ) |  < ½ )  s e r á  f a l s a

i n d e p e n d i e n t e m e n t e  d e l  v a l o r  d e  δ .  A q u í  l o  i m p o r t a n t e  e s  q u e  n o  h a y  u n  δ

p o s i t i v o  p a r a  ε  = ½ ,  d e m o d o  q u e  e l  c r i t e r i o  d e  l a  d e f i n i c i ó n ,  « p a r a  c u a l q u i e r

n ú m e r o  p o s i t i v o ,  e x i s t e  u n  p o s i t i v o  t a l  q u e … »  n o  s e  s a t i s f a c e .  P o r  l o  t a n t o ,  l a

f u n c i ó n  n o  e s  c o n t i n u a  e n xn  ( c o s a  q u e  y a  s a b í a m o s  p a r a  e m p e z a r ,  p e r o  a q u í

s e  t r a t a b a  d e  a p l i c a r  l a  d e f i n i c i ó n  d e W e i e r s t r a s s  a  u n  c a s o  c l a r o ) .  E l  j u e g o

h a  t e r m i n a d o .

Fin de la interpolación semi- SEI.

Regreso a la discusión principal de § 5e, en curso

U n r e t a z o d e p o s i b l e p e r p l e j i d a d n o c u b i e r t o e n l a i n t e r p o l a c i ó n : l o q u e

W e i e r s t r a s s  h a  d e f i n i d o  a q u í  a r r i b a  e s  s o l o  l a  c o n t i n u i d a d  e n  u n  p u n t o ,  p e r o

c o m o u s t e d p u e d e e s c o g e r  c u a l q u i e r p u n t o e n u n  i n t e r v a l o d a d o p a r a q u e

s e a xn ,  u n a f(x)  p u e d e  o b v i a m e n t e  d e f i n i r s e  c o m o  c o n t i n u a  e n  u n  i n t e r v a l o  s i

e s  c o n t i n u a  e n  t o d o s  y  c a d a  u n o  d e  l o s xn  d e l  i n t e r v a l o .  A s í ,  u n a  d e f i n i c i ó n

g e n e r a l d e c o n t i n u i d a d p a r a f u n c i o n e s s a l e d i r e c t a m e n t e d e l a d e f i n i c i ó n

i n i c i a l . Y — e s o e s  l o q u e s a c u d i ó e l  m u n d o m a t e m á t i c o — t a m b i é n s a l e  l a

d e f i n i c i ó n  d e  l í m i t e :  s i  s e  t o m a  l a  d e f i n i c i ó n  o r i g i n a l  d e  W e i e r s t r a s s ,  e n t o n c e s

s e  p u e d e  d e c i r  q u e f(x)  t i e n e  l í m i t e  L  e n  s i  s e  s u s t i t u y e f (xn )  p o r  L  y  t o d a v í a

s e p u e d e e n c o n t r a r u n δ p a r a c a d a ε d e m o d o q u e ( | x − xn | < δ ) y

( | f(x)  − L |  <  ε )  s e a  c i e r t o .

H a y  u n a  r a z ó n  p o r  l a  q u e  t o d o  e s t o  p a r e c e  t a n  h o r r i b l e m e n t e  a b s t r a c t o :  e s

h o r r i b l e m e n t e a b s t r a c t o . S i n e m b a r g o , p o r e s a m i s m a a b s t r a c c i ó n , l a d e

W e i e r s t r a s s  e s  l a  t e o r í a m á s  l i m p i a  y  c l a r a  q u e  s e  h a  f o r m u l a d o  j a m á s  s o b r e
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l o s l í m i t e s y l a c o n t i n u i d a d .
232

 N o h a y l í o s c o n e l l e n g u a j e n a t u r a l : l a

d e f i n i c i ó n n o u s a n a d a m á s q u e n ú m e r o s  r e a l e s y o p e r a d o r e s e l e m e n t a l e s

c o m o −  y < .  C o m o  e s  t a n  l i m p i a  y  a b s t r a c t a  y  a r i t m é t i c a ,  l a  t e o r í a  t a m b i é n

p e r m i t e  a W e i e r s t r a s s  d e f i n i r  l a  c o n v e r g e n c i a ,  l a  c o n v e r g e n c i a  u n i f o r m e  y  l a

c o n v e r g e n c i a a b s o l u t a r i g u r o s a m e n t e , p r o p o r c i o n a r p r u e b a s f i a b l e s p a r a

t o d a s  e l l a s ,
233

 y  d e m o s t r a r  u n a  s e r i e  d e  c o s a s  a c e r c a  d e  l a  c o n t i n u i d a d  y  l a

c o n v e r g e n c i a d e  l a s s e r i e s  t r i g o n o m é t r i c a s q u e n a d i e h a b í a s i d o c a p a z d e

e s c l a r e c e r . L o s e j e m p l o s r e l e v a n t e s a q u í  i n c l u y e n ( 1 ) s u d e m o s t r a c i ó n d e

q u e u n a  s e r i e  d e  f u n c i o n e s  c o n t i n u a s
234

 p u e d e  c o n v e r g e r  h a c i a  u n a  f u n c i ó n

d i s c o n t i n u a ,  y  ( 2 )  s u  y a m e n c i o n a d o d e s m e n t i d o  d e  l a  t e o r í a  s e g ú n  l a  c u a l

c o n t i n u i d a d = d i f e r e n c i a b i l i d a d ,  l o  c u a l  d e s m i e n t e d a n d o u n a  f u n c i ó n d e  l a

q u e d e m u e s t r a q u e e s 1 0 0 % c o n t i n u a p e r o n o t i e n e d e r i v a d a e n n i n g ú n

p u n t o .  S i  t i e n e  u s t e d  c u r i o s i d a d ,  e s t a  e s  l a f(x)  d a d a  p o r

d o n d e  a  e s  i m p a r ,  0  < b  <  1 ,  y  2 ab  >  2  +  3 π ,  y ,  d i c h o  s e a  d e  p a s o ,  s i  u s t e d

r e p r e s e n t a g r á f i c a m e n t e  e s t a f(x)  o b t i e n e u n a  c u r v a  s i n n i n g u n a  t a n g e n t e .

R e c o r d a r á d e § 3 c q u e B e r n h a r d P . B o l z a n o y a h a b í a d a d o u n a f u n c i ó n

p a r e c i d a  ( d e  l a  q u e  n o  h a y  i n d i c i o s  q u e  W e i e r s t r a s s  s u p i e r a  n a d a ) ,  p e r o  h a y

u n a d i f e r e n c i a c r u c i a l . B o l z a n o s i m p l e m e n t e h a b í a p r e s e n t a d o s u e j e m p l o ,

m i e n t r a s q u e g r a c i a s a s u s d e f i n i c i o n e s p u r a m e n t e f o r m a l e s W e i e r s t r a s s

t i e n e m u n i c i ó n p a r a d e m o s t r a r r e a l m e n t e q u e s u p r o p i a f(x) e s a  l a v e z

c o n t i n u a y n o d i f e r e n c i a b l e . O t r o a v a n c e i m p o r t a n t e : e n e l a n á l i s i s

232 SEI Curiosidad: esta técnica de Weierstrass resulta tan significativa que una gran cantidad de demostraciones
posteriores en el análisis y la teoría de números usan la formulación «Para cada ε, existe un…», para la cual el
llamativo término (en inglés) es epsilontic proof («demostración epsilóntica»).
233 SEI Su prueba de convergencia uniforme, conocida como prueba M de Weierstrass, todavía se enseña en las
clases de análisis.
234 Por ejemplo, una serie de Fourier.
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w e i e r s t r a s s i a n o , e l e j e m p l o c o n c r e t o s i e m p r e e s c o i n c i d e n t e c o n l a

d e m o s t r a c i ó n  g e n e r a l  a b s t r a c t a .

C o m o t a m b i é n s e h a m e n c i o n a d o e n § 3 c , a B o l z a n o y a W e i e r s t r a s s

c o n j u n t a m e n t e s e  l e s r e c o n o c e u n g r a n t e o r e m a s o b r e  l o s  l í m i t e s d e u n a

f u n c i ó n c o n t i n u a ,
235

 u n t e o r e m a q u e e s p e r t i n e n t e a q u í e n p a r t e p o r q u e

c o n s i d e r a u n a s u c e s i ó n / s e r i e  i n f i n i t a d e n ú m e r o s  r e a l e s c o m o u n c o n j u n t o

i n f i n i t o  d e  p u n t o s  d e  l a  r e c t a  r e a l  ( y  l o s  p r i m e r o s  t i p o s  d e  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s

q u e i n t e r e s a r á n a G e o r g C a n t o r s e r á n e s o s c o n j u n t o s d e p u n t o s ) . A q u í

p r o b a b l e m e n t e  q u i e r a  u s t e d  r e c o r d a r  l a s  d e f i n i c i o n e s  d e  i n t e r v a l o ,  l í m i t e s  y

c o t a s  d e l  G .  E .  I .  F o r m a l m e n t e  h a b l a n d o ,  e l  t e o r e m a  d e  B o l z a n o - W e i e r s t r a s s

s o s t i e n e q u e t o d o c o n j u n t o d e p u n t o s i n f i n i t o y a c o t a d o c o n t i e n e p o r l o

m e n o s u n p u n t o  l í m i t e , q u e e s u n p u n t o x n ,  t a l q u e  t o d o  i n t e r v a l o q u e  l o

c o n t i e n e t a m b i é n c o n t i e n e ∞ m i e m b r o s d e l c o n j u n t o ( s e m i e x t r a c t a d o d e

L a v i n e ,  p á g .  3 8 ) .
236

 P u e d e  n o  p a r e c e r l o  d e  i n m e d i a t o ,  p e r o  e l  T .  B .  W .  e s  u n a

a u t é n t i c a b o m b a . P o r e j e m p l o , r e s u l t a q u e d a u n p o t e n t e a n t í d o t o , y s i n

i n f i n i t e s i m a l e s , a l a p a r a d o j a d e l s i n - i n s t a n t e - s i g u i e n t e d e § 4 b

( r o m p e c a b e z a s  q u e  e n  s í m i s m o  e s  c o n s e c u e n t e  c o n  l a  a l u c i n a n t e  d e n s i d a d

d e  l o s  ∞  p u n t o s  d e  l a  r e c t a  r e a l ) .

S i  l e  i n t e r e s a  e s t o ,  h e  a q u í  c ó m o  f u n c i o n a .  E l  T .  B . W .  e n  r e a l i d a d  c o n t i e n e

d o s  t e o r e m a s ,  u n o  d e  l o s  c u a l e s  e s  d e  B o l z a n o ,  h a c i a  1 8 3 0 ,  y  a f i r m a q u e ,

d a d o  u n  i n t e r v a l o  c e r r a d o  [ a , b ] ,  u n a  f u n c i ó n  c o n t i n u a f(x)  e n  [ a , b ]  q u e  s e a

p o s i t i v a  p a r a  a l g ú n  v a l o r  d e  x  y  n e g a t i v a  p a r a  a l g ú n  o t r o  v a l o r  d e  x  t i e n e  q u e

s e r  i g u a l  a  0  p a r a  a l g ú n  v a l o r  d e x .
237

 G e o m é t r i c a m e n t e ,  p o d e m o s  e n t e n d e r

235 SEI Curiosidad histórica: la contribución de Weierstrass a este teorema en realidad es parte de su intento
infructuoso de definir los números irracionales: véase § 6a más adelante.
236  Esencialmente, esto consiste en reformular el concepto de convergencia hacia un límite en términos de
conjuntos de puntos e intervalos de la R. R. Ejemplo de Shaughan Lavine: «1 es un punto límite del conjunto {0,
½, 3/4, 7/8, K}. Intuitivamente uno ve que los elementos del conjunto se aglomeran junto a 1» (semiextractado de
Lavine, pág. 38). Admitimos que no es una definición totalmente rigurosa de punto límite, pero ciertamente es lo
relevante. Observe aquí también que el punto límite de una sucesión infinita es un punto tal que cada intervalo a su
alrededor contiene un número infinito de términos de la sucesión: o sea, que funciona más o menos del mismo
modo, lo cual resultará relevante en § 7a.
237 SEI Una consecuencia directa del teorema de Bolzano es algo habitualmente llamado el teorema de los valores
intermedios (T. V. I.), que es una pieza básica de la teoría de funciones y dice esencialmente que si una f(x) es
continua en [a,  b]  y  tal  que f(a) = A y f(b) = B, entonces f(x) toma todos los valores posibles entre A y B. Si
definimos la función continua como f(x) = 2x, [a, b] como [0, 1] y [A, B] como [0, 2], entonces puede usted ver
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e s t o  v i e n d o  q u e  u n a  c u r v a  c o n t i n u a  q u e  v a y a  d e  a l g ú n  l u g a r  p o r  e n c i m a  d e l

e j e  x  a  a l g ú n  l u g a r  p o r  d e b a j o  d e l  e j e  x  e n  r e a l i d a d  t i e n e  q u e  c o r t a r  e l  e j e  x

e n  a l g ú n  p u n t o .  E n  t é r m i n o s  d e  r i g o r ,  e l  p r o b l e m a  d e  B o l z a n o  e r a  q u e  p a r a

d e m o s t r a r  e s t e  t e o r e m a  t e n í a  q u e  d e m o s t r a r  q u e  t o d o  c o n j u n t o  a c o t a d o  d e

v a l o r e s / p u n t o s  d e b e  t e n e r  u n a m í n i m a  c o t a  s u p e r i o r ,
238

 d e m o s t r a c i ó n  q u e  s e

i b a a p i q u e p o r  l a a u s e n c i a d e t e o r í a s c o h e r e n t e s s o b r e  l o s  l í m i t e s y  l o s

n ú m e r o s  r e a l e s .  D e m o d o  q u e ,  u n a  v e z m á s ,  e n  r e a l i d a d  B o l z a n o  s o l o  p u d o

p r o p o n e r  s u  t e o r e m a  y  d e m o s t r a r  g e o m é t r i c a m e n t e  q u e  e r a  c i e r t o .  N o  p u d o

d e m o s t r a r l o f o r m a l m e n t e . S i n e m b a r g o , v e i n t e a ñ o s m á s t a r d e , K a r l

W e i e r s t r a s s  u s a  s u  t e o r í a  r i g u r o s a  d e  l o s  l í m i t e s  p a r a  d e m o s t r a r  e l  « l e m a  d e

l a  m í n i m a  c o t a  s u p e r i o r »  d e  B o l z a n o  c o m o  p a r t e  d e  s u  p r o p i o  t e o r e m a  d e  l o s

v a l o r e s  e x t r e m o s  ( T .  V .  E . ) ,  q u e  e s  l a  o t r a  g r a n  p a r t e  d e l  T .  B . W .  E s  e s t e

t e o r e m a d e l o s v a l o r e s e x t r e m o s ( = s i u n a f(x) e s c o n t i n u a e n [ a , b ] ,

e n t o n c e s  t i e n e  q u e  h a b e r  p o r  l o m e n o s  u n  p u n t o  e n  [ a , b ]  d o n d e f(x)  t i e n e

s u  v a l o r  m á x i m o , M ,  y  o t r o  p u n t o  e n  [ a , b ]  d o n d e f(x)  t i e n e  s u  v a l o r  m í n i m o ,

m ) ,  j u n t o  a  l a  m u y  p o d e r o s a  d e f i n i c i ó n  d e  c o n t i n u i d a d  d e  W e i e r s t r a s s ,  l o  q u e

p r o p o r c i o n a  u n a  s a l i d a m a t e m á t i c a  d e  l a  g r i e t a  d e l  s i n - i n s t a n t e - s i g u i e n t e .  A

s a b e r : c o m o e l t i e m p o e s c l a r a m e n t e u n a f u n c i ó n q u e f l u y e

c o n t i n u a m e n t e ,
239

 p o d e m o s s u p o n e r q u e h a y u n  i n t e r v a l o  f i n i t o  [ t1 , t2 ] d e

l o n g i t u d  >  0  e n t r e  d o s  i n s t a n t e s  c u a l e s q u i e r a t1  y t2 ,  y  a h o r a ,  g r a c i a s  a l  T .  V .

E . ,  d e m o s t r a m o s  q u e  h a y  u n  p u n t o  e n  [ t1 , t2 ]  d o n d e  l a  f u n c i ó n  t i e m p o  t i e n e

s u v a l o r m í n i m o m , y , p o r l o t a n t o , q u e e s e tm s e r á , m a t e m á t i c a m e n t e

h a b l a n d o ,  e l  i n s t a n t e  i n m e d i a t a m e n t e  p o s t e r i o r  a t1 .

A  p a r t i r  d e  e s t e  r e s u l t a d o ,  p r o b a b l e m e n t e  p u e d a  u s t e d  v e r  c ó m o  e l  t e o r e m a

d e l o s v a l o r e s e x t r e m o s s e p o d r í a u t i l i z a r c o n t r a l a d i c o t o m í a d e Z e n ó n

m i s m a ( p u e s 1 / 2
n

e s u n a f u n c i ó n c o n t i n u a p r o t o t í p i c a ) . E n e l a n á l i s i s

que un primer ejemplo del T. V. I. es la demostración de Bolzano en § 3c acerca de la correspondencia uno a uno
entre [0, 1] y [0, 2]. A su vez, esto podría aclarar por qué el teorema de Bolzano requiere una teoría de los
números reales, pues «todos los posibles valores entre A y B» no van a ser una cantidad que podamos verificar
contando.
238 SEI También en lo del G. E. I acerca de Límites y cotas.
239 SEI Ciertamente, en lo que respecta al mundo real, es el paradigma de una función.
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w e i e r s t r a s s i a n o e s t r i c t o ,  s i n e m b a r g o ,  e l T . V . E . n i  s i q u i e r a e s n e c e s a r i o ,

p u e s l a t e o r í a a r i t m é t i c a d e l o s l í m i t e s n o s p e r m i t e e x p l i c a r — c o n p l e n o

s e n t i d o —  p o r  q u é  l a  s e r i e  c o n v e r g e n t e

t i e n e  s u m a  1 .

§ 5e(1)

Interpolación sobre el análisis weierstrassiano y Zenón

R e c o r d a r á  q u e  y a  h e m o s  i n t e n t a d o  i n v o c a r

y  o t r a s  d i v e r s a s  s o l u c i o n e s  p r e d e c i b l e s  d e  l a  d i c o t o m í a ,  s o l o  p a r a  d e s c u b r i r

q u e n o « e n u n c i a n c l a r a m e n t e  l a s d i f i c u l t a d e s  i n v o l u c r a d a s » , y a ú n m e n o s

e x p l i c a n c ó m o p o d e m o s  l l e g a r a c r u z a r  l a c a l l e . A h o r a s e p u e d e n  i g n o r a r ,

m á s  o m e n o s ,  t o d o s  e s o s  i n t e n t o s  a n t e r i o r e s ,  a u n q u e  n o  h a r á  n i n g ú n d a ñ o

r e c o r d a r  o  r e v i s a r  l a n o t a 3 5 d e § 2 c  y  s u e x p l i c a c i ó n a c e r c a d e  c ó m o  l o s

d e c i m a l e s s o n r e p r e s e n t a c i o n e s d e s e r i e s c o n v e r g e n t e s . A d e m á s d e , p o r

s u p u e s t o ,  l a s  ú l t i m a s  p á g i n a s  d e l  §  5 e  j u s t o  a n t e r i o r .  A s í  p u e s ,  a q u í  e s t á  u n a

r e s p u e s t a  a  l a  d i c o t o m í a  s e g ú n  e l  a n á l i s i s  w e i e r s t r a s s i a n o .
240

D e  l o  q u e  h a b l a  r e a l m e n t e  l a  d i c o t o m í a  e s  d e  c i e r t o  n ú m e r o  r a c i o n a l  s  ( =  l a

a n c h u r a  d e  l a  c a l l e ,  l a  l o n g i t u d  d e  a r c o  d e s d e  l a  f a l d a  h a s t a  l a  p u n t a  d e  l a

n a r i z ) , n ú m e r o q u e Z e n ó n n o s  i n v i t a a a p r o x i m a r m e d i a n t e u n a s e r i e d e

240 Lo que sigue es, de nuevo, muy informal, y hecho a medida para trabajar con los conceptos de lógica y
matemáticas que hemos preparado hasta ahora. (SEI Una respuesta 100% rigurosa pondría en práctica la
definición weierstrassiana del límite de una sucesión infinita, que es una forma algo diferente de demostración
epsilóntica, y hemos decidido no dedicar otra interpolación a desarrollar eso. Para lo que pretendemos hacer, la
definición del límite de una función funcionará perfectamente).



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

194 Preparado por Patricio Barros

p o t e n c i a s  c o n v e r g e n t e d e  o t r o s n ú m e r o s  r a c i o n a l e s sn ,  d o n d e n  r e p r e s e n t a

p o r  s í m i s m o  l a  s u c e s i ó n  i n f i n i t a  1 ,  2 ,  3 , … E s t o  p u e d e p a r e c e r  o p a c o  e n  l o

a b s t r a c t o ,  p e r o m u c h o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s  s e  p u e d e n  a p r o x i m a r  d e l m i s m o

m o d o . E l r a c i o n a l s2
/ 3 , p o r e j e m p l o , s e p u e d e a p r o x i m a r m e d i a n t e l a

s i g u i e n t e  s e r i e  c o n v e r g e n t e

L a d i c o t o m í a e s  s o l o u n p o c o m á s  e n g a ñ o s a q u e  l o d e
2

/ 3 ,  y  p a r t e d e e s e

e n g a ñ o s e p u e d e m i t i g a r h a b l a n d o d e l a d i c o t o m í a « r e v i s a d a » y m á s

a b s t r a c t a  d e  §  2 b ,  d o n d e  n o  h a y  t i e m p o  n i  l o n g i t u d ,  s i n o  s i m p l e m e n t e  c i e r t a

c a n t i d a d s  d e  l a  q u e  s e  t o m a  l a  m i t a d ,  d e  e s t a  s e  t o m a  l a  m i t a d ,  y  d e  e s t a ,  l a

m i t a d ,  e t c . ,  h a s t a  q u e  l a s  p o r c i o n e s m á s  p e q u e ñ a s  e m p i e z a n  a  i g u a l a r  1 / 2
n

d o n d e n  e s  a r b i t r a r i a m e n t e  g r a n d e .
241

 S u m a r  l a s  p o r c i o n e s  o b t e n i d a s  d e  e s t e

m o d o n o s d a e l sn d e  l a d i c o t o m í a c o m o l a s i g u i e n t e s e r i e d e p o t e n c i a s

c o n v e r g e n t e :

Y  l o  q u e  h a y  q u e  v e r  a q u í  e s  q u e  e s e  s n  e s  u n a  a p r o x i m a c i ó n  d e  1  d e l  m i s m o

m o d o  q u e  0 , 9 9 9 …  e s  u n a  a p r o x i m a c i ó n  d e  1 .  E s  d e c i r ,  l a  s u m a  d e sn  d i f i e r e

d e 1 s o l o e n 1 / 2
n

, y e s a d i f e r e n c i a s e h a r á a r b i t r a r i a m e n t e p e q u e ñ a a l

a u m e n t a r  n  i n d e f i n i d a m e n t e .

S e  a d m i t e  q u e  e s o s  « a r b i t r a r i a m e n t e »  e  « i n d e f i n i d a m e n t e »  c a u c h y e s c o s  a q u í

p a r e c e n v a g o s e  i n s a t i s f a c t o r i o s , y Z e n ó n q u i e r e q u e  l o s e a n : q u i e r e q u e

241 En el  sentido de que n «va hacia» el  ∞ igual  que la  sucesión de enteros  1,  2,  3,… (SEI ¿Hemos mencionado
antes en § 2 el asombroso parecido entre la dicotomía revisada y la propiedad de exhaustación de Eudoxo?)
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q u e d e m o s a p a b u l l a d o s p o r e l h e c h o d e q u e h a y u n n ú m e r o i n f i n i t o d e

t é r m i n o s  e n

y  q u e  e n  e l m u n d o  r e a l  n u n c a  p o d e m o s  a c a b a r  d e  s u m a r l o s  t o d o s ,  e n  c u y o

c a s o  a h o r a  v i e n e  W e i e r s t r a s s  a l  r e s c a t e .

U n p a r d e p r e l i m i n a r e s h a r á n m á s  f á c i l  v e r  c ó m o  f u n c i o n a  e s t o .  E n p r i m e r

l u g a r ,  s e p a  q u e  e l  í n d i c e  n  t a m b i é n  f u n c i o n a  c o m o  u n  n ú m e r o  o r d i n a l
242

 d e

c u a l q u i e r  t é r m i n o  d a d o d e  l a  s e r i e sn ,  e s  d e c i r ,  q u e 1 / 2
1

 e s  e l  1
er

 t é r m i n o ,

1 / 2
4

 e s  e l  4 º  t é r m i n o ,  1 / 2
47

 e s  e l  4 7 º  t é r m i n o ,  e t c .

O b s e r v e , t a m b i é n , q u e l a d i f e r e n c i a e n t r e d o s t é r m i n o s s u c e s i v o s

c u a l e s q u i e r a  d e sn  s e  h a c e m á s  y  m á s  p e q u e ñ a  a l  a l e j a r n o s  c a d a  v e z  m á s  e n

l a s e r i e . D o n d e  l a « diferencia » d e e s t a ú l t i m a  f r a s e s e p u e d e r e p r e s e n t a r

c o m o  u n a  d i s t a n c i a  e n  l a  r e c t a  n u m é r i c a .  E s  d e c i r ,  q u e  e s t a m o s  h a b l a n d o  d e

i n t e r v a l o s .

O  s e a ,  q u e  a l l á  v a m o s .  S a b e m o s  q u e  l a  s u m a  d e  l a sn  d e  l a  d i c o t o m í a  d i f e r i r á

d e  1  s o l o  e n  1 / 2
n

 d o n d e  n  =  1 ,  2 ,  3 , …  P a r a  d e m o s t r a r  q u e  1  e s  r e a l m e n t e  l a

s u m a  d e sn ,  t e n e m o s  q u e  d e m o s t r a r  q u e  1  e s  e l  l í m i t e  d e  l a  f u n c i ó n  1  -  1 / 2
n

d o n d e n  =  1 ,  2 ,  3 ,  …
243

L o  d e m o s t r a m o s m e d i a n t e  e l  p l a n t e a m i e n t o  d e W e i e r s t r a s s  « f(x)  t i e n e  l í m i t e

L  e n u n p u n t o xn  s i  y  s o l o  s i ,  p a r a  c u a l q u i e r n ú m e r o p o s i t i v o  ε ,  e x i s t e u n

n ú m e r o  p o s i t i v o  δ  t a l  q u e  p a r a  c u a l q u i e r x  d e l  i n t e r v a l o  | x  − xn |  <  δ ,  | f(x)  −

f (xn ) | < ε » . A q u í L y xn  s o n a m b a s 1 , f(x) e s ( 1  -  1 / 2
n

) , y x p u e d e s e r

242 Como quizá ya sabe, este adjetivo viene de «orden», y número ordinal significa el 1.er número, el 2º número, el
3er número, etc., a diferencia de los números cardinales 1, 2, 3, etc. En otras palabras, la ordinalidad concierne a
dónde está el número en una secuencia dada más que a qué es. La distinción cardinal-ordinal resulta tener una
mastodóntica importancia en la teoría de conjuntos cantoriana, respecto a lo cual véase como pequeño adelanto lo
que dice Russell: «En su teoría [del ∞], es necesario tratar de manera separada los cardinales y los ordinales, los
cuales son mucho más distintos en sus propiedades cuando son transfinitos que cuando son finitos» (Russell,
Principies of Mathematics, pág. 304).
243 SEI Esto, por supuesto, es lo mismo que demostrar que 0 es el límite de 1/2n  cuando n = 1, 2, 3,… Usamos la
función 1 - 1/2n para una máxima claridad respecto a la dicotomía.
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c u a l q u i e r a :  l a  m a n e r a m á s  s i m p l e  d e  h a c e r  l a  d e m o s t r a c i ó n  e s  d e j a r  q u e  x  =

e l  p u n t o  1 / 2
n

.  Y  r e c u e r d e  ( s u p o n i e n d o  q u e  l e y ó  l a  i n t e r p o l a c i ó n  d e  §  5 e )  q u e

l a  e x t r a ñ a  s i n t a x i s  d e  l a  d e f i n i c i ó n  e n  r e a l i d a d  s i g n i f i c a  q u e  t e n e m o s  q u e  s e r

c a p a c e s d e h a l l a r u n δ p a r a c a d a ε d e m o d o q u e l a c o n j u n c i ó n l ó g i c a

( | x  − xn |  <  δ )  &  ( | f(x)  − L |  <  ε )  s e a  c i e r t a .

L u e g o , e l ú n i c o o t r o p r e l i m i n a r e s a s e g u r a r n o s d e q u e r e c o r d a m o s q u é

s i g n i f i c a n  l o s  s í m b o l o s  d e  v a l o r  a b s o l u t o :  | 1  −  1 0 |  y  | 1 0  −  1 | ,  a m b o s  =  9 ,  y

q u e  | f(x)  − L |  y  | L  − f(x) |  t a m b i é n  s o n  e q u i v a l e n t e s .  W e i e r s t r a s s  u s a  v a l o r e s

a b s o l u t o s  p o r q u e  h a b l a m o s  d e  i n t e r v a l o s  e n  l a  r e c t a  n u m é r i c a ,  e s  d e c i r ,  d e  l a

d i s t a n c i a  n u m é r i c a  e n t r e  d i f e r e n t e s  p u n t o s ,  q u e  e s  l a m i s m a  d e s d e  c u a l q u i e r

d i r e c c i ó n .

A q u í , l o q u e l o s « | | » n o s p e r m i t e n h a c e r e s , a e f e c t o s p r á c t i c o s ,

i n t e r c a m b i a r  a m b o s  t é r m i n o s  d e  s u s t r a c c i ó n ,  l o  c u a l  h a r á  q u e  l o s  a u t é n t i c o s

i n t e r v a l o s d e  l a R . N . d e  l o s q u e e s t a m o s h a b l a n d o s e a n m á s f á c i l e s d e

r e p r e s e n t a r  c l a r a m e n t e .

P e r d ó n  p o r  t o d a  l a  v e r b o r r e a :  e s t a m o s  h a c i e n d o  q u e  s u e n e m e n o s  f á c i l  d e  l o

q u e e s r e a l m e n t e . A s í , p a r a d e m o s t r a r q u e 1 e s e l l í m i t e d e l a f u n c i ó n

d i c o t ó m i c a  ( 1  -  1 / 2
n

)  ,  t e n e m o s  q u e  h a l l a r ,  p a r a  c u a l q u i e r  n ú m e r o  p o s i t i v o  ε

t a l  q u e  e l  i n t e r v a l o  e n t r e  1  y  ( 1  -  1 / 2
n

)  e s  <  ε ,  u n  p o s i t i v o  δ  t a l  q u e

s e a c i e r t a . L o c u a l r e s u l t a q u e n o e s d i f í c i l d e h a c e r . R e s p e c t o a ε y a l

s e g u n d o  t é r m i n o  d e  l a  c o n j u n c i ó n ,  l a  s i t u a c i ó n  e s  d e  a l g ú n m o d o  l a  c o n t r a r i a

q u e  e n  e l  e j e m p l o  d e  l a  i n t e r p o l a c i ó n :
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n u n c a s e r á  f a l s o ,  s i n  i m p o r t a r q u é v a l o r p o s i t i v o e s c o j a u s t e d p a r a ε . P o r

e j e m p l o ,  s u p o n g a m o s  q u e  d e c i d e  q u e  ε  =  0 , 0 0 1 .  E n t o n c e s  p u e d e  h a c e r  q u e

s e a c i e r t o h a c i e n d o q u e n s e a  i g u a l a 1 0 ( t a l c o m o  l o s e r á e n e l d é c i m o

t é r m i n o d e sn ) , e n c u y o c a s o 1 / 2
n

= 1 / 1 0 2 4 , e n c u y o c a s o ( 1  -  1 / 2
n

) =

1 0 2 3 / 1 0 2 4 ,  e n  c u y o  c a s o

( 1  -  ( 1  -  1 / 2
n

) )  =
1024

/1024  -
1023

/1024  =
1

/ 1024

l o  c u a l  e s  l o  m i s m o  q u e  0 , 0 0 0 9 7 6 5 ,  q u e  e s  c i e r t a m e n t e  <  0 , 0 0 1 .  L a  c u e s t i ó n

e s  q u e  s i n  i m p o r t a r  q u é  d i m i n u t o  ε  s e  e s c o j a ,  s e  p u e d e  a j u s t a r  e l  v a l o r  d e  n

d e  t a l  m o d o  q u e  ( 1  -  ( 1  -  1 / 2
n

) )   a c a b e  s i e n d o  i n f e r i o r  a  ε .

A s í ,  e l  s e g u n d o  t é r m i n o  d e  l a  c o n j u n c i ó n  s i e m p r e  v a  a  s e r  c i e r t o .  A h o r a  t o d o

d e  l o  q u e  d e b e m o s  p r e o c u p a r n o s  e s  e l  p r i m e r  t é r m i n o  y  e n c o n t r a r  u n  δ  q u e

h a g a  ( ( 1  -  1 / 2
n

)  <  δ )   c i e r t o p a r a u n  ε d a d o . O b v i a m e n t e , n o  t e n e m o s  l a

m i s m a c a r t e b l a n c h e p a r a e s c o g e r δ q u e  t e n í a m o s p a r a  e s c o g e r  ε ,  p o r q u e

n u e s t r a  e l e c c i ó n  d e  ε  d e t e r m i n a  e l  v a l o r  q u e  a s i g n a m o s  a  n  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  a

1 / 2
n

,  y  e s  ( 1  -  1 / 2
n

)  q u e  δ  t i e n e  q u e  s u p e r a r .  P e r o  r e s u l t a  q u e  l a  r e l a c i ó n  d e

d e p e n d e n c i a  e n t r e  e s c o g e r  δ  y  ε  s i m p l i f i c a  l a  t a r e a  d e  h a l l a r  u n a  δ  r e l e v a n t e .

V e a m o s  d e  n u e v o  e l  e j e m p l o  d o n d e  ε  =  0 , 0 0 1  y  a s í  n  =  1 0  y   1 / 2
n

 =
1

/ 1024 .

A q u í  n e c e s i t a m o s  u n  δ  p o s i t i v o  t a l  q u e  ( 1  -
1

/ 1024 )  <  δ .

E n e s t e c a s o p a r t i c u l a r , δ = 1 f u n c i o n a r á p e r f e c t a m e n t e … y , d e h e c h o ,

r e s u l t a q u e δ = 1 f u n c i o n a r á p a r a c u a l q u i e r v a l o r p o s i b l e d e ε .

P r o b a b l e m e n t e  p u e d e  v e r  p o r  q u é .  E s  p o r q u e  t o d o s  l o s  v a l o r e s  p o s i b l e s  d e

l o s  ε  d e b e n , p o r d e f i n i c i ó n ,  s e r p o s i t i v o s . A u n q u e  ε  s e p u e d e h a c e r m á s y
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m á s  p e q u e ñ o ,  y  c u a n t o m á s  p e q u e ñ o ,  m a y o r  t i e n e  q u e  s e r n  p a r a  h a c e r  q u e

( 1  -  ( 1  -  1 / 2
n

) )  s e a  i n f e r i o r  a  ε ,  y  c u a n t o m a y o r  s e a n ,  m á s  p r ó x i m o  a  1  s e r á

( 1  -  1 / 2
n

) .

D e  t o d o s m o d o s ,  e l  r e q u i s i t o  d e  q u e  ε  s e a >  0  a s e g u r a  q u e  ( 1  -  1 / 2
n

)  s e r á

s i e m p r e  <  1 .  Y  c o m o ,  s i n  i m p o r t a r  q u e  ε  e s c o j a  u s t e d ,  δ  =  1  a s e g u r a  q u e  l a

c o n j u n c i ó n  ( 1  -  ( 1  -  1 / 2
n

)  <  1 )   y  ( 1  -  ( 1  -  1 / 2
n

)  <  ε )  s e r á  c i e r t a ,  e n t o n c e s  e l

c r i t e r i o  p r i n c i p a l  d e  l a  d e f i n i c i ó n :  « p a r a  c u a l q u i e r  n ú m e r o  p o s i t i v o  ε ,  e x i s t e

u n  p o s i t i v o  δ » ,  s e  s a t i s f a c e .

P o r  l o  t a n t o ,

p o r  c o n s i g u i e n t e ,  1  e s  l a  s u m a d e sn .  P o r  l o  t a n t o , u s t e d p u e d e  r e a l m e n t e

c r u z a r  l a  c a l l e .

L a c o n f u s i ó n c e n t r a l d e  l a d i c o t o m í a q u e d a a h o r a a l d e s n u d o :  l a  t a r e a d e

d e s p l a z a r s e  d e l  p u n t o A  a l  p u n t o B  n o  i n v o l u c r a  s u b t a r e a s  n e c e s a r i a s ,  s i n o

m á s b i e n u n a s o l a t a r e a c u y o « 1 » p u e d e s e r a p r o x i m a d o c o n v a l i d e z

m e d i a n t e  u n a  s e r i e  i n f i n i t a  c o n v e r g e n t e .  E s  l a  m e c á n i c a  d e  e s a  a p r o x i m a c i ó n

l o q u e e l a n á l i s i s w e i e r s t r a s s i a n o e s c a p a z d e e x p l i c a r , e s d e c i r , e x p l i c a r

r e a l m e n t e , 1 0 0 % a r i t m é t i c a m e n t e , s i n i n f i n i t e s i m a l e s , a n a l o g í a s , o

c u a l e s q u i e r a  a m b i g ü e d a d e s  d e l  l e n g u a j e  n a t u r a l  d e  l a s  q u e  b u s c a b a  Z e n ó n .

N o  r e s u l t a  n a d a  p o b r e  d e c i r  q u e ,  t r a s  W e i e r s t r a s s ,  l a  d i c o t o m í a  s e  c o n v i e r t e

s i m p l e m e n t e  e n  u n  p r o b l e m a  d e  d e f i n i c i ó n  m á s .

P e r o  h a y  a l g o m á s .  L a  d e m o s t r a c i ó n  q u e  a c a b a m o s  d e  v e r  e s  i n u s u a l m e n t e

d e t a l l a d a .  E n  u n a  c l a s e  d e  n i v e l  i n t e r m e d i o ,  l a s  d e m o s t r a c i o n e s  d e  q u e



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

199 Preparado por Patricio Barros

r a r a m e n t e  e n t r a n  e n  l o s  i n t e r v a l o s  d e  W e i e r s t r a s s  o  l o s  ε / δ . H a n p a s a d o a

s e r d e a l g ú n m o d o l o s c i m i e n t o s o c u l t o s d e l o s c o n c e p t o s d e l í m i t e , s u

j u s t i f i c a c i ó n d e d u c t i v a . E l c o n c e p t o m i s m o s i g u e s i e n d o e x p r e s a d o e n

t é r m i n o s  d e l  l e n g u a j e  n a t u r a l  c o m o  « i n d e f i n i d a m e n t e »  y  « t i e n d e  a » .  L o  c u a l

p r o b a b l e m e n t e e s b u e n o . E n  l u g a r d e  u n  t o c h o m á s a c e r c a d e  r e s p u e s t a s

t é c n i c a s o g e n u i n a s , o b s e r v e m o s s i m p l e m e n t e q u e e n u n a c l a s e d e

m a t e m á t i c a s  e s t á n d a r  u n a  s o l u c i ó n  d e  l a  d i c o t o m í a  s e  d e t e n d r á  b á s i c a m e n t e

t r a s e l 2 º p á r r a f o d e § 5 e ( 1 ) . E s d e c i r , e n u n a c l a s e d e m a t e m á t i c a s s e

e x p o n d r á  l a  s e r i e  c o n v e r g e n t e

s e  i n d i c a r á q u e  l a d i f e r e n c i a  e n t r e sn  y  1  e s 1 / 2
n

,  s e d e m o s t r a r á q u e e s t a

d i f e r e n c i a  s e  v u e l v e  a r b i t r a r i a m e n t e  p e q u e ñ a  a l  a u m e n t a r n  i n d e f i n i d a m e n t e ,

y  s e e n s e ñ a r á q u e e l m o d o a d e c u a d o d e m a n e j a r u n a  s e r i e  c o m o e s t a e s

« d i c i e n d o  q u e  l a  s u m a sn  s e  a p r o x i m a  a l  l í m i t e  1  c u a n d o n  t i e n d e  a  i n f i n i t o ,  y

e s c r i b i e n d o

( C o u r a n t  y  R o b b i n s ,  p á g .  6 4 ) » .  L o  q u e  e s t á  e n t r e  c o m i l l a s  e s  d e  u n  a u t é n t i c o

l i b r o  d e  t e x t o ,  e d i c i ó n  r e v i s a d a  ©  1 9 9 6 ,  c u r s i v a  s i c .  E l  m i s m o  t e x t o  c o n t i n ú a :

E s t a « e c u a c i ó n » n o s i g n i f i c a q u e r e a l m e n t e  t e n g a m o s q u e s u m a r  i n f i n i t o s

t é r m i n o s ;  e s  s o l o  u n a  e x p r e s i ó n  a b r e v i a d a  d e l  h e c h o  d e  q u e  1  e s  e l  l í m i t e  d e

l a  s u m a  f i n i t a sn  c u a n d o n  t i e n d e a  i n f i n i t o  ( e n n i n g ú n  c a s o e s  i n f i n i t o ) .  E l
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i n f i n i t o  a p a r e c e  s o l o  e n  e l  p r o c e d i m i e n t o  s i n  f i n  y  n o  c o m o  u n a  c a n t i d a d  r e a l

( i b í d ) .

D e j e m o s  c l a r o ,  d e  u n a m a n e r a m u y  c a l m a d a  y  d i s c r e t a ,  q u e  s i  u s t e d  p i e n s a

q u e  p u e d e  d e t e c t a r  u n  t u f i l l o  a r i s t o t é l i c o  e n  t o d a s  e s a s  u r g e n t e s  g a r a n t í a s  d e

q u e  e l ∞ n o  t i e n e  q u e  s e r  t r a t a d o  « c o m o u n a  c a n t i d a d  r e a l »  e n  p r o b l e m a s

c o m o  l a  d i c o t o m í a ,  n o  e s t á  i m a g i n a n d o  c o s a s .

N i  t a m p o c o e s  c u e s t i ó n d e l m o d o p r e f a b r i c a d o e n q u e  l a s m a t e m á t i c a s s e

e n s e ñ a n  h o y  a  l o s  e s t u d i a n t e s  u n i v e r s i t a r i o s .  E s m á s  p r o f u n d o  q u e  t o d o  e s o ,

y m á s  a n t i g u o .  A l g o  n o t a b l e  a c e r c a  d e l  a n á l i s i s  y  l a  t e o r í a  d e  f u n c i o n e s  d e l

s i g l o X I X  e s  q u e  c u a n t o m á s  s o f i s t i c a d o s  s e  v o l v í a n , m á s  a s o m b r o s a m e n t e

i b a  p a r e c i é n d o s e  s u  t r a t a m i e n t o  d e l  ∞  a l  v i e j o  y  c a n o s o  c o n c e p t o  a r i s t o t é l i c o

d e  « p o t e n c i a l i d a d » .  Y  l a  c i m a  d e  d i c h a  s o f i s t i c a c i ó n ,  y  d e  e s e  p a r e c i d o ,  e s  e l

a n á l i s i s  w e i e r s t r a s s i a n o .

S i ,  a  p e s a r  d e  t o d o ,  p o r  a l g ú n  a z a r  a d i c i o n a l  s e  h a  d a d o  u s t e d  c u e n t a  d e  q u e

l a  d i c o t o m í a  y  s u s  p r e t e n d i d a s  s o l u c i o n e s  d e  a u l a  y  p i z a r r a  i n v o l u c r a n  s o l o

n ú m e r o s r a c i o n a l e s y l a r e c t a n u m é r i c a — s i n o l v i d a r q u e l o s ε y δ

e j e m p l a r i z a n t e s d e n u e s t r a p r o p i a d e m o s t r a c i ó n e n § 5 e  t a m b i é n h a n  s i d o

t o d o s  r a c i o n a l e s — e n t o n c e s  e s t á  u s t e d  e n  s i t u a c i ó n  d e  v a l o r a r  u n a  e s p e c i e

d e  e n c a n t a d o r a  i r o n í a .
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Capítulo Seis

§ 6a.

E n  d e f i n i t i v a ,  m á s  i m p o r t a n t e  q u e  c u a l q u i e r  r e s u l t a d o  e s p e c í f i c o  e s  e l  e s p í r i t u

s e g ú n e l  c u a l W e i e r s t r a s s  r e d e f i n e  l o s  l í m i t e s  y  l a s  f u n c i o n e s  c o n t i n u a s . E s

d e c i r ,  s u  c o m p r o m i s o  c o n  e l  r i g o r  f u n d a c i o n a l ,  l a  h i g i e n e  a p o d í c t i c a ,  e t c .  S u

p r o p i a  a r i t m e t i z a c i ó n  d e l  a n á l i s i s  e s  1 0 0 %  l i t e r a l .  A p u n t a  n o  s o l o  a  e l i m i n a r

l o s c o n c e p t o s g e o m é t r i c o s y  l a  i n t u i c i ó n  i n d u c t i v a d e  l a s d e m o s t r a c i o n e s ,

s i n o  t a m b i é n  a  b a s a r  t o d a s  l a s m a t e m á t i c a s  p o s c á l c u l o  e n  e l  s i s t e m a  d e  l o s

n ú m e r o s  r e a l e s  d e l  m i s m o m o d o  e n  q u e  l o  e s t á  l a  a r i t m é t i c a .  P e r o  e l  s i s t e m a

d e  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s  s i g n i f i c a  l a  r e c t a  r e a l ,  q u e  c o m o  h e m o s  v i s t o  n o  e s t á

e x a c t a m e n t e  d e s p r o v i s t a  d e  g r i e t a s  d e  t i p o  ∞ .

L o s  h i s t o r i a d o r e s  d e  l a s m a t e m á t i c a s  e x p r e s a n  e s t o  d e  v a r i a s m a n e r a s ,  p o r

e j e m p l o , K l i n e : « F u e W e i e r s t r a s s  e l  p r i m e r o  e n  i n d i c a r  q u e p a r a  e s t a b l e c e r

c u i d a d o s a m e n t e l a s p r o p i e d a d e s d e l a s f u n c i o n e s c o n t i n u a s n e c e s i t a b a l a

t e o r í a d e l  c o n t i n u o a r i t m é t i c o » ( K l i n e , p á g . 9 7 9 ) , o B e l l : « L o s  i r r a c i o n a l e s

q u e  n o s  d a n  l o s  c o n c e p t o s  d e  l o s  l í m i t e s  y  l a  c o n t i n u i d a d ,  d e  l o s  c u a l e s  s u r g e

e l a n á l i s i s , d e b e n r e f e r i r s e d e n u e v o a l o s e n t e r o s m e d i a n t e u n f i r m e

r a z o n a m i e n t o »  ( B e l l ,  p á g .  4 1 9 ) .  L o  d e s t a c a d o  e s  l a  i r o n í a  p r o m e t i d a  a l  f i n a l

d e  §  5 :  e l  c o n c e p t o  r i g u r o s o  d e  l í m i t e  d a d o  p o r  W e i e r s t r a s s ,  q u e  p a r e c í a  f i n a l

y  c o h e r e n t e m e n t e  h a b e r  e l i m i n a d o  d e l  a n á l i s i s  l a  n e c e s i d a d  d e  c a n t i d a d e s  d e

t i p o  y  1 / ∞ ,  r e s u l t a  q u e  a  s u  v e z  n e c e s i t a  u n a  t e o r í a  r i g u r o s a  y  c l a r a  d e  l o s

n ú m e r o s  r e a l e s ,  e s  d e c i r ,  d e  l o s  i r r a c i o n a l e s  y  e l  c o n t i n u o  d e  l a  r e c t a  r e a l .

C o n r e s p e c t o a l o c u a l v é a s e l a f r a s e d e l f i l ó s o f o m a t e m á t i c o S h a u g h a n

L a v i n e :

«Y esa teoría prontamente reintrodujo el infinito en el análisis.

El viejo infinito de las cantidades infinitesimales e infinitas fue

simplemente sustituido por el nuevo infinito de las colecciones

infinitamente grandes» (Lavine, pág. 38).
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L a v e r d a d e s q u e h a y v a r i a s  r a z o n e s  d i f e r e n t e s  e  i n t e r r e l a c i o n a d a s p o r  l a s

q u e l o s n ú m e r o s i r r a c i o n a l e s / r e a l e s s e c o n v i e r t e n a h o r a e n u n p r o b l e m a

p u n t e r o y a p r e m i a n t e . U n o d e e l l o s , c o m o s e a c a b a d e m e n c i o n a r , e s

f u n d a c i o n a l . O t r o  t i e n e q u e v e r  c o n  l a s a p l i c a c i o n e s :  r e s u l t a q u e  l o s  ε y δ

w e i e r s t r a s s i a n o s q u e a p a r e c e n e n  l o s  l í m i t e s  d e p r o b l e m a s d e l m u n d o  r e a l

s o n  a m e n u d o  i r r a c i o n a l e s ,  h a c i e n d o  q u e  l a  c u e s t i ó n  d e  l o s  ε  y  δ  s e a m u c h o

m á s  d i f í c i l  d e  e s t a b l e c e r .  A d e m á s ,  e s t á n  e l  a n t e s m e n c i o n a d o  P .  C .  G .  S .  F . ,

l a  p é r d i d a  d e  f e  e n  l o s  a x i o m a s  d e  E u c l i d e s ,  e t c .  T a m b i é n  e s t á  e l  h e c h o d e

q u e  e l  n u e v o  é n f a s i s  d e  l a s m a t e m á t i c a s  e n  e l  r i g o r  y  l a  c o h e r e n c i a  f o r m a l

p o n e  d e  r e l i e v e  u n  p r o b l e m a  l ó g i c o  e n  e l m o d o  d e  t r a t a r  l o s  i r r a c i o n a l e s  y a

d e s d e  q u e  l a  D i v i n a  H e r m a n d a d  l o s  d e s c u b r i e r a  p o r  p r i m e r a  v e z  e n  §  2 c .  E s e

d e s c u b r i m i e n t o ,  c o m o v i m o s ,  f u e g e o m é t r i c o — l o  c u a l  s i g n i f i c a m a g n i t u d e s

i n c o n m e n s u r a b l e s ,  √ 2 ,  c o c i e n t e s  e u d o x i a n o s ,  e t c . —  y  l a s  d e f i n i c i o n e s  d e  l o s

i r r a c i o n a l e s  u t i l i z a d a s  e n m a t e m á t i c a s  h a n  s i d o  g e o m é t r i c a s  d e s d e  e n t o n c e s .

E s a  p r á c t i c a  e r a ,  e n  l o s  t r a n s l ú c i d o s  t é r m i n o s  d e  B e r t r a n d  R u s s e l l ,

a l t a m e n t e  i l ó g i c a ,  p u e s  s i  l a  a p l i c a c i ó n  d e  n ú m e r o s  a l  e s p a c i o  [ g e o m é t r i c o ]

d e b e d a r a l g o m á s q u e  t a u t o l o g í a s ,  l o s n ú m e r o s a p l i c a d o s d e b e n d e f i n i r s e

i n d e p e n d i e n t e m e n t e , y s i n o f u e r a p o s i b l e n a d a m á s q u e u n a d e f i n i c i ó n

g e o m é t r i c a ,  n o  h a b r í a ,  h a b l a n d o  c o n  p r o p i e d a d ,  t a l e s  e n t e s  a r i t m é t i c o s  c o m o

l a  d e f i n i c i ó n  p r e t e n d e  d e f i n i r  ( R u s s e l l ,  P r i n c i p l e s  o f  M a t h e m a t i c s ,  p á g .  2 7 8 ) .

A r g u m e n t o  q u e  c o s t a r í a  d e m a s i a d o  t i e m p o  e x a m i n a r  e n  d e t a l l e ,  p e r o  p u e d e

v e r s e  l a  t e n d e n c i a  g e n e r a l .

A s í q u e l o q u e o c u r r e e s q u e e n l a s d é c a d a s d e 1 8 6 0 y 1 8 7 0 v a r i o s

m a t e m á t i c o s e m p i e z a n a i n t e n t a r o b t e n e r t e o r í a s r i g u r o s a s d e l o s

i r r a c i o n a l e s / r e a l e s . A q u í l o s g r a n d e s n o m b r e s i n c l u y e n a W i l l i a m R o w a n

H a m i l t o n ,  H .  K o s s a k ,  K a r l  W e i e r s t r a s s ,  F e r d i n a n d  L i n d e m a n n ,  H .  C .  R .  M é r a y ,

G e o r g C a n t o r , Η .  E . H e i n e ,  y R i c h a r d  D e d e k i n d .  A d i v i n e  e n  c u á l e s  e s t a m o s

i n t e r e s a d o s .

E n p r i m e r l u g a r , t r a b a j a n d o a p a r e n t e m e n t e a p a r t i r d e i d e a s q u e h a b í a

b o s q u e j a d o  e n  s u s  c l a s e s  e n  l a  U n i v e r s i d a d  d e  B e r l í n ,  a l g u n o s  d e  l o s  a l u m n o s
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y s e g u i d o r e s d e W e i e r s t r a s s i n t e n t a n u s a r s u s d e f i n i c i o n e s c l a v e p a r a

i n t e n t a r d e f i n i r u n n ú m e r o  i r r a c i o n a l  c o m o , e s e n c i a l m e n t e , e l  l í m i t e d e u n

t i p o p a r t i c u l a r d e s e r i e s  i n f i n i t a s d e n ú m e r o s  r a c i o n a l e s . L a  t é c n i c a d e  l a s

d e f i n i c i o n e s e s c o n v u l s i v a m e n t e t é c n i c a , p e r o p o r f o r t u n a n i s i q u i e r a

t e n e m o s q u e e n t r a r e n e l l o p o r q u e r e s u l t a q u e  l a t e o r í a n o f u n c i o n a : e s

c i r c u l a r .
244

 E s t o e s a s í p o r q u e e l  l í m i t e  i r r a c i o n a l d e W e i e r s t r a s s n o p u e d e

e x i s t i r ,  l ó g i c a m e n t e  h a b l a n d o ,  h a s t a  q u e  h a y a  u n a  d e f i n i c i ó n  d e  l o s  n ú m e r o s

i r r a c i o n a l e s .  A q u í  « e x i s t i r »  s i g n i f i c a  p r e c i s a m e n t e  l o  q u e  R u s s e l l  q u i e r e  d e c i r

j u s t o a n t e s c u a n d o d i c e q u e « n o h a b r í a  t a l e s e n t e s g e o m é t r i c o s c o m o l a

d e f i n i c i ó n  [ g e o m é t r i c a ]  p r e t e n d e  d e f i n i r » .  N o  s e  p u e d e  u s a r  c o h e r e n t e m e n t e

e l c o n c e p t o d e n ú m e r o  i r r a c i o n a l e n  l a d e f i n i c i ó n d e « n ú m e r o  i r r a c i o n a l »

c o m o n o s e p u e d e d e f i n i r c o h e r e n t e m e n t e « n e g r o » c o m o « e l c o l o r d e u n

p e r r o  n e g r o » . A s í ,  e n  p o c a s  p a l a b r a s ,  l o s  e s f u e r z o s  d e  l o s w e i e r s t r a s s i a n o s

e n  r e a l i d a d  n u n c a  l l e g a r o n  a  n i n g u n a  p a r t e .

L a  t e o r í a  d e l  p r o p i o  C a n t o r  a c e r c a  d e  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s  s u r g e  e n  e l  c o n t e x t o

d e  s u  t r a b a j o  s o b r e  a l g o  l l a m a d o  e l  t e o r e m a  d e  u n i c i d a d  ( T .  U . )  p a r a  s e r i e s

t r i g o n o m é t r i c a s ,  y  h a y  b u e n a s  r a z o n e s  p a r a  e s p e r a r  u n  p o c o  a  h a b l a r  d e  é l .

E l  p l a n m á s  p o t e n t e ,  s i g n i f i c a t i v o  y  e x t r a ñ o  p a r a  d e f i n i r  l o s  i r r a c i o n a l e s  e s  e l

d e  J u l i u s  W .  R .  « R i c h a r d »  D e d e k i n d ,  1 8 3 1 - 1 9 1 6 ,  q u e  e s  u n a  d o c e n a  d e  a ñ o s

m á s  j o v e n q u e W e i e r s t r a s s p e r o m u y p a r e c i d o a é l . U n a p e r s o n a a f a b l e y

e q u i l i b r a d a  q u e  d e d i c a  s u  v i d a  p r i n c i p a l m e n t e  a  d a r  c l a s e s  e n H o c h s c h u l e n ,

t é c n i c a s  e n B r u n s w i c k  y Z u r i c h . U n  s o l t e r o  e m p e d e r n i d o
245

 q u e  v i v e  c o n  s u

h e r m a n a .  D e d e k i n d  v i v e  h a s t a  u n a  e d a d  t a n  a v a n z a d a  y  e s  t a n  a p r e c i a d o  p o r

l o s d e m á s q u e a p a r e c e e n t o d a s l a s m a t e m á t i c a s m o d e r n a s : a l u m n o d e

D i r i c h l e t  y  G a u s s  e n  G ö t t i n g e n ,  e d i t o r  d e  l a  Z a h l e n t h e o r i e  d e  D i r i c h l e t ,  a m i g o

d e  t o d a  l a  v i d a  d e  R i e m a n n ,  s e m i w e i e r s t r a s s i a n o ,  c o l a b o r a d o r  t e m p r a n o  c o n

L e o p o l d K r o n e c k e r  e n g e o m e t r í a  a l g e b r a i c a ,  c o l a b o r a d o r y  a m i g o d e G e o r g

244 El primer matemático en indicar esto: el profesor Georg Cantor.
245 SEI Extraña curiosidad: casi todos tos grandes filósofos de la historia fueron solteros toda su vida. Heidegger es
la única verdadera excepción. En el caso de tos grandes matemáticos hay más o menos un 50% de casados, aún
por debajo de la media de la población. No hay registro de una explicación concienzuda: puede elaborar usted sus
hipótesis.
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C a n t o r ;  y n o e r a  f á c i l  s e r  a m i g o d e C a n t o r . U n a h i s t o r i a  f a v o r i t a  e n t r e  l o s

m a t e m á t i c o s e s q u e D e d e k i n d f u e t a n i n c r e í b l e m e n t e l o n g e v o q u e e n e l

f a m o s o C a l e n d a r i o M a t e m á t i c o d e T e u b n e r f i g u r ó d u r a n t e u n t i e m p o q u e

h a b í a m u e r t o  c i e r t o  d í a  d e  1 8 9 9 ,  h a s t a  q u e ,  f i n a l m e n t e ,  u n  a ñ o  D e d e k i n d  l e

e s c r i b i ó a l e d i t o r q u e e s t a b a v i v o y q u e a d e m á s h a b í a p a s a d o e l d í a e n

c u e s t i ó n « e n e s t i m u l a n t e c o n v e r s a c i ó n s o b r e “ s i s t e m a y t e o r í a ” c o n m i

i n v i t a d o  d e l  a l m u e r z o  y  h o n r a d o  a m i g o G e o r g C a n t o r  d e H a l l e »  ( t r a d u c c i ó n

e x t r a c t a d a ,  y  a l g o  e d i t a d a ,  d e  B e l l ,  p á g .  5 1 9 ) .

L a f e c h a d e p u b l i c a c i ó n d e l a f a m o s a o b r a d e D e d e k i n d « C o n t i n u i d a d y

n ú m e r o s  i r r a c i o n a l e s »
246

 e s 1 8 7 2 . E n p a r t e e s u n a r e s p u e s t a a  l a p r o p i a

d e f i n i c i ó n  d e  C a n t o r  d e  l o s  i r r a c i o n a l e s ,  q u e  h a b í a  a p a r e c i d o  c o m o  p a r t e  d e

u n e x t e n s o a r t í c u l o s o b r e e l t e o r e m a d e u n i c i d a d e s e m i s m o a ñ o . P e r o

r e s u l t a e v i d e n t e q u e D e d e k i n d t e n í a s u t e o r í a b á s i c a a p u n t o t a n

t e m p r a n a m e n t e  c o m o  e n  1 8 6 0 .  C o m o  W e i e r s t r a s s  ( y  a  d i f e r e n c i a  d e  C a n t o r ) ,

n o e s m u y a m b i c i o s o  r e s p e c t o  a p u b l i c a r  s u s m a t e r i a l e s .  L a m o t i v a c i ó n d e

D e d e k i n d ,  d e  n u e v o  c o m o  l a  d e W e i e r s t r a s s ,  v e n í a  d e  e n s e ñ a r  c á l c u l o  e n  l a

u n i v e r s i d a d : s e h a b í a s e n t i d o c a d a v e z m á s i n c ó m o d o c o n e l u s o d e

c o n c e p t o s g e o m é t r i c o s  i n d e f i n i d o s p a r a  d e f i n i r  l o s  l í m i t e s y  l a  c o n t i n u i d a d .

P e r o e n v e z d e c e n t r a r s e e n  l a a r i t m e t i z a c i ó n d e  l o s  l í m i t e s , D e d e k i n d e n

c i e r t o m o d o p r o f u n d i z a m á s , v a a l p r o b l e m a r a í z q u e h a b í a p r e o c u p a d o a

Z e n ó n , l a D . H . P . , E u d o x o , A r i s t ó t e l e s y B o l z a n o , y h a b í a a c e c h a d o a l

a n á l i s i s d e s d e e l t e o r e m a f u n d a m e n t a l . E l p r o b l e m a : c ó m o o b t e n e r u n a

t e o r í a 1 0 0 % a r i t m é t i c a d e l o q u e s e s u p o n e q u e e l c á l c u l o s e o c u p a —

c o n t i n u i d a d p u r a , c o m o l a d e l m o v i m i e n t o y c o n s t r u c t o s g e o m é t r i c o s

c o n t i n u o s c o m o  l í n e a s y á r e a s y v o l ú m e n e s —
247

p e r o n u n c a h a b í a d e f i n i d o

246 SEI = «Stetigkeit und irrationale Zahlen», cuya traducción al inglés está en la obra de Dedekind Essays on the
Theory of Numbers. Véase la Bibliografía. (Observemos también aquí que, a pesar de su profundidad, el artículo de
Dedekind es claro y accesible y raramente requiere nada más que matemáticas de bachillerato. En esto no es como
tos materiales de Cantor, que tienden a ser casi medusianos en su lenguaje y simbolismo).
247 Weierstrass, por otro lado, estaba interesado principalmente en la continuidad desde la perspectiva de las
funciones, la cual en definitiva depende de la continuidad aritmética (como indica Kline al principio de § 6a) pero
sigue siendo harina de otro costal.



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

205 Preparado por Patricio Barros

c o n  s u f i c i e n t e  c l a r i d a d y  r i g o r p a r a h a c e r q u e  s u s d e m o s t r a c i o n e s  t u v i e r a n

r e a l m e n t e  s e n t i d o .

L a  e n t i d a d  q u e  D e d e k i n d  e l i g e  c o m o  e m b l e m a  d e  l a  c o n t i n u i d a d  a r i t m é t i c a  e s

l a  b u e n a y v i e j a  r e c t a  r e a l ,  l a  c u a l  t é c n i c a m e n t e  a ú n d e b e r í a m o s  l l a m a r  l a

r e c t a n u m é r i c a , p u e s s o l o t r a s e l e s t a b l e c i m i e n t o d e l o q u e s e l l a m a e l

a x i o m a d e C a n t o r - D e d e k i n d  s e  c o n v i e r t e e n  r i g u r o s a m e n t e c o r r e c t o h a b l a r

d e  l a  r e c t a  r e a l .  L l a m é m o s l a ,  p u e s ,  l a  r e c t a  n u m é r i c a  ( D e d e k i n d  s i m p l e m e n t e

l a  l l a m a  L ) ,  y  r e c u é r d e s e  d e  §  2 c  q u e  e s  o r d e n a d a  e  i n f i n i t a m e n t e  d e n s a  y

e x t e n s a , y q u e p u e d e u s a r s e p a r a r e p r e s e n t a r l o s n ú m e r o s r a c i o n a l e s

a s i g n a n d o a c a d a n ú m e r o r a c i o n a l u n p u n t o ú n i c o d e l a r e c t a . Y , s i n

e m b a r g o ,  q u e  t o d a  l a  r a z ó n  p o r  l a  q u e  e l  a n á l i s i s  n e c e s i t a  a l g o m á s  q u e  l o s

n ú m e r o s r a c i o n a l e s e s q u e l a r e c t a n u m é r i c a , c o m o t o d a s l a s r e c t a s , e s

c o n t i n u a  d e  u n m o d o  e n  q u e  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  r a c i o n a l e s  n o  l o  e s .  L a

m a n e r a  q u e  t i e n e  D e d e k i n d  d e  e x p r e s a r  e s t o  s e  r e m o n t a  d i r e c t a m e n t e  a  l o s

g r i e g o s :  « S i n  e m b a r g o ,  e s  d e  l a m á x i m a  i m p o r t a n c i a  e l  h e c h o  d e  q u e  e n  l a

r e c t a  L  h a y  i n f i n i t o s  p u n t o s  q u e  n o  c o r r e s p o n d e n  a  n i n g ú n  n ú m e r o  r a c i o n a l »

( D e d e k i n d , p á g . 8 ) , y c i t a c o m o e j e m p l o l a b u e n a y v i e j a d i a g o n a l d e l

c u a d r a d o u n i d a d . D e m o d o q u e  s u e s t r a t e g i a e s  s i m p l e m e n t e e x p l i c a r q u é

t i e n e L q u e l a h a g a c o n t i n u a y s i n h u e c o s m i e n t r a s q u e e l c o n j u n t o

i n f i n i t a m e n t e d e n s o d e l o s n ú m e r o s r a c i o n a l e s n o l o e s . P o r s u p u e s t o ,

s a b e m o s , c o m o é l y t o d o s l o s d e m á s p o r a q u e l e n t o n c e s , q u e s o n l o s

n ú m e r o s  i r r a c i o n a l e s , p e r o n a d i e h a  s i d o c a p a z d e d e f i n i r l o s d i r e c t a m e n t e .

A s í q u e D e d e k i n d a q u í v a a h a c e r d e S ó c r a t e s y a a c t u a r c o m o s i n u n c a

h u b i e r a o í d o h a b l a r  s i q u i e r a d e  l o s  i r r a c i o n a l e s y  s i m p l e m e n t e p r e g u n t a r a :

¿ E n  q u é  r e s i d e  e x a c t a m e n t e  l a  c o n t i n u i d a d  d e  L ?
248

 E s  s u  r e s p u e s t a  a  e s t a

c u e s t i ó n l o q u e c o n v i e r t e a l a r e c t a r e a l e n u n a r e a l i d a d m a t e m á t i c a y

248 En caso de que parezca circular o cuestionable que Dedekind use la recta numérica geométrica para una teoría
no geométrica de la continuidad, sepa que la R. N. es soto un recurso ilustrativo, y que más adelante, en
Continuidad y números irracionales, lo abandonará y hablará de «cualquier sistema ordenado» de números. Incluso
al introducir la recta, Dedekind subraya que: «[S]erá necesario indicar claramente las propiedades puramente
aritméticas correspondientes para evitar incluso la apariencia de que la aritmética esté necesitada de ideas ajenas a
ella» Dedekind, pág. 5 (sintaxis sic).
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e s t a b l e c e , j u n t o a C a n t o r , q u e e l c o n j u n t o d e t o d o s l o s n ú m e r o s r e a l e s

c o m p o n e  e l  c o n t i n u o .

§ 6b.

Interpolación

C o n o c i d o  h o y  c o m o  c o r t e  d e  D e d e k i n d ,  e l  r e c u r s o  d e  R .  D .  p a r a  c o n s t r u i r  l a

r e c t a r e a l e s e x t r e m a d a m e n t e i n g e n i o s o y e x t r a ñ o , y a n t e s d e q u e

s u c u m b a m o s a s u s c o m p l e j i d a d e s v a l e  l a p e n a  i n d i c a r q u e e n u n s e n t i d o

p r o f u n d o  e s  l a  v o l u n t a d  d e  D e d e k i n d  d e  t r a t a r  e l  i n f i n i t o  r e a l  l o  q u e  p e r m i t e

q u e s u d e m o s t r a c i ó n s i g a a d e l a n t e . C o m o s e h a m e n c i o n a d o e n § 5 y e n

o t r a s p a r t e s , u n a d e  l a s  r a z o n e s p o r  l a s q u e e l  c o n c e p t o d e  l í m i t e  f u e  t a n

b i e n  r e c i b i d o  e n  e l  a n á l i s i s  e r a  q u e  s e  a j u s t a b a  b i e n  a  l a  v i e j a  i d e a  d e l  i n f i n i t o

p o t e n c i a l :  l a  i d e a  d e  q u e  e l  ∞  e s  a l g o  a  l o  q u e  n o s  p o d e m o s  « a p r o x i m a r »  s i n

t e n e r  q u e  l l e g a r  n u n c a  r e a l m e n t e  h a s t a  é l  p a r e c e  s a c a d a  d i r e c t a m e n t e  d e  l a

M e t a f í s i c a . L a a c e p t a c i ó n t á c i t a p o r l a s m a t e m á t i c a s d e l a d i s t i n c i ó n

a r i s t o t é l i c a  s e  h a c e  e x p l í c i t a  e n  u n a  f r a s e m u y  c i t a d a  d e  K a r l  F r i e d r i c h  G a u s s

( s í :  e l  G a u s s  d e  D e d e k i n d )  h a c i a  1 8 3 0 :

P r o t e s t o  p o r  e l  u s o  d e  u n a  c a n t i d a d  i n f i n i t a  c o m o u n  e n t e  r e a l ;  e s t o  n o  s e

a d m i t e  n u n c a  e n  m a t e m á t i c a s .  E l  i n f i n i t o  e s  s o l o  u n a  m a n e r a  d e  h a b l a r ,  e n  l a

c u a l u n o h a b l a p r o p i a m e n t e d e l í m i t e s h a c i a l o s c u a l e s c i e r t a s r a z o n e s

p u e d e n a p r o x i m a r s e t a n t o c o m o s e d e s e e , m i e n t r a s q u e a o t r a s s e l e s

p e r m i t e  a u m e n t a r  s i n  r e s t r i c c i o n e s  ( G a u s s ,  e x t r a c t a d o  p o r  K l i n e ,  p á g .  9 9 3 ) .

Y  a s í ,  p o r  s u p u e s t o ,  e s  i r ó n i c o  q u e  s o l o  u n  p a r  d e  d é c a d a s  d e s p u é s  d e  q u e

W e i e r s t r a s s  d e s p o j e  a  l o s  l í m i t e s  d e  l a s  ú l t i m a s  s o m b r a s  d e l  ∞  e m p e c e m o s  a

v e r  m a t e m á t i c o s  d e  p r i m e r a  f i l a  q u e  n o  s o l o  a c e p t a n  e l  i n f i n i t o  r e a l ,  s i n o  q u e

l o  u s a n  e n  l a s  d e m o s t r a c i o n e s .  D e d e k i n d  e s  u n o  d e  e l l o s .  Y  n o  e s  q u e  q u e d e

p e r s u a d i d o  p o r  C a n t o r  o  p o r  B o l z a n o  o  p o r  n a d i e  m á s  d e  l a  c o h e r e n c i a  d e  l o s

c o n j u n t o s  i n f i n i t o s .  D e d e k i n d  e s ,  t a l  c o m o  s e  d e f i n i ó  e l  t é r m i n o  e n  §  2 a ,  u n

p l a t ó n i c o . C r e e c l a r a m e n t e q u e  l a  r e a l i d a d m a t e m á t i c a n o e s  t a n e m p í r i c a

c o m o  c o g n i t i v a :
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A l h a b l a r d e l a a r i t m é t i c a ( e l á l g e b r a , e l a n á l i s i s ) c o m o u n a p a r t e d e l a

l ó g i c a , m i  i n t e n c i ó n  e s  d a r  a  e n t e n d e r  q u e  c o n s i d e r o  e l  c o n c e p t o  d e  n ú m e r o

c o m p l e t a m e n t e  i n d e p e n d i e n t e  d e  l a s  n o c i o n e s  o  i n t u i c i o n e s  d e l  e s p a c i o  y  e l

t i e m p o , q u e l o c o n s i d e r o u n r e s u l t a d o i n m e d i a t o d e l a s l e y e s d e l

p e n s a m i e n t o  ( D e d e k i n d ,  p á g .  3 1 ) .

O  q u i z á  s e a m e j o r  l l a m a r l e  u n  f e n o m e n ó l o g o ,  p u e s  l a  d i s t i n c i ó n  a c e r c a  d e  s i

l a s r e a l i d a d e s m a t e m á t i c a s s o n c r e a c i o n e s o d e s c u b r i m i e n t o s n o p a r e c e

i m p o r t a r l e m u c h o a D e d e k i n d : « L o s n ú m e r o s s o n c r e a c i o n e s l i b r e s d e l a

m e n t e  h u m a n a ;  s i r v e n  c o m o m e d i o  p a r a  a p r e h e n d e r m á s  f á c i l m e n t e  y m á s

n í t i d a m e n t e  l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  l a s  c o s a s »  ( i b í d . ) .

O m i r e e s t o . E n u n e n s a y o c o m p l e m e n t a r i o a « C o n t i n u i d a d y n ú m e r o s

i r r a c i o n a l e s » q u e s e t r a d u c e h a b i t u a l m e n t e c o m o « E l s i g n i f i c a d o y l a

n a t u r a l e z a d e l o s n ú m e r o s » ,
249

 D e d e k i n d d e s a r r o l l a u n a n o t a b l e

d e m o s t r a c i ó n  d e  s u  « T e o r e m a  6 6 .  E x i s t e n  s i s t e m a s  i n f i n i t o s »  q u e  c o n s i s t e  e n

l o  s i g u i e n t e :  « M i  p r o p i o  r e i n o  d e  p e n s a m i e n t o s ,
250

 e s  d e c i r ,  l a  t o t a l i d a d  S  d e

t o d a s  l a s  c o s a s  q u e  p u e d e n  s e r  o b j e t o s  d e m i  p e n s a m i e n t o ,  e s  i n f i n i t o .  P u e s

s i  s  s i g n i f i c a  u n  e l e m e n t o  d e  S ,  e n t o n c e s  e l  p e n s a m i e n t o  s ' ,  q u e  s  p u e d e  s e r

u n  o b j e t o  d e m i  p e n s a m i e n t o ,  e s  é l m i s m o  u n  e l e m e n t o  d e  S , … »  ( i b í d . ,  p á g .

6 4 ,  l i g e r a m e n t e  e d i t a d o )  y  a s í  s u c e s i v a m e n t e ,  d e m o d o  q u e  l a  s e r i e  i n f i n i t a

( [ s ]  +  [ s  e s  u n  o b j e t o  d e l  p e n s a m i e n t o ]  +  [ « s  e s  u n  o b j e t o  d e l  p e n s a m i e n t o »

e s u n o b j e t o d e l p e n s a m i e n t o ] + … ) e x i s t e e n e l G e d a n k e n w e l t , l o c u a l

i m p l i c a q u e e l G e d a n k e n w e l t m i s m o e s i n f i n i t o . R e s p e c t o a e s t a

d e m o s t r a c i ó n ,  o b s e r v e  ( a )  s u  g r a n  p a r e c i d o  c o n  v a r i a s  R I V  a l  e s t i l o  d e  Z e n ó n

q u e  h a b í a m o s  v i s t o  e n  §  2 a ,  y  ( b )  c u á n  f á c i l m e n t e  p o d r í a m o s  o b j e t a r  q u e  l a

d e m o s t r a c i ó n s o l o e s t a b l e c e q u e e l G e d a n k e n w e l t d e D e d e k i n d e s

« p o t e n c i a l m e n t e  i n f i n i t o »  ( y  e n  e l  p r e c i s o  s e n t i d o a r i s t o t é l i c o d e l  t é r m i n o ) ,

p u e s n a d i e p o d r á  j a m á s  s e n t a r s e y p e n s a r  r e a l m e n t e e n u n a s e r i e  i n f i n i t a

249 SEI Este artículo, aparecido en la década de 1880, consiste íntegramente en 171 teoremas y demostraciones +
1 «Comentario Final». Aquí mismo le ahorramos el título en alemán. La versión inglesa es la otra mitad del libro
Essays mencionado en la nota 3 anterior.
250 = del alemán Gedankenwelt, literalmente «mundo del pensamiento».
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c o m p l e t a d e p e n s a m i e n t o s d e l  t i p o  ( s  + s ' +  s ' ' ) ,  e s d e c i r ,  l a  s e r i e  e s u n a

a b s t r a c c i ó n  t o t a l .

L a c u e s t i ó n e s q u e l a d e m o s t r a c i ó n d e D e d e k i n d e n « E l s i g n i f i c a d o y

n a t u r a l e z a d e l o s n ú m e r o s » n o v a a c o n v e n c e r a n a d i e q u e n o e s t é y a

d i s p u e s t o  a  a d m i t i r  l a  e x i s t e n c i a
251

 d e  s i s t e m a s / s e r i e s / c o n j u n t o s …  r e a l m e n t e

i n f i n i t o s ,  y  t a n t o D e d e k i n d  c o m o C a n t o r  l o  e s t á n .  A l  1 0 0 % . S i n  e m b a r g o ,  a

d i f e r e n c i a  d e  D e d e k i n d ,  C a n t o r  t i e n d e  a  r e p r e s e n t a r s e  a  s í m i s m o  c o m o  s i  l e

h u b i e r a n  a r r a s t r a d o  g r i t a n d o  y  p a t a l e a n d o  h a c i a  e l  ∞  r e a l .  P o r  e j e m p l o :

La  idea  de  considerar  lo  infinitamente  grande  no  solo  en  la

forma de la magnitud ilimitadamente creciente y en la forma

estrechamente relacionada de las series infinitas convergentes

[…] sino también fijarla matemáticamente mediante números

en la forma definida del infinito completado me sobrevino

como una obligación lógica, casi contra mi voluntad, pues era

contraria a unas tradiciones que había llegado a considerar

muy valiosas en el curso de varios años de esfuerzo científico

e investigaciones (Cantor, «Foundations of the Theory of

Manifolds», págs. 75-76).

U n a  p a r t e  d e  e s a  d i f e r e n c i a  e n  l a  p r e s e n t a c i ó n  e s  q u e G e o r g  C a n t o r  e r a  u n

r e t ó r i c o  m á s  h á b i l  q u e  R i c h a r d  D e d e k i n d ,  y  o t r a  p a r t e  e s  q u e  t e n í a  q u e  s e r l o :

C a n t o r e s t a b a e n e l f r e n t e d e l a g u e r r a p o r e l ∞ d e u n m o d o e n q u e

D e d e k i n d  n u n c a  l o  e s t u v o .

O t r a c o s a a t e n e r e n c u e n t a , s i n e m b a r g o , e s q u e l a s m a t e m á t i c a s

t r a n s f i n i t a s d e C a n t o r a c a b a r á n s o c a v a n d o t o t a l m e n t e l a s o b j e c i o n e s

a r i s t o t é l i c a s ,  c o m o  l a  a n t e r i o r  ( b ) ,  a  l a  d e m o s t r a c i ó n d e D e d e k i n d ,  p u e s  l a

t e o r í a d e C a n t o r c o n s t i t u i r á u n a e v i d e n c i a d i r e c t a d e q u e l o s c o n j u n t o s

r e a l m e n t e  i n f i n i t o s p u e d e n s e r e n t e n d i d o s y m a n i p u l a d o s , v e r d a d e r a m e n t e

251 En el sentido matemático, aunque en la demostración no está claro si el «sistema infinito» S de Dedekind está
representado como un ente estrictamente matemático o como un ente más general del tipo de una «forma»
platónica, lo cual es otro problema de este argumento.
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t r a t a d o s  p o r  e l  i n t e l e c t o  h u m a n o ,  i g u a l  q u e  l a  v e l o c i d a d  y  l a  a c e l e r a c i ó n  s o n

t r a t a d o s  p o r  e l  c á l c u l o .  A s í ,  a l g o  a  v a l o r a r  d e s d e  e l  p r i n c i p i o  e s  q u e ,  p o r m u y

a b s t r a c t o s q u e p u e d a n s e r  l o s s i s t e m a s  i n f i n i t o s , d e s p u é s d e C a n t o r e s t á

c l a r o  q u e  n o  s o n  a b s t r a c t o s  d e l  m o d o  r e a l / i r r e a l  e n  q u e  l o  s o n  l o s  u n i c o r n i o s .

Fin de la interpolación

§ 6c.

V o l v a m o s a l a t á c t i c a i n i c i a l d e D e d e k i n d d e p r e g u n t a r q u é d i s t i n g u e l a

c o n t i n u i d a d  d e  l a  r e c t a  n u m é r i c a  L .  R e s u l t a  q u e  t a n t o  G a l i l e o  c o m o  L e i b n i z  y

B o l z a n o h a b í a n i n t e n t a d o p o s t u l a r q u e l a c o n t i n u i d a d d e L s e b a s a b a

r e a l m e n t e  e n  l a  d e n s i d a d  i n f i n i t a  d e  s u s  p u n t o s  c o n s t i t u y e n t e s ,  e s  d e c i r ,  e n

e l  h e c h o  d e  q u e  e n t r e  d o s  p u n t o s  c u a l e s q u i e r a  d e  l a  R .  N .  s i e m p r e  s e  p u e d e

h a l l a r u n t e r c e r p u n t o . C o m o h e m o s v i s t o , s i n e m b a r g o , l a m i s m a

c a r a c t e r í s t i c a  v a l e  p a r a  t o d o s  l o s  r a c i o n a l e s  d e  l a  f o r m a p/q ,
252

 y  c o m o  ( 1 )

t o d o n ú m e r o r a c i o n a l s e p u e d e e x p r e s a r e n l a f o r m a p/q ,
253

 y ( 2 ) y a

s a b e m o s q u e  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  r a c i o n a l e s  n o  e s  c o n t i n u o , D e d e k i n d

d e s c a r t a  l a  i d e a  d e  q u e  l a  c o n t i n u i d a d  d e  L  r e s i d a  e n  a l g ú n  t i p o  d e  d e n s i d a d

o  « e s t r e c h a  v e c i n d a d » :  « M e d i a n t e  v a g o s  c o m e n t a r i o s  a c e r c a  d e  l a  c o n e x i ó n

i n i n t e r r u m p i d a d e  l a s m á s p e q u e ñ a s p a r t e s  [ d e  L ]  o b v i a m e n t e n o  s e g a n a

252 SEI Quizá  recuerde  que  la  demostración  de  §  2e,  basada  en q + ½(p - q),  para  ver  que  entre  dos  puntos
racionales siempre hay un tercero, involucraba distancias en la recta numérica, lo cual podría parecer un poco
circular en el presente contexto. En este caso, aquí está una fórmula 100% aritmética para encontrar el valor
medio. Tome dos números racionales expresados como fracciones con denominador común y numeradores
sucesivos, por ejemplo, 41/77 y 42/77, y doble los cuatro números que intervienen. Así se crea automáticamente
espacio para un número entero entre los nuevos numeradores, puesto que ahora tenemos 82/154 y 84/154, de modo
que podemos insertar el valor medio 83/154.
253 SEI Un algoritmo que encontrarán divertido las personas que encuentran divertido este tipo de cosas: cualquier
número racional expresado en forma decimal finita o periódica se puede poner en forma fraccionaria p/q mediante
(a) la multiplicación del decimal por 10n, donde n = el número de dígitos en el período del decimal (por ejemplo, el
período de 0,111111… tiene un solo dígito y es 1; el período de 876,9567567567567… tiene tres dígitos y son 567),
después (b) la sustracción del decimal original de la cantidad obtenida en (a), después (c) la división del resultado
por (10"− 1), y después (d) la simplificación del resultado eliminando los posibles factores comunes. Ejemplo: x =
1,24242424…, luego n − 2; luego 10n = 100.

Así, x = 123/99, que simplificando da: x = 41/33.
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n a d a ;  e l  p r o b l e m a  e s  i n d i c a r  u n a  c a r a c t e r í s t i c a  p r e c i s a  d e  l a  c o n t i n u i d a d  q u e

p u e d a  s e r v i r  c o m o  b a s e  p a r a  d e d u c c i o n e s  v á l i d a s »  ( D e d e k i n d ,  p á g s .  1 0 - 1 1 ) .

E l  g o l p e  d e  e f e c t o  d e  D e d e k i n d  e s  s i t u a r  e s t a  « c a r a c t e r í s t i c a  p r e c i s a »  n o  e n

l a  d e n s i d a d  o  l a  c o h e s i ó n  d e  L ,  s i n o m á s  b i e n  e n  u n a  p r o p i e d a d  c o n t r a r i a ,  l a

s e p a r a b i l i d a d ,  a  s u  v e z  u n a  c o n s e c u e n c i a  d e l  h e c h o  d e  q u e  l a  r e c t a  n u m é r i c a

s e a o r d e n a d a y s u c e s i v a , e s d e c i r , q u e c a d a p u n t o d e  l a R . N . e s t á a  l a

d e r e c h a d e  t o d o s  l o s p u n t o s c o r r e s p o n d i e n t e s a n ú m e r o s  i n f e r i o r e s y a  l a

i z q u i e r d a  d e  t o d o s  l o s  p u n t o s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a  n ú m e r o s  s u p e r i o r e s .  E s t o

s i g n i f i c a q u e e n c u a l q u i e r p u n t o e n p a r t i c u l a r p o d e m o s , e n c i e r t o m o d o ,

c o r t a r
254

 l a r e c t a n u m é r i c a e n d o s p a r t e s , d o s c o n j u n t o s i n f i n i t o s

m u t u a m e n t e e x c l u s i v o s ,
255 A  a  l a d e r e c h a y B a  l a  i z q u i e r d a , d o n d e t o d o

n ú m e r o  r a c i o n a l  d e B  e s m a y o r  q u e  t o d o  n ú m e r o  r a c i o n a l  d e A .  R e s p e c t o  a

e s t o , « C o n t i n u i d a d y n ú m e r o s i r r a c i o n a l e s » ( q u e e s , c o m o s e h a

m e n c i o n a d o ,  e l  n o m b r e  i n f o r m a l  p a r a  u n  a r t í c u l o m a t e m á t i c o  t é c n i c o )  t i e n e

u n  a p a r t e  d e l  t a m a ñ o  d e  u n  p á r r a f o  d o n d e D e d e k i n d  e n  c i e r t o m o d o  d a u n

p u n t a p i é  e n  e l  s u e l o  y  p r e t e n d e  d i s c u l p a r s e  p o r  l o  p o c o  c o n v i n c e n t e  y  o b v i o

q u e l o d e l s c h n i t t d e b e d e p a r e c e r , p o r e j e m p l o : « [ L ] a m a y o r í a d e m i s

l e c t o r e s q u e d a r á n m u y d e c e p c i o n a d o s a l s a b e r q u e e s m e d i a n t e e s e

c o m e n t a r i o  b a n a l  q u e  e l  s e c r e t o  d e  l a  c o n t i n u i d a d  s e r á  r e v e l a d o »  ( i b í d . ,  p á g .

1 1 ) .  E l  c o m e n t a r i o  a l  q u e  s e  r e f i e r e  e s  e l  r e c í p r o c o  l ó g i c o d e  l a  a f i r m a c i ó n

a n t e r i o r  a c e r c a  d e  l a  s e p a r a b i l i d a d ,  e s  d e c i r :

S i  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  l a  r e c t a  c a b e n  e n  d o s  c a t e g o r í a s  t a l e s  q u e  t o d o  p u n t o

d e  l a  p r i m e r a  c a t e g o r í a  s e  h a l l a  a  l a  i z q u i e r d a  d e  t o d o  p u n t o  d e  l a  s e g u n d a

c a t e g o r í a ,  e n t o n c e s  e x i s t e  u n  p u n t o ,  y  s o l o  u n o ,  q u e  d a  l u g a r  a  e s t a  d i v i s i ó n

d e  t o d o s  l o s  p u n t o s  e n  d o s  c a t e g o r í a s ,  d i v i d i e n d o  l a  r e c t a  e n  d o s  p o r c i o n e s

( i b í d . ) .

254 El verbo que usa aquí el propio Dedekind es geschnitten (n. = schnitt), que parece poder denotar cualquier cosa
desde rebanar hasta partir: una palabra muy concreta y física, y bastante más divertida de pronunciar que «corte».
255 SEI La traducción al inglés de «Continuidad y números irracionales» usa «classes» (esp. «clases»), que era el
término matemático original para los conjuntos. Cantor, Russell y demás tienden a decir «clase», aunque en
realidad Cantor a veces también usa palabras que se pueden traducir como «multiplicidad», «variedad» o
«agregado». Decisión del Alto Mando: de aquí en adelante solo vamos a usar «conjunto».
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L o q u e e s t o s i g n i f i c a e s q u e a l d e f i n i r l o s m i e m b r o s y l a s c o t a s d e l o s

c o n j u n t o s A  y B ,  s e  p u e d e  d e f i n i r  e l  v a l o r  d e l  p u n t o  e n  e l  c u a l  s e  c o r t a  L  e n

l a s  p a r t e s A  y B .  Y ,  c o m o  u s t e d  r e c o r d a r á  d e  §  2 c ,  d e f i n i r  u n  p u n t o  e s  d e f i n i r

u n  n ú m e r o .

S o l o  q u e ,  c o m o  l a  r e c t a  e n  c u e s t i ó n  e s  l a  r e c t a  n u m é r i c a  y  r e p r e s e n t a  s o l o

l o s n ú m e r o s r a c i o n a l e s , e s  j u s t o p r e g u n t a r c ó m o v a a s e r p o s i b l e q u e e l

s c h n i t t a y u d e a d e f i n i r  l o s n ú m e r o s  i r r a c i o n a l e s ,  l o s c u a l e s , p o r s u p u e s t o ,

s o n e l v e r d a d e r o « s e c r e t o d e  l a c o n t i n u i d a d » . Q u e c a d a n ú m e r o r a c i o n a l

c o r r e s p o n d e r á  a  u n  s c h n i t t  p e r o  n o  c a d a  s c h n i t t  c o r r e s p o n d e r á  a  u n  n ú m e r o

r a c i o n a l  p o d r í a p a r e c e r  s i m p l e m e n t e o t r o m o d o d e  f o r m u l a r  l a  a s e v e r a c i ó n

s e g ú n  l a  c u a l  n o  p o d e m o s  d e f i n i r  i r r a c i o n a l e s  e n  t é r m i n o s  d e  r a c i o n a l e s .  L a

r e s p u e s t a  e s  q u e  D e d e k i n d  p u e d e  c o n s t r u i r  l i t e r a l m e n t e  l a  d e f i n i c i ó n  d e  c a d a

n ú m e r o  i r r a c i o n a l  a  p a r t i r  d e  l a s  c a r a c t e r í s t i c a s  d e  l o s  d o s  c o n j u n t o s  e n  l o s

q u e  d i v i d e  l a  r e c t a .  E l  m é t o d o  f u n c i o n a  c o m o  s i g u e .

C o n s i d e r e  u n  s c h n i t t  e n  l a  R .  N .  q u e  d i v i d e  t o d a  l a ∞  d e  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s

e n  d o s  c o n j u n t o s A  y B  t a l e s  q u e  t o d o s  l o s  e l e m e n t o s b  d e B  s o n m a y o r e s

q u e  t o d o s  l o s  e l e m e n t o s a  d e A .  D e  f o r m a m á s  e s p e c í f i c a ,  c o n s i d e r e  s i  e s t o s

A  y B  p u e d e n  t e n e r  e l e m e n t o s m á x i m o s / m í n i m o s .
256

 D e p e n d i e n d o  d e  d ó n d e

y  d e  c ó m o  s e  d e f i n a  e l  s c h n i t t ,  h a y  s o l o  t r e s  p o s i b i l i d a d e s ,  d e  l a s  c u a l e s  s o l o

u n a p u e d e s e r c i e r t a . P o s i b i l i d a d 1 = E l c o n j u n t o A t i e n e u n e l e m e n t o

m á x i m o a'  ( c o m o  e n  e l  c a s o ,  p o r  e j e m p l o ,  e n  q u e  e l  c o r t e A  c o n t i e n e  t o d o s

l o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s  ≤  2  y B  c o n t i e n e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s  >  2 ) .

P o s i b i l i d a d  2  =  E l  c o n j u n t o B  t i e n e  u n  e l e m e n t o m í n i m o b'  ( c o m o  e n  e l  c a s o ,

p o r  e j e m p l o ,  e n  q u e  e l  c o r t e A  c o n t i e n e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s <  2 ) .

P o s i b i l i d a d  3  =  N o  h a y  u n  e l e m e n t o m á x i m o  d e A  n i  u n  e l e m e n t o m í n i m o  d e

B . *

*Miniinterpolación

256 SEI Si está regresando desde capítulos posteriores, observe lo mucho que se parece esto al material cantoriano,
en § 7c y posteriores, acerca de los órdenes de los conjuntos infinitos.
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R e s p e c t o  a  q u e  e s t a s  s e a n  l a s  ú n i c a s  t r e s  o p c i o n e s ,  p r o b a b l e m e n t e  y a  p u e d e

u s t e d  v e r  q u e  n o  h a y  n i n g ú n m o d o  e n  q u e  e l  c o n j u n t o  B  p u e d a  t e n e r  j a m á s

u n  e l e m e n t o m á x i m o ,  p o r q u e  B  l o  c o n t i e n e  t o d o  d e s d e  e l  s c h n i t t  h a s t a  e l ∞ .

Y  l a  L d e D e d e k i n d e s  l a  r e c t a  r e a l  y  t a m b i é n  i n c l u y e  t o d o s  l o s  r a c i o n a l e s

e x t e n d i é n d o s e  h a c i a  l a  i z q u i e r d a  d e s d e  0 ,  a s í  q u e A  l o  c o n t i e n e  t o d o  d e s d e

− ∞  h a s t a  e l  s c h n i t t  y  n o  p u e d e  t e n e r  u n m i e m b r o m í n i m o .  P e r o  e n  c a s o  d e

q u e  s e  e s t é  p r e g u n t a n d o  p o r  q u é  n o  p u e d e  h a b e r  u n a  P o s i b i l i d a d  4  e n  l a  c u a l

h a y a  a  l a  v e z  u n  m i e m b r o  m á x i m o a'  d e A  y  u n  m i e m b r o  m í n i m o b'  d e B ,  h a y

u n a m a n e r a  f á c i l  d e  d e m o s t r a r  q u e  e s t o  n o  e s  p o s i b l e .  E s  u n a  d e m o s t r a c i ó n

p o r  r e d u c c i ó n  a l  a b s u r d o ,  a s í  q u e  v a m o s  a  s u p o n e r  q u e  e x i s t e  u n  a ' m á x i m o

y t a m b i é n u n b' m í n i m o . P e r o e s t o s i g n i f i c a q u e e x i s t i r á c i e r t o n ú m e r o

r a c i o n a l ,  i g u a l  a  ( a'  + b' ) / 2 ,  q u e  e s  a  l a  v e z m a y o r  q u e a'  y  m e n o r  q u e b' ,  y ,

p o r  l o  t a n t o ,  n o p u e d e  s e r m i e m b r o n i  d e A  n i  d e B .  P e r o A  y B  h a n  s i d o

d e f i n i d o s  d e  t a l  m o d o  q u e  j u n t o s  c o n t i e n e n  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s .  P o r

l o  t a n t o ,  l a  P o s i b i l i d a d  4  e s  c o n t r a d i c t o r i a .

P e r o e n t o n c e s , ¿ p o r q u é  l a P o s i b i l i d a d 3 n o e s c o n t r a d i c t o r i a d e  l a m i s m a

m a n e r a ?

Dramático final de la miniinterpolación

E n u n c i a d o  i n f o r m a l m e n t e ,  e l  e j e m p l o  d e  D e d e k i n d  p a r a  l a  P o s i b i l i d a d  3  e s  u n

s c h n i t t  c u y o  c o n j u n t o A  c o n t i e n e  t o d o s  l o s n ú m e r o s  r a c i o n a l e s n e g a t i v o s y

t o d o s  l o s  r a c i o n a l e s  p o s i t i v o s  x  t a l e s  q u e  x
2

 <  2 ,  y  c u y o  c o n j u n t o B  c o n t i e n e

t o d o s  l o s  r a c i o n a l e s  p o s i t i v o s  x  t a l e s  q u e  x
2

 >  2 .  S i  s e  p u e d e  d e m o s t r a r  q u e

n i n g ú n  n ú m e r o  r a c i o n a l  c o r r e s p o n d e  a  e s t e  s c h n i t t ,  h a b r e m o s  d e f i n i d o  c i e r t o

n ú m e r o  i r r a c i o n a l ,  e n  e s t e  c a s o  e l  m i l e n a r i a m e n t e  i n c o n m e n s u r a b l e  √ 2 .
257

257 SEI El verdadero ejemplo de Dedekind en «C. y N. I.» es más abstracto y usa el hecho de que si D es un entero
positivo que no es el cuadrado de ningún entero, entonces existe un entero positivo λ tal que λ2 < D < (λ + 1)2, lo
cual ahora resulta ser un teorema básico de la teoría de números. Dedekind quiere una demostración totalmente
abstracta y general porque su verdadero objetivo es: «demostrar que existe una infinidad de cortes no producidos
por números racionales». Su propia demostración, sin embargo, resulta demasiado compleja y con demasiada
teoría de números para nuestros propósitos, así que solo usaremos √2 y le pediremos que confíe en que este
resultado se puede ampliar para cubrir todos los irracionales (que puede).
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Y a h e m o s v i s t o , e n § 2 c , u n a d e m o s t r a c i ó n d e q u e √ 2 n o e s r a c i o n a l .
258

P o d r í a m o s d o r m i r n o s e n e s t o s l a u r e l e s . P e r o D e d e k i n d n o l o h a c e , y

p r o p o r c i o n a  s u  p r o p i a  d e m o s t r a c i ó n  e s p e c í f i c a  d e  q u e  e l  s c h n i t t  d e l  e j e m p l o

d e  l a  P o s i b i l i d a d  3  n o  c o r r e s p o n d e  a  n i n g ú n  n ú m e r o  r a c i o n a l .  V a m o s  a  v e r l a .

P u e d e  q u e  t o d o s  q u e r a m o s  r e s p i r a r  a  f o n d o  u n m o m e n t o  y  r e l a j a r n o s  y  e s t a r

m u y  a t e n t o s .  L a  d e  D e d e k i n d  e s  u n a  d e m o s t r a c i ó n  p o r  r e d u c c i ó n  a l  a b s u r d o

y , p o r l o t a n t o , e m p i e z a s u p o n i e n d o q u e s í e x i s t e u n r a c i o n a l x

c o r r e s p o n d i e n t e  a l  s c h n i t t  d e  l a  P o s i b i l i d a d  3 .  S i  e s e  x  e x i s t e ,  e n t o n c e s ,  p o r

l a  d e f i n i c i ó n  d e l  c o n j u n t o A ,  o  b i e n  x  e s  e l  e l e m e n t o m á x i m o  d e A ,  o  b i e n  e s

m a y o r  q u e  c u a l q u i e r  e l e m e n t o  d e A  ( o  s e a ,  q u e  e s t á  e n B ) .

E n  t o d o  c a s o ,  c u a l q u i e r  n ú m e r o q u e  s e a m a y o r q u e x  ( l l a m é m o s l e x+
)  p o r

d e f i n i c i ó n  v a  a  p e r t e n e c e r  c o n  a b s o l u t a  s e g u r i d a d  a B ,  l o  c u a l  s i g n i f i c a  q u e

( x+
)
2

 d e b e  s e r  >  2 .  E n t o n c e s ,  s i  p a r a  c i e r t o  x  p o d e m o s  d a r  u n x+
 m a y o r  q u e

x d e t a l m o d o q u e ( x+
)
2

< 2 ,  l a s u p o s i c i ó n i n i c i a l d e q u e x e s r a c i o n a l

q u e d a r á  c o n t r a d i c h a .

D e m o d o q u e a c e p t e m o s l a s a n t e r i o r e s e s p e c i f i c a c i o n e s d e x y x+
, y

d e f i n a m o s  c i e r t o  n ú m e r o p o s i t i v o  p  c o m o  i g u a l  a  ( 2 − x2
) ,  y  d e f i n a m o s x+

c o m o  i g u a l  a  ( x  +
p

/ 4 ) .  E s t a  ú l t i m a  d e f i n i c i ó n  p u e d e  p a r e c e r  u n  p o c o  e x t r a ñ a ,

p e r o p u e d e u s t e d v e r i f i c a r f á c i l m e n t e q u e d a d a s l a s e s p e c i f i c a c i o n e s

o r i g i n a l e s y e l v a l o r d e p ,  ( x +
p

/ 4 ) s e r á m a y o r q u e x , d e m o d o q u e s e

m a n t i e n e  l a  c r u c i a l  r e l a c i ó n x+
 > x .  A h o r a  l o  q u e  q u e d a  d e  l a  d e m o s t r a c i ó n

s o n  s o l o  b u e n o s  y  v i e j o s  c á l c u l o s  e s c o l a r e s :

( x
+

)
2

 =  ( x  +
p

/ 4 )
2

( x  +
p

/ 4 )
2

 = x2
 + xp / 2  + p2

/ 1 6

C o m o x  e s  p o r  d e f i n i c i ó n  m a y o r  q u e  1 , x2
 > x ,  d e  m o d o  q u e

258 SEI Vea o recuerde la demostración de la incomensurabilidad de D/S
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x2p / 2  > xp / 2

y  a s í

x2
 + xp / 2  + p2

/ 1 6  < x2
 + x2p / 2  + p2

/ 1 6

H a c i e n d o  q u e  1 6  s e a  e l  d e n o m i n a d o r  c o m ú n ,  s e  o b t i e n e

( 1 6 x2
 +  8 x2p  + p2

) / 1 6

C o m o ,  p o r  d e f i n i c i ó n , p  =  ( 2 − x2
) ,  e n t o n c e s  c l a r a m e n t e x2

 =  ( 2 − p ) ;  a s í

q u e  p o r  s u s t i t u c i ó n  l a  c a n t i d a d  d e  ( 4 )  s e  c o n v i e r t e  e n

( 1 6 ( 2  - p )  +  8 ( 2  - p )p  + p2
) / 1 6

q u e  t r a s  m u l t i p l i c a r  c o n s t a n t e s  s e  c o n v i e r t e  e n

( 3 2  -  1 6 p )  +  ( 1 6  -  8 p )p  + p2
) / 1 6

q u e  t r a s  d e s a r r o l l a r  e l  p a r é n t e s i s  d e l  2 º  t é r m i n o  d a

( 3 2  -  1 6 p )  +  1 6
p

 -  8 p2
 + p2

) / 1 6

l o  c u a l  b a s t a n t e  o b v i a m e n t e  s e  r e d u c e  a

( 3 2 - 7 p2
) / 1 6

l o  c u a l  e s  l o  m i s m o  q u e

2  -  (
7

/ 16 )p2
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c a n t i d a d  q u e ,  a l  s e r p  >  0  p o r  d e f i n i c i ó n ,  s i e m p r e  v a  a  s e r  <  2 .  A s í ,  m e d i a n t e

l o s  p a s o s  ( 1 ) - ( 9 )  ( d e s t a c a n d o  e n  p a r t i c u l a r  l o s  p a s o s  ( 1 ) ,  ( 3 )  y  ( 9 ) ) ,  h e m o s

d e t e r m i n a d o  q u e

( x
+

)
2

 <  2  -  (
7

/ 16 )p2
 <  2

l o  c u a l ,  p o r  l a  l e y  b á s i c a  d e  l a  t r a n s i t i v i d a d ,  s i g n i f i c a  q u e

( x
+

)
2

 <  2

q u e e s p r e c i s a m e n t e  l o q u e n e c e s i t á b a m o s p a r a c o n t r a d e c i r  l a s u p o s i c i ó n

i n i c i a l  d e  q u e  e l  s c h n i t t  c o r r e s p o n d í a  a  u n  r a c i o n a l  x .  Y  e s t o  q u i e r e  d e c i r  q u e

n o  c o r r e s p o n d e  a  n i n g ú n  r a c i o n a l  x .  Q .  E .  D .

D e d e k i n d ,  j u s t o  t r a s  l a  d e m o s t r a c i ó n :  « E n  e s a  p r o p i e d a d  d e  q u e  n o  t o d o s  l o s

c o r t e s s o n p r o d u c i d o s p o r n ú m e r o s r a c i o n a l e s c o n s i s t e  l o  i n c o m p l e t o o  l a

d i s c o n t i n u i d a d  d e l  d o m i n i o  d e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s »  ( i b í d . ,  p á g .  1 5 ,

e d i t a d o ) .

P e r o  e s t o  n o  e s  n i  l a m i t a d  d e l  a s u n t o .  E l  t r u c o  d e l  s c h n i t t  p e r m i t e  q u e  l o s

n ú m e r o s i r r a c i o n a l e s s e d e f i n a n c o m p l e t a m e n t e e n t é r m i n o s d e l o s

r a c i o n a l e s ,  q u e  e s  e l  ú n i c o m o d o d e  e l a b o r a r  u n a  t e o r í a  d e d u c t i v a y 1 0 0 %

r i g u r o s a  d e  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s .  L a  d e f i n i c i ó n ,  e n  l e n g u a j e  a s e q u i b l e ,  e s  q u e

u n  n ú m e r o  i r r a c i o n a l  e s  e l  v a l o r  d e  u n  p u n t o  e n  e l  c u a l  u n  s c h n i t t  d i v i d e  l a  R .

N .  e n  d o s  c o n j u n t o s A  y B  b i l a t e r a l m e n t e  e x h a u s t i v o s  q u e  r e s p e c t i v a m e n t e

n o  t i e n e n  e l e m e n t o m á x i m o  o  e l e m e n t o m í n i m o .
259

 E s  e s t a  d e f i n i c i ó n  l a  q u e

c r e a e l c o n t i n u o — e s d e c i r , e l c o n j u n t o d e t o d o s  l o s n ú m e r o s r e a l e s — y

t r a n s f o r m a  l a r e c t a n u m é r i c a e n  l a  r e c t a r e a l .
260

 L o q u e e s e s p e c i a l m e n t e

g e n i a l  e  i n g e n i o s o  e s  q u e  l a  t é c n i c a  d e  D e d e k i n d  u s a  j u s t a m e n t e  l o  q u e  h a b í a

259 SEI De aquí la definición de número irracional que daba el doctor Goris en clase: «schnitt sandwich», que
obviamente tenía mucho éxito entre los adolescentes.
260 Respecto a  la  pág.  191:  que los  puntos  de la  recta  real  pueden ponerse en correspondencia  uno a  uno con el
conjunto de todos los números reales es lo que ahora se conoce como el axioma de Cantor-Dedekind.
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h e c h o t a n m i s t e r i o s o s a l o s i r r a c i o n a l e s — s u c o r r e s p o n d e n c i a a p u n t o s

i n n o m i n a b l e s  d e  l a  r e c t a  n u m é r i c a —  c o m o  p a r t e  d e  s u  d e f i n i c i ó n  r i g u r o s a .

§ 6d.

P o r s u p u e s t o , l a t e o r í a d e D e d e k i n d t a m b i é n p r e s u p o n e l a e x i s t e n c i a d e

c o n j u n t o s r e a l m e n t e  i n f i n i t o s . M á s q u e p r e s u p o n e r : m e d i a n t e e l  t r u c o d e l

s c h n i t t ,  l a  d e f i n i c i ó n  f o r m a l  d e  u n  n ú m e r o  r e a l  s e  c o n v i e r t e  e n  « C i e r t o  p a r  d e

c o n j u n t o s i n f i n i t o s c o n c i e r t a s c a r a c t e r í s t i c a s p a r t i c u l a r e s » . H a y c i e r t o

n ú m e r o  d e  p o t e n c i a l e s  r a r e z a s  d e  l a s  q u e  n o s  p o d e m o s  d a r  c u e n t a  e n  e s t e

p u n t o . E n p r i m e r  l u g a r , d a d a  l a  l a r g a y m u y d o c u m e n t a d a a l e r g i a d e  l a s

m a t e m á t i c a s a l o s ∞ r e a l e s , l a t e o r í a d e D e d e k i n d b i e n p o d r í a v e r s e

s i m p l e m e n t e  c o m o  l a  s u s t i t u c i ó n  d e  u n a  c a n t i d a d  d e  t i p o  i n d e f i n i b l e  p o r  o t r a ,

e s d e c i r ,  c o m o  i n v o c a r ,  p a r a  f u n d a m e n t a r  y d e f i n i r  l o s  i r r a c i o n a l e s ,  l a  i d e a

o c u l t a  d e  n o  u n o  s i n o  d o s  c o n j u n t o s  i n i m a g i n a b l e m e n t e  e n o r m e s  y ,  a u n  a s í ,

p r e c i s a m e n t e  o r d e n a d o s ,  c a d a  u n o  d e  e l l o s  i n f i n i t o  d e  a l g ú n m o d o  p e r o  a  l a

v e z  l i m i t a d o  m u y  e s p e c í f i c a m e n t e .  L o  c u a l  p o d r í a  c h o c a r l e  u n a  v e z  m á s  c o m o

a l g o  d e m a s i a d o  p a r e c i d o  a  Z e n ó n .  S i  e s  a s í ,  g u á r d e s e  e s a  i d e a .

S e g u n d a  r a r e z a :  S i  e s  u s t e d  i n u s u a l m e n t e  a t e n t o  e  i n m u n e  a l  a b u r r i m i e n t o ,

p u e d e q u e y a h a y a n o t a d o u n s o r p r e n d e n t e p a r e c i d o e n t r e l a t e o r í a d e

D e d e k i n d  y  l o  d e  l a  c o n m e n s u r a b i l i d a d  g e o m é t r i c a  d e  E u d o x o  d e  C n i d o s  q u e

v i m o s  e n  §  2 d .  C o n  r e s p e c t o  a  l o  c u a l ,  p o r  f a v o r ,  r e c u e r d e  o  r e v i s e  §  2 d  y

v e a q u e e l c o n c e p t o d e s c h n i t t a h o r a a y u d a a h a c e r m á s c l a r o c ó m o l a

d e f i n i c i ó n p o r E u d o x o d e « r a z ó n » f u n c i o n a p a r a d e s i g n a r n ú m e r o s

i r r a c i o n a l e s :  e l  n ú m e r o  e x p r e s a d o  p o r  l a  r a z ó n p /q   e s  i r r a c i o n a l  ( o  s e a , p  y q

s o n  i n c o n m e n s u r a b l e s )  j u s t o  c u a n d o ,  p a r a  c u a l q u i e r  n ú m e r o  r a c i o n a l a /b  ,  l a

d i s y u n c i ó n  ( ap  < bq )  o  ( ap  > b q )  e s  c i e r t a ,
261

 o  s e a ap  ≠ bq .  N o  h a y  a q u í

a c u s a c i ó n a l g u n a d e q u e D e d e k i n d p l a g i a r a a E u d o x o o n i  s i q u i e r a d e q u e

n e c e s a r i a m e n t e  s u p i e r a a l g o d e  é l . V é a s e ,  p o r  e j e m p l o ,  e l  p r e f a c i o d e « L a

261 SEI En el lenguaje de la lógica, una disyunción es verdadera si por lo menos uno de sus términos es verdadero.
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n a t u r a l e z a y s i g n i f i c a d o d e l o s n ú m e r o s » , e n e l c u a l D e d e k i n d c i t a l a

e u d o x i a n a  D e f i n i c i ó n  5  d e  l o s  E l e m e n t o s  s i n  n i n g ú n  c o n o c i m i e n t o  e v i d e n t e  d e

d ó n d e  l a  o b t u v o  E u c l i d e s .  E s t a  c i t a  s u b r a y a  l a  g r a n  d i f e r e n c i a  e n t r e  D e d e k i n d

y  E u d o x o ,  a s í  c o m o  e n t r e  l a s  m a t e m á t i c a s  g r i e g a s  y  e l  a n á l i s i s  m o d e r n o :

[ S ] i u n o c o n t e m p l a e l n ú m e r o  i r r a c i o n a l c o m o  l a  r a z ó n d e d o s c a n t i d a d e s

m e n s u r a b l e s ,
262

 e n t o n c e s e s t a m a n e r a [ = l a d e l m i s m o D e d e k i n d ] d e

d e t e r m i n a r l o e s t á y a d e s c r i t a d e l a m a n e r a m á s c l a r a p o s i b l e
263

 e n l a

c e l e b r a d a d e f i n i c i ó n q u e d a E u c l i d e s d e l a i g u a l d a d d e d o s r a z o n e s

( E l e m e n t o s ,  V ,  5 )  ( i b í d . ,  e d i t a d o ) .

L a d i f e r e n c i a e s t á e n l a c o n d i c i ó n i n i c i a l « S i … c a n t i d a d e s m e n s u r a b l e s » .

E u d o x o  y  E u c l i d e s  e r a n  ( o t r a  v e z )  g e ó m e t r a s ,  y  p a r a  e l l o s  e l  p r o b l e m a  d e  l o s

i r r a c i o n a l e s  i n c l u í a m a g n i t u d e s g e o m é t r i c a s c o m o r e c t a s / á r e a s / v o l ú m e n e s .

M i e n t r a s q u e e l p r o y e c t o g e n e r a l d e D e d e k i n d ( c o m o , d e n u e v o , e l d e

W e i e r s t r a s s m i s m o ) e s h u i r d e l a g e o m e t r í a y f u n d a m e n t a r e l a n á l i s i s

t o t a l m e n t e  e n  l a  a r i t m é t i c a .
264

P o r  e s t o ,  D e d e k i n d  d i c e  u n a  y  o t r a  v e z  q u e  l a  R .  N .  y  l o s  p u n t o s  g e o m é t r i c o s

e n  s u  t e o r í a  d e l  s c h n i t t  s o n  s o l o  p a r a  e n t r e t e n i m i e n t o .  E n  r e a l i d a d ,  s u  a n t e s

m e n c i o n a d o p r e f a c i o  c o n t i e n e u n a d e  l a s d e c l a r a c i o n e s m á s c o n m o v e d o r a s

j a m á s e s c r i t a s s o b r e l a e s t é t i c a d e l a a r i t m e t i z a c i ó n , a s a b e r : « A ú n m e

p a r e c e m á s b e l l o q u e s i n n i n g u n a n o c i ó n d e c a n t i d a d e s m e n s u r a b l e s y

s i m p l e m e n t e m e d i a n t e  u n  s i s t e m a  f i n i t o  d e  s e n c i l l o s  p a s o s  d e l  p e n s a m i e n t o

262 Este es el término de Dedekind para las magnitudes geométricas.
263 glups
264 SEI Una diferencia, relacionada con esto, entre Eudoxo y Dedekind es la concepción que tienen de los conjuntos
infinitos de sus respectivas teorías. Recuerde de § 2d que la propiedad de exhaustación de Eudoxo involucra
conjuntos infinitos en el sentido de secuencias infinitas de restos-de-sustracciones, excepto, por supuesto, que aquí
las sustracciones son a partir de magnitudes geométricas y el ∞ es solo potencial. Recuerde, por ejemplo, de la
pág. 88, la Propiedad I del Libro X de los Elementos:  que es como el análisis pre-Dedekind
habría tratado los restos de la exhaustación. Matemáticamente y metafísicamente, la visión de Dedekind es
exactamente opuesta a la de Eudoxo. Dedekind considera los puntos/líneas geométricos de su propia teoría como
únicamente teóricos e ilustrativos: no importa si se podría construir realmente una recta numérica completa o
medir las longitudes exactas necesarias para aislar el punto √2. Lo que importa —y para Dedekind son reales, pues
después de todo «Los números son creaciones libres de la mente humana» y la existencia matemática es «un
resultado inmediato de las leyes del pensamiento»— son los conjuntos infinitos A de todos los x2 < 2 y B de todos
los x2 > 2. Son estos ∞, y no ninguna cantidad o figura geométrica, los que son fundamentales para la teoría de
Dedekind.
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e l h o m b r e p u e d a a v a n z a r h a c i a  l a  c r e a c i ó n d e l d o m i n i o n u m é r i c o  c o n t i n u o

p u r o »  ( i b í d . ,  p á g .  3 8  [ p u n t u a c i ó n  s i c ] ) .

P o r o t r o l a d o , s i r e s u l t a c o r r e c t o d e c i r q u e l a i n t e r v e n c i ó n d e c o n j u n t o s

r e a l m e n t e  i n f i n i t o s  e n  u n a  d e f i n i c i ó n m a t e m á t i c a  i n v o l u c r a  s o l o  « u n  s i s t e m a

f i n i t o d e p a s o s d e l p e n s a m i e n t o » e s u n a c u e s t i ó n  j u s t a , e s t o n o s  l l e v a d e

n u e v o  a l  a s u n t o  q u e  p u s i m o s  s o b r e  l a  m e s a  h a c e  d o s  p á r r a f o s .  S i  r e s u l t a  q u e

u s t e d p r e s e n t a o b j e c i o n e s a l u s o d e c o n j u n t o s  i n f i n i t o s e n u n a d e f i n i c i ó n

r i g u r o s a p o r q u e l e p a r e c e q u e t a l e s c o n j u n t o s d e t i p o r e a l m e n t e ∞ s o n

m a t e m á t i c a m e n t e i r r e a l e s / i l í c i t o s , e n t o n c e s u s t e d e s , p o r s u p u e s t o , u n

a r i s t o t é l i c o / g a u s s i a n o  y  c o n t a r á  c o m o  s u  d e f e n s o r  n º 1  a l  p r o f e s o r  L e o p o l d

K r o n e c k e r  ( 1 8 2 3 - 1 8 9 1 ) ,  q u e  c o m o  s e  h a m e n c i o n a d o  f u e  u n a  v e z  e l m e n t o r

d e G e o r g C a n t o r y d e s p u é s s u a r c h i e n e m i g o y l a p e r s o n a q u e a l g u n o s

h i s t o r i a d o r e s  p i e n s a n  q u e m á s  o m e n o s  p o r  s í  s o l a  l e  c o n d u j o  a  l a  l o c u r a ,  y

q u i e n ( = K r o n e c k e r ) f u e b á s i c a m e n t e e l p r i m e r i n t u i c i o n i s t a d e l a s

m a t e m á t i c a s ,  y  q u e  c r e í a  q u e  s o l o  l o s  e n t e r o s  e r a n m a t e m á t i c a m e n t e  r e a l e s

p o r q u e s o l o e l l o s e r a n « c l a r o s a  l a  i n t u i c i ó n » ,  l o c u a l s i g n i f i c a b a q u e  l o s

d e c i m a l e s ,  l o s  i r r a c i o n a l e s y  c i e r t a m e n t e  l o s  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s e r a n  t o d o s

u n i c o r n i o s m a t e m á t i c o s . E n l a h i s t o r i a d e l a s m a t e m á t i c a s , l a f i g u r a d e

K r o n e c k e r  a m e n u d o  s e  r e s u m e m e d i a n t e  s u m á x i m a  « S o l o  l o s  e n t e r o s  s o n

u n a  c r e a c i ó n  d e  D i o s ;  t o d o  l o  d e m á s  e s  o b r a  d e l  h o m b r e » ,  d e l m i s m o m o d o

e n q u e  l a  f i g u r a d e D ’ A l e m b e r t  q u e d a  r e s u m i d a p o r « S i g a a d e l a n t e y  l a  f e

v e n d r á » , y  l a d e A r q u í m e d e s , p o r « ¡ E u r e k a ! » .
265

 V e r e m o s m á s d e  l o q u e

265 El otro gran relato apócrifo sobre Kronecker concierne a su reacción cuando Ferdinand Lindemann demostró en
1882 que π era un irracional trascendente (demostración que finalmente clavó una estaca en el corazón del viejo
problema griego de la cuadratura del círculo). Según el relato, en un congreso, Kronecker se dirigió
espontáneamente a Lindemann y dijo, muy seriamente: «¿De qué sirve su adorable demostración sobre π? ¿Por
qué malgastar su tiempo con problemas como este, si los irracionales ni siquiera existen?» (semiextractado de
Kline, pág. 1.198). No hay constancia de la reacción de Lindemann. Perfil rápido de Leopold Kronecker l’homme:
fechas de nacimiento y muerte ya dadas. Uno de los muy escasos matemáticos de primera fila que también fue un
gran hombre de negocios. Kronecker hace tal fortuna en operaciones bancarias que a la edad de treinta años puede
retirarse y dedicar su vida a las matemáticas puras. Se convierte en profesor en la Universidad de Berlín, el Harvard
de Alemania, donde también había sido un alumno estrella. Desde el punto de vista de su investigación, es
principalmente un algebrista, siendo su especialidad los cuerpos de números algebraicos, que son una larga
historia. También lo es su más famoso descubrimiento, la función delta de Kronecker, que en cierto modo anticipa
las matemáticas binarias de la digitalización moderna. Un buen gimnasta y alpinista, Kronecker no mide más de
1,65 m, es ágil y muscular, siempre inmaculadamente peinado, vestido y arreglado. Lo de los 1,65 m no es broma.
De modales corteses, aparentemente, aunque es una verdadera piraña en las matemáticas y la política académica.
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p r o b a b l e m e n t e q u i e r e u s t e d o í r a c e r c a d e L e o p o l d K r o n e c k e r y e l

i n t u i c i o n i s m o d e n t r o d e u n o s § . P o r a h o r a b a s t a s a b e r q u e a s í c o m o

W e i e r s t r a s s , D e d e k i n d y a l g u n o s  c o l e g a s q u i e r e n e l i m i n a r  l a g e o m e t r í a d e l

a n á l i s i s y b a s a r l o  t o d o e n e l  s i s t e m a d e  l o s n ú m e r o s  r e a l e s , K r o n e c k e r v a

i n c l u s o m á s a l l á y q u i e r e b a s a r e l a n á l i s i s s o l o e n l o s e n t e r o s y e n l o s

r a c i o n a l e s  e x p r e s a d o s  c o m o  r a z o n e s  d e  e n t e r o s .

A s í q u e v o l v i e n d o a h o r a a l a o b j e c i ó n e s p e c í f i c a n o - s e - p u e d e n - u s a r -

c o n j u n t o s - i n f i n i t o s - e n - u n a - d e f i n i c i ó n  a  l a  t e o r í a  d e  D e d e k i n d  d e  l o s  n ú m e r o s

r e a l e s .  H a y  p o r  l o m e n o s  d o s m a n e r a s  n o  t r i v i a l e s  d e  r e s p o n d e r  a  e s t o .  L a

p r i m e r a  e s  d e c i r  ( d e  a c u e r d o  c o n  l a  n o t a  2 1 )  q u e  l a  t e o r í a  d e D e d e k i n d  e n

r e a l i d a d n o n o s e x i g e t r a t a r c o n j u n t o s  i n f i n i t o s e n e l s e n t i d o e s p e c i a l d e

« t r a t a r » d e s c r i t o e n § 1 . E s t r i c t a m e n t e h a b l a n d o ,  l a  t é c n i c a d e l  s c h n i t t n o

p r e s u p o n e  ∞  r e a l e s  m á s  d e  l o  q u e  l o  h a c e

L o c u a l e q u i v a l e a d e c i r q u e  l o s c o n j u n t o s  i n f i n i t o s A y B d e  l a  t e o r í a d e

D e d e k i n d s o n c o m p l e t a m e n t e a b s t r a c t o s , h i p o t é t i c o s : n o t e n e m o s q u e

c o n t a r l o s n i  r e p r e s e n t a r l o s  o n i  s i q u i e r a p e n s a r  e n  e l l o s m á s a l l á  d e  s a b e r

q u e B  > A  y  d e c i d i r  s i  e x i s t e  u n a'  m á x i m o ,  u n b'  m í n i m o  o  n i n g u n o .

S i  e s t a  r e s p u e s t a  n o  l e  e m o c i o n a  d e m a s i a d o  y  t o d a v í a  l e  p a r e c e  q u e  t o d o  l o

q u e l a d e f i n i c i ó n s u p u e s t a m e n t e r i g u r o s a d e D e d e k i n d e s t á h a c i e n d o e s

s u s t i t u i r  l a  i m p r e c i s i ó n m a t e m á t i c a  d e  l o s  n ú m e r o s  i r r a c i o n a l e s  p o r  l a  d e  l o s

Muy activo y bien relacionado en toda la comunidad matemática, el tipo de colega que más vale no tener como
enemigo porque está en todos los comités y consejos editoriales posibles. Principal aliado: el teórico de números
Erns Eduard Kummer. Principal enemigo pre-Cantor: el antes mencionado, alto, arrugado, flegmático Karl
Weierstrass.  Las  descripciones  de  los  debates  entre  Kronecker  y  Weierstrass  a  menudo  evocan  la  imagen  de  un
chihuahua rabioso persiguiendo a un dogo. Motivos de la antipatía: (1) La especialidad de Weierstrass son las
funciones continuas, que Kronecker considera ilusorias y perversas; (2) Kronecker cree que el programa de
Weierstrass de aritmetización del análisis se queda muy corto. Gran sueño de Kronecker: basar todo el análisis en
los enteros. La ontología matemática ultraconservadora de Kronecker se considera ahora como la precursora del
intuicionismo y el constructivismo, aunque no tuvo otros adherentes hasta Poincaré y Brouwer, todo lo cual se
desarrolla extensamente en § 7.
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c o n j u n t o s i n f i n i t o s , e n t o n c e s e s o p o r t u n o i n d i c a r q u e c o i n c i d i e n d o c o n l a

a p a r i c i ó n  d e  « C o n t i n u i d a d  y  n ú m e r o s  i r r a c i o n a l e s » ,  C a n t o r  e s t á  e m p e z a n d o  a

p u b l i c a r t r a b a j o s q u e d a n p r e c i s i ó n j u s t o a l t i p o d e c o n j u n t o s r e a l m e n t e

i n f i n i t o s  q u e D e d e k i n d  e s t á  p o s t u l a n d o .  C o m o  s e  i n s i n u ó  e n  l o s  §  1  y  4 ,  l a

a p a r i c i ó n  c a s i  s i m u l t á n e a  d e  C a n t o r  y  D e d e k i n d  e n  l a s  m a t e m á t i c a s  e s  m á s  o

m e n o s c o m o l o d e N e w t o n y L e i b n i z , u n a s e ñ a l s e g u r a d e q u e e r a e l

« m o m e n t o  a d e c u a d o »  p a r a  l o s  c o n j u n t o s  d e  t i p o ∞ .  I g u a l  d e  i m p r e s i o n a n t e

e s  l a m a n e r a  e s c h e r i a n a  e n  q u e  s e  s u p e r p o n e  l a  o b r a  d e  a m b o s  h o m b r e s .
266

C a n t o r e s c a p a z d e d e f i n i r y f u n d a m e n t a r l o s c o n c e p t o s d e « c o n j u n t o

i n f i n i t o » y « n ú m e r o t r a n s f i n i t o » , y d e e s t a b l e c e r t é c n i c a s r i g u r o s a s p a r a

c o m b i n a r y c o m p a r a r d i f e r e n t e s  t i p o s d e ∞ , q u e e s  j u s t a m e n t e d o n d e l a

d e f i n i c i ó n d e D e d e k i n d d e l o s i r r a c i o n a l e s n e c e s i t a a p u n t a l a r s e .

R e c í p r o c a m e n t e , l a t é c n i c a d e l s c h n i t t d e m u e s t r a q u e l o s c o n j u n t o s

r e a l m e n t e  i n f i n i t o s  p u e d e n  t e n e r v e r d a d e r a u t i l i d a d e n e l  a n á l i s i s .  E n o t r a s

p a l a b r a s , q u e p o r m u y s e n s i t i v a y c o g n i t i v a m e n t e a b s t r a c t o s q u e d e b a n

p e r m a n e c e r ,  l o s ∞ a p e s a r d e  t o d o p u e d e n  f u n c i o n a r e n  l a s m a t e m á t i c a s

c o m o a b s t r a c c i o n e s p r á c t i c a s y n o s o l o c o m o e x t r a ñ o s d i v e r t i m e n t o s

p a r a d ó j i c o s .
267

T a m b i é n  l a  c o i n c i d e n c i a  e n  e l  t i e m p o  e s  c a s i  i n q u i e t a n t e .  D e d e k i n d  s e  e n t e r a

p o r  p r i m e r a  v e z  d e  l a  e x i s t e n c i a  d e  G e o r g  C a n t o r  e l m e s  d e m a r z o  d e  1 8 7 2 ,

c u a n d o  l e e  s u  o b r a  « Ü b e r  d i e  A u s d e h n u n g  e i n e s  S a t z e s  a u s  d e r  T h e o r i e  d e r

t r i g o n o m e t r i s c h e n  R e i h e n »
268

 e n  u n a  i m p o r t a n t e  r e v i s t a m i e n t r a s  e s t á  d a n d o

l o s t o q u e s f i n a l e s a « C o n t i n u i d a d y n ú m e r o s i r r a c i o n a l e s » , e n e l ú l t i m o

b o r r a d o r d e l c u a l a ñ a d e u n a c i t a d e C a n t o r y u n « g r a c i a s d e c o r a z ó n » a

« e s t e  i n g e n i o s o  a u t o r »  c u y o  a r t í c u l o  c o n t i e n e  u n a  t e o r í a  d e  l o s  i r r a c i o n a l e s *

q u e  « …  e s t á  d e  a c u e r d o ,  a p a r t e  d e  l a  f o r m a  d e  l a  p r e s e n t a c i ó n ,  c o n  l o  q u e

266 SEI Al doctor Goris le gustaba decir que Weierstrass, Dedekind y Cantor formaban su propia serie convergente
especial, donde por turnos cada uno proporcionaba a los demás justo lo que necesitaban para que sus avances
fueran viables.
267 Hay, no hace falta decirlo, matemáticos de finales del siglo XIX para los que nada de esto resulta convincente.
Kronecker es solo uno de ellos.
268 = algo así como «Sobre la extensión de una proposición de la teoría de series trigonométricas», que es el primer
artículo importante de Cantor y ocupará buena parte de los dos siguientes § .
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d e s i g n o c o m o l a e s e n c i a d e  l a c o n t i n u i d a d » ( D e d e k i n d , p á g . 3 , e d i t a d o ) .

L u e g o , m á s  t a r d e  e s e m i s m o  a ñ o  s e  c o n o c e n ,  p o r  c a s u a l i d a d ,  c u a n d o  e s t á n

d e  v a c a c i o n e s  e n S u i z a . C h o c a n  e l  u n o  c o n  e l  o t r o ,  l i t e r a l m e n t e . C a n t o r  e s

p r i v a t d o z e n t  e n  l a  U n i v e r s i d a d  d e  H a l l e ,  y  D e d e k i n d  d a  c l a s e s  d e  b a c h i l l e r a t o

e n B r u n s w i c k .
269

 C o n g e n i a n i n m e d i a t a m e n t e y e m p i e z a n a c a r t e a r s e , y

m u c h o s  d e  l o s  r e s u l t a d o s m á s  s i g n i f i c a t i v o s  d e  C a n t o r  s e  d e s a r r o l l a n  e n  e s a s

c a r t a s .  P e r o  n u n c a  s o n  a u t é n t i c o s  c o l a b o r a d o r e s ,  y  a p a r e n t e m e n t e  t i e n e n  u n

g r a n d e s a c u e r d o  e n 1 8 8 0 ,  c u a n d o C a n t o r  s e  l a s  a r r e g l a  p a r a  c o n s e g u i r l e  a

D e d e k i n d  u n a  p l a z a  d e  p r o f e s o r  e n  H a l l e  y  e s t e  l a  r e c h a z a  ( a u n q u e  d e b e n  d e

h a b e r l o r e s u e l t o c o n e l  t i e m p o s i e n 1 8 9 9 t i e n e n  l a r g a s s o b r e m e s a s t r a s

c o m e r j u n t o s ) . D e n u e v o , n o s s a l t a m o s l a m a y o r p a r t e d e e s a s c o s a s

p e r s o n a l e s .

§ 6e.

*Interpolación semi- SEI

L a  t e o r í a  d e  l o s  i r r a c i o n a l e s  d e G e o r g  C a n t o r ,  q u e  c o m o  s e  h a m e n c i o n a d o

e s t á p r i n c i p a l m e n t e e n e l « Ü b e r [ … ] R e i h e n » d e 1 8 7 2 , e s a l a v e z

t é c n i c a m e n t e  c o m p l e j a  y ,  e n  d e f i n i t i v a ,  m e n o s  r e l e v a n t e  q u e  e l  t r a b a j o  s o b r e

t e o r í a d e c o n j u n t o s d e l q u e  f o r m a p a r t e ,
270

 y d e p e n d i e n d o d e s u c o c i e n t e

g e n e r a l
interés/fatiga p u e d e q u e u s t e d n o q u i e r a h a c e r m á s q u e e c h a r l e u n a

o j e a d a  a  l a  s i g u i e n t e  e x p l i c a c i ó n ,  q u e  o c u p a  u n  c o m p l i c a d o  n i c h o  r e t ó r i c o  y

h a  s i d o  c l a s i f i c a d a  c o m o  S E M I -  SEI .

C a n t o r n o e s t á t a n  i n t e r e s a d o e n d e f i n i r  l o s  i r r a c i o n a l e s p e r s e c o m o e n

d e s a r r o l l a r u n a t é c n i c a m e d i a n t e  l a c u a l p u e d a d e f i n i r  t o d o s  l o s n ú m e r o s

r e a l e s ,  r a c i o n a l e s  e  i r r a c i o n a l e s ,  d e l m i s m o m o d o .  E n  r e a l i d a d ,  C a n t o r  e s  e l

p r i m e r o  q u e  i n t r o d u c e  e n  l a s m a t e m á t i c a s  l a  i d e a d e  u n  c o n j u n t o  d e  t o d o s

269 SEI Curiosidad gorisiana: Brunswick es más conocido por su inexplicablemente popular sándwich
Braunschweiger, que es un poco como paté que se ha dejado solidificar en la punta del pie de una vieja zapatilla de
gimnasia. En nuestra clase (para obtener puntos extra), durante la lección sobre Dedekind y Cantor, todo el mundo
estaba invitado a probar un poco, encima de una galleta salada.
270 Algo más relevante para nosotros es que la teoría de Cantor de los irracionales simplemente no es tan buena
como la de Dedekind. Esta última es más simple y más elegante y (bastante irónicamente) hace mejor uso de los
conjuntos de tipo.
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l o s n ú m e r o s r e a l e s q u e c o m p r e n d a t a n t o a l o s r a c i o n a l e s c o m o a l o s

i r r a c i o n a l e s ( a l o c u a l D e d e k i n d , p o r c o m p l i c a d a s r a z o n e s , s e o p o n e ) .

O b v i a m e n t e ,  l a  t e o r í a  d e l  p r o p i o C a n t o r  t a m b i é n d e p e n d e d e  l o s  c o n j u n t o s

i n f i n i t o s , p e r o e n e s t e p u n t o p a r a C a n t o r e s t o s s o n m á s c o m o c o n j u n t o s

i n f i n i t o s d e s u c e s i o n e s  i n f i n i t a s d e n ú m e r o s r a c i o n a l e s . D e a q u í v i e n e , e n

p a r t e ,  l o  c o m p l e j o  d e  s u  t e o r í a .  O t r a  p a r t e  e s  q u e  C a n t o r  q u i e r e  u s a r  l a  i d e a

w e i e r s t r a s s i a n a d e l o s i r r a c i o n a l e s - c o m o - l í m i t e s s i n e l p r o b l e m a d e

c i r c u l a r i d a d m e n c i o n a d o e n § 6 a , l o c u a l l e c o n d u c e a u s a r s u c e s i o n e s

c o n v e r g e n t e s  e n  l u g a r  d e  s e r i e s .

E n c o n c r e t o , p a r a e v i t a r l a c i r c u l a r i d a d d e l a d e f i n i c i ó n d e W e i e r s t r a s s ,

C a n t o r  e x p l o t a  l o s  h e c h o s  d e  q u e  ( 1 )  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s  p u e d e n  s e r

r e p r e s e n t a d o s  p o r  d e c i m a l e s  i n f i n i t o s  ( y  l o s  r a c i o n a l e s  t i e n e n  d e c i m a l e s  q u e

o  b i e n  r e p i t e n  i n f i n i t a m e n t e  s u  p e r í o d o  b á s i c o  ( c o m o  e n  l a  n o t a  1 0  d e  §  6 c ) ,

o b i e n a c a b a n c o n u n a  i n f i n i d a d d e o s e g u i d o s o 9 s e g u i d o s ( l o s c u a l e s ,

r e c u p e r a n d o  e l  r a s t r o  d e  l a  n o t a  3 5  d e  §  2 c ,  s o n  e q u i v a l e n t e s ,  c o m o  c u a n d o

v e í a m o s  q u e  0 , 9 9 9 … =  1 , 0 0 0 … ) ,  y  q u e  ( 2 )  l o s  d e c i m a l e s  i n f i n i t o s  f u n c i o n a n

c o m o  l í m i t e s  d e  f r a c c i o n e s  d e c i m a l e s .  ( E n  l a  e s c u e l a  a p r e n d i ó  l a s  f r a c c i o n e s

d e c i m a l e s :  s o n  l a m a n e r a  d e  h a c e r  q u e  l o s  c h a v a l e s  e n t i e n d a n  l o s  d e c i m a l e s

e n  t é r m i n o s  d e  f r a c c i o n e s ,  p o r  e j e m p l o

0 , 1 5  =
0

/ 1  +
1

/ 10  +
5

/ 100

A q u í ,  p u e s ,  t e n e m o s  o t r o  c a s o  e n  e l  c u a l  e l  a n á l i s i s  s u p e r i o r  r e s u l t a  e s t a r  e n

e l  f u n d a m e n t o d e  l a a r i t m é t i c a  i n f a n t i l :  l a r e g l a g e n e r a l e s q u e c u a l q u i e r

d e c i m a l  i n f i n i t o  p u e d e  s e r  r e p r e s e n t a d o  c o m o  l a  s e r i e  i n f i n i t a  c o n v e r g e n t e

a0 1 0
0

 + a1 1 0
−1

 + a2 1 0
−2

 + a3 1 0
−3

 +  …  + an 1 0
−n

 +  … ,
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s e r i e q u e c o n v e r g e h a c i a e l d e c i m a l o r i g i n a l , e s d e c i r , e l d e c i m a l e s e l

l í m i t e / s u m a d e l a s e r i e ) .
271

 E n t o n c e s , m e d i a n t e u n i n g e n i o s o e j e r c i c i o d e

s e m á n t i c a m a t e m á t i c a , C a n t o r p u e d e c o n s e g u i r t o d o e l b o t í n d e l o s

d e c i m a l e s  o b s e r v a n d o ,  e n  l a  l í n e a  d e  §  5 d ,  q u e  e l  h e c h o  d e  q u e  u n a  s u c e s i ó n

c u a l q u i e r a
272

 d e n ú m e r o s r a c i o n a l e s c o n v e r j a e q u i v a l e a q u e s e a

r e p r e s e n t a b l e m e d i a n t e u n d e c i m a l i n f i n i t o , e l c u a l e s t á , p u e s , d e f i n i d o

m a t e m á t i c a m e n t e  p o r  l a  s u c e s i ó n .

[ SEI S i e l a n t e r i o r p á r r a f o p a r e c e s o s p e c h o s o o e n r e v e s a d o , p o d e m o s

r e d u c i r  e l  a r g u m e n t o  a  u n  s i m p l e  s i l o g i s m o : « C o m o  ( 1 )  t o d o s  l o s  n ú m e r o s

s o n d e f i n i b l e s m e d i a n t e d e c i m a l e s y  ( 2 )  t o d o s  l o s d e c i m a l e s  s o n d e f i n i b l e s

m e d i a n t e s u c e s i o n e s , ( 3 ) t o d o s l o s n ú m e r o s s o n d e f i n i b l e s m e d i a n t e

s e c u e n c i a s » ,  l o  c u a l  r e s u l t a  s e r  1 0 0 %  v á l i d o ] .

E n d e f i n i t i v a , l a i d e a b á s i c a d e C a n t o r e s q u e u n a s u c e s i ó n i n f i n i t a d e

n ú m e r o s r a c i o n a l e s d e f i n e u n n ú m e r o r e a l s i  l a s u c e s i ó n c o n v e r g e e n e l

s e n t i d o  d e  q u e

p a r a  c u a l q u i e r m a r b i t r a r i a  ( s e m i e x t r a c t a d o  d e K l i n e ,  p á g s .  9 8 4 - 9 8 5 ) ,
273

 e s

d e c i r ,  s i  l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  d o s  t é r m i n o s  s u c e s i v o s  c u a l e s q u i e r a  t i e n d e  a  0
274

a l  a l e j a r n o s m á s  y m á s  p o r  l a  s u c e s i ó n  ( q u e  p o r  s u p u e s t o  e s  j u s t o  e l m o d o

e n q u e l o s d e c i m a l e s f u n c i o n a n : e n l a p o s i c i ó n d e c i m a l n - é s i m a , v a l o r e s

271 SEI Probablemente notará algunas notables similitudes entre el material sobre fracciones decimales y lo
explicado en § 5e(1) sobre la aproximación de números racionales mediante series de potencias convergentes de
otros racionales. En cualquier caso, concedamos una vez más que si buscáramos el rigor técnico más que la
comprensión general, todos estos tipos de conexiones se seguirían/discutirían a fondo, aunque, por supuesto,
entonces el libro entero sería mucho más largo y difícil, y el nivel requerido de preparación-y-paciencia-del-lector,
mucho más alto. O sea, que es una serie continua de compromisos.
272 SEI Seguramente es innecesario insistir una vez más en que una serie es solo un tipo particular de sucesión.
273 SEI Si  ha  notado  el  parecido  de  esto  con  la  condición  de  convergencia  de  Cauchy  de  §  5a  (véase  G.  E.  II,
Ecuaciones diferenciales (b)), puede entender por qué Cantor no dice que la secuencia de a define un número real
si y solo si converge de esa manera, sino meramente si converge.
274 Naturalmente, esto solo es cuestión de notación. En el verdadero «Über […] Reihen», Cantor sigue el programa
de Weierstrass y evita «tiende a»/«se aproxima a», prefiriendo el bueno y viejo pequeño épsilon; así,
técnicamente, el límite de la secuencia se define mediante la regla de que para cualquier ε dado, no más de un
número finito de términos sucesivos de la sucesión pueden dejar de diferir entre sí en un valor m tal que m < ε.
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s u c e s i v o s  p u e d e n  d i f e r i r  a  l o  s u m o  e n  1 0
−n

) .  C a n t o r  l l a m a  a  l a s  s u c e s i o n e s

q u e s e c o m p o r t a n d e e s e m o d o s u c e s i o n e s f u n d a m e n t a l e s , y l o q u e s e

c o n o c e c o m o  t e o r í a d e  l o s n ú m e r o s  r e a l e s d e C a n t o r e s q u e c a d a n ú m e r o

r e a l  q u e d a  d e f i n i d o  m e d i a n t e  p o r  l o  m e n o s  u n a  s e c u e n c i a  f u n d a m e n t a l .

U n  p a r  d e  p o t e n c i a l e s  o b j e c i o n e s  e n  e s t e  p u n t o .  S i  a  u s t e d  t a l  v e z  l e  c h o c a

c o m o  a l g o  c i r c u l a r  o  c u e s t i o n a b l e  q u e  C a n t o r  d e f i n a  « n ú m e r o  r e a l »  c o m o  e l -

q u e - e s - d e f i n i d o - p o r - u n a - s u c e s i ó n - f u n d a m e n t a l — a l g o p a r e c i d o a d e f i n i r

« p e r r o » c o m o e l - q u e - e s - d e f i n i d o - p o r - l a - d e f i n i c i ó n - d e - « p e r r o » — e n t o n c e s

t e n e m o s  q u e  a c l a r a r  q u é  s i g n i f i c a  e x a c t a m e n t e « d e f i n i r »  e n  r e l a c i ó n  c o n  l a

t e o r í a  d e  C a n t o r .  B á s i c a m e n t e  s i g n i f i c a  « e s »  o  « e s  i g u a l  a » .  E s  d e c i r ,  l o  q u e

p e r m i t e q u e  l a  t e o r í a e v i t e  l a c i r c u l a r i d a d e s q u e  l a  s u c e s i ó n  f u n d a m e n t a l

r e l e v a n t e e s e l n ú m e r o r e a l , d e l m i s m o m o d o q u e 0 , 1 5 e s l i m ( 0 ( 1 0
0

) ,

1 ( 1 0
− 1

) , 5 ( 1 0
−2

) ) y u n a f u n c i ó n t r i g o n o m é t r i c a e s s u d e s a r r o l l o e n s e r i e

c o n v e r g e n t e . P o r o t r o l a d o , c o m o l o s n ú m e r o s r e a l e s i n c l u y e n t a n t o l o s

i r r a c i o n a l e s  c o m o  l o s  r a c i o n a l e s ,  p o d r í a  e s t a r  p r e g u n t á n d o s e  s i ,  y  c ó m o ,  l a s

s u c e s i o n e s  f u n d a m e n t a l e s d e r a c i o n a l e s d e C a n t o r  t a m b i é n p u e d e n d e f i n i r

n ú m e r o s  r a c i o n a l e s ,  o  s i  l a  i d e a  t i e n e  s e n t i d o  s i q u i e r a .  L a  r e s p u e s t a  e s  q u e

t i e n e  s e n t i d o  y  p u e d e n  h a c e r l o :  l a  e s t i p u l a c i ó n  d e  C a n t o r  e s  q u e  c u a n d o  u n a

s u c e s i ó n  f u n d a m e n t a l a0 ,  … , an ,  …  t i e n e  t o d o s  l o s  t é r m i n o s  p o s t e r i o r e s  a  a n

i g u a l e s  a x ,  l a  s u c e s i ó n  d e f i n e  ( =  e s )  e l  n ú m e r o  r a c i o n a l x .
275

P a r a h a c e r v e r d a d e r a m e n t e v i a b l e s u t e o r í a , C a n t o r t o d a v í a t i e n e q u e

d e m o s t r a r c ó m o d e d u c i r p r o p i e d a d e s a r i t m é t i c a s y r e a l i z a r o p e r a c i o n e s

b á s i c a s  c o n s u s  s u c e s i o n e s  f u n d a m e n t a l e s y  l o s n ú m e r o s  r e a l e s q u e e s t a s

d e f i n e n .  A  c o n t i n u a c i ó n ,  v e r e m o s  u n  p a r  d e  e j e m p l o s  d e  l a s  d e m o s t r a c i o n e s

d e  s u  a r t í c u l o ,  d o n d e  n u e s t r o s  n ú m e r o s  r e a l e s  r e l e v a n t e s  s o n  a q u í x  e y :

( A )  C o m o  r e s u l t a  q u e  s e  p u e d e  d e f i n i r  e l  m i s m o  n ú m e r o  r e a l  x  m e d i a n t e  m á s

d e u n a s u c e s i ó n  f u n d a m e n t a l ,
276

 l a  r e g l a  d e C a n t o r e s q u e d o s  s u c e s i o n e s

275 SEI Es decir, si la sucesión tiene un comportamiento constante a partir de cierto punto, y a partir de entonces
todos sus términos tienen exactamente el mismo valor, la sucesión define dicho valor.
276 Infinitas, de hecho, aunque la demostración es demasiado elaborada para que entremos en ella.
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f u n d a m e n t a l e s a0 , a1 , a2 , …  y b0 , b1 , b2 ,  …  d e f i n e n  e l m i s m o x  s i  y  s o l o  s i

| an  − bn |  s e  a p r o x i m a
277

 a  0  c u a n d o n  t i e n d e  a  ∞ .

( B ) P a r a  d e m o s t r a r  q u e  s e  p u e d e n  h a c e r  l a s  o p e r a c i o n e s  a r i t m é t i c a s  b á s i c a s ,

s u p o n g a m o s q u e an  y bn  s o n  s u c e s i o n e s  f u n d a m e n t a l e s  q u e d e f i n e n x  e y ,

r e s p e c t i v a m e n t e . C a n t o r d e m u e s t r a ( e n u n a o r g í a d e s i m b o l i s m o

u l t r a t e c n i f i c a d o q u e e s t a m o s o m i t i e n d o ) q u e ( an ± bn ) y ( an × bn ) s o n

t a m b i é n  s u c e s i o n e s  f u n d a m e n t a l e s ,  d e f i n i e n d o  a s í  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s x  ± y  y

x  × y .  E n  s u  d e m o s t r a c i ó n  d e  q u e bn / an   e s  u n a  s u c e s i ó n  f u n d a m e n t a l  q u e

d e f i n e x /y ,  l a  ú n i c a  r e s t r i c c i ó n  e s  q u e x  o b v i a m e n t e  n o  p u e d e  s e r  0 .

P o r  ú l t i m o ,  p u e d e  q u e  h a y a  v i s t o  u s t e d  o t r a  o b j e c i ó n  p o t e n c i a l .  U n a  b a s t a n t e

f e a . Y q u i z á s e l a s p e c t o m á s  i m p r e s i o n a n t e d e  l a  t e o r í a d e C a n t o r d e  l o s

r e a l e s - m e d i a n t e - s u c e s i o n e s - f u n d a m e n t a l e s — y  p o r  l o  q u e  D e d e k i n d  l e  l l a m a

i n g e n i o s o —  e s  e l m o d o  e n  q u e  C a n t o r  e v i t a  e s a  o b j e c i ó n ,  d e l  t i p o  d e  l a s  R I V

l e t a l e s , a n t e l a c u a l s u t e o r í a p a r e c e v u l n e r a b l e a l p r i n c i p i o . P u e s s i

s u c e s i o n e s f u n d a m e n t a l e s d e n ú m e r o s  r a c i o n a l e s d e f i n e n n ú m e r o s r e a l e s ,

¿ q u é h a y d e l a s s u c e s i o n e s f u n d a m e n t a l e s d e n ú m e r o s r e a l e s ( = t a n t o

r a c i o n a l e s  c o m o  i r r a c i o n a l e s ) ?  S e  p u e d e n  c o n s t r u i r  f á c i l m e n t e  s u c e s i o n e s  d e

n ú m e r o s  r e a l e s  q u e  c o n v e r g e n  s e g ú n  l a s  e s p e c i f i c a c i o n e s  d e C a n t o r :  v a r i o s

t i p o s d e s e r i e s  t r i g o n o m é t r i c a s y a  l o h a c e n . ¿ N e c e s i t a m o s c r e a r  t o d a u n a

c l a s e  c o m p l e t a m e n t e  n u e v a  d e  n ú m e r o s  p a r a  q u e  f u n c i o n e n  c o m o  l í m i t e s  d e

e s a s  s u c e s i o n e s  d e  n ú m e r o s  r e a l e s ?  S i  e s  a s í ,  e n t o n c e s  n e c e s i t a r e m o s  o t r a

c l a s e m á s p a r a l o s l í m i t e s d e s u c e s i o n e s f u n d a m e n t a l e s d e e s o s n u e v o s

n ú m e r o s , y l u e g o o t r a m á s … y a l l á v a m o s : s e r á e l T e r c e r H o m b r e d e

A r i s t ó t e l e s o t r a v e z . S o l o q u e C a n t o r  l o e l u d e d e m o s t r a n d o
278

 e l  s i g u i e n t e

t e o r e m a :  s i  r n  e s  u n a  s e c u e n c i a  d e  n ú m e r o s  r e a l e s  t a l  q u e

277 De nuevo, cuestión de notación. Lo mismo respecto al final de la frase.
278 de nuevo, fuera de cuadro: desarrollarlo costaría varias páginas y otro glosario de emergencia entero. Vamos a
dedicar un tiempo más que suficiente a las demostraciones formales de Cantor sobre ∞ en § 7, de todos modos.
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p a r a u n m a r b i t r a r i o — e s d e c i r , s i r n e s u n a s u c e s i ó n f u n d a m e n t a l d e

n ú m e r o s  r e a l e s  b o n a  f i d e —  e n t o n c e s  e x i s t e  u n  n ú m e r o  r e a l  ú n i c o r ,  d e f i n i d o

p o r  u n a  s e c u e n c i a  f u n d a m e n t a l an  d e  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s ,  t a l  q u e

E n o t r a s p a l a b r a s , C a n t o r  e s  c a p a z d e  d e m o s t r a r q u e  l o s p r o p i o s n ú m e r o s

r e a l e s p u e d e n s e r v i r c o m o l í m i t e s d e l a s s u c e s i o n e s f u n d a m e n t a l e s d e

n ú m e r o s  r e a l e s ,  d e m o d o  q u e  s u  s i s t e m a  d e  d e f i n i c i o n e s  e s  a u t o c o n t e n i d o  y

a  p r u e b a  d e  R I V .

§ 6f.

C o m o s e i n s i n u ó v a g a m e n t e e n § 6 d ,  l a s t e o r í a s d e D e d e k i n d y C a n t o r

e n t r a n  e n  c o n f l i c t o  c o n  u n a m á s  d e  l a s  d o c t r i n a s  k r o n e c k e r i a n a s ,  a m e n u d o

c o n o c i d a c o m o c o n s t r u c t i v i s m o , q u e s e c o n v e r t i r á e n u n a p a r t e m u y

i m p o r t a n t e d e l i n t u i c i o n i s m o y d e l a s c o n t r o v e r s i a s a c e r c a d e l o s

f u n d a m e n t o s f i l o s ó f i c o s d e l a s m a t e m á t i c a s d e s a t a d a s p o r l a t e o r í a d e

c o n j u n t o s .
279

 T o d o e s t o s e v u e l v e m u y p e s a d o y c o m p l i c a d o , p e r o e s

i m p o r t a n t e .  A q u í  e s t á n  l o s  p r i n c i p i o s  b á s i c o s  d e l  c o n s t r u c t i v i s m o  t a l  c o m o  l o s

p r a c t i c ó  K r o n e c k e r  y  l o s  c o d i f i c a r o n  J u l e s - H e n r i  P o i n c a r é  y  L u i t z e n  E g b e r t u s

J a n B r o u w e r y o t r a s f i g u r a s d e s t a c a d a s d e l i n t u i c i o n i s m o : ( 1 ) C u a l q u i e r

e n u n c i a d o  o  t e o r e m a m a t e m á t i c o  q u e  s e a m á s  c o m p l i c a d o  o  a b s t r a c t o  q u e  l a

a r i t m é t i c a d e  l o s  e n t e r o s d e  t o d a  l a  v i d a d e b e  s e r  e x p l í c i t a m e n t e d e r i v a d o

279 SEI Algunos historiadores de las matemáticas usan «constructivismo» para referirse también al intuicionismo, o
viceversa, y a veces, operacionalismo para referirse a ambos —además está el convencionalismo, que es a la vez
similar y algo distinto—, es decir, que puede resultar todo extremadamente complicado y desagradable. Por ello, de
aquí en adelante, vamos a clasificar las diversas escuelas e ideologías de la manera más simple que sea posible.
(Por favor, observe también que de toda la controversia intuicionista no vamos a discutir nada más que lo
directamente relevante para nuestra misión. Para los lectores especialmente interesados en el debate
metamatemático que empieza con Kronecker y termina con las demoliciones de fundamentos por Gödel en la
década de 1930, nos complace recomendar la obra editada por Paolo Mancuso From Brouwer to Hilbert, también
Introduction to Metamathematics de Stephen C. Kleene, y/o Philosophy of Mathematics and Natural Science de
Hermann Weyl; todos ellos están en la Bibliografía).
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( e s  d e c i r ,  « c o n s t r u i d o » )  d e  l a  a r i t m é t i c a  d e  l o s  e n t e r o s m e d i a n t e  u n  n ú m e r o

f i n i t o  d e  p a s o s  p u r a m e n t e  d e d u c t i v o s .  ( 2 )  L a s  ú n i c a s  d e m o s t r a c i o n e s  v á l i d a s

e n m a t e m á t i c a s s o n l a s c o n s t r u c t i v a s , y a q u í e l a d j e t i v o s i g n i f i c a q u e l a

d e m o s t r a c i ó n  p r o p o r c i o n a  u n m é t o d o  p a r a  e n c o n t r a r  ( e s  d e c i r ,  « c o n s t r u i r » )

c u a l e s q u i e r a  e n t e s  m a t e m á t i c o s  i n v o l u c r a d o s  e n  e l l a .
280

R e s p e c t o a  l a m e t a f í s i c a d e  l a s m a t e m á t i c a s ,  e l  c o n s t r u c t i v i s m o e s , p o r  l o

t a n t o , d i r e c t a m e n t e o p u e s t o a l p l a t o n i s m o : c o n  l a e x c e p c i ó n q u i z á d e  l o s

e n t e r o s ,  l a s  v e r d a d e s  m a t e m á t i c a s  n o  e x i s t e n  f u e r a  d e  l a  m e n t e  h u m a n a .  D e

h e c h o , d e s d e e l p u n t o d e v i s t a d e K r o n e c k e r y s u s s e g u i d o r e s , d e c i r q u e

c i e r t o e n t e m a t e m á t i c o « e x i s t e » e s d e c i r l i t e r a l m e n t e q u e p u e d e s e r

c o n s t r u i d o  c o n  l á p i z  y  p a p e l  p o r  s e r e s  h u m a n o s  r e a l e s  d u r a n t e  e l  t i e m p o  d e l

q u e ,  s i e n d o  m o r t a l e s ,  p u e d e n  d i s p o n e r .

P u e d e u s t e d v e r , e n t o n c e s , q u e l o s c o n s t r u c t i v i s t a s v a n a t e n e r s e r i o s

p r o b l e m a s  c o n  l o s  t e o r e m a s y  l a s  d e m o s t r a c i o n e s  q u e  i n v o l u c r a n  e l ∞ ,  l o s

c o n j u n t o s i n f i n i t o s , l a s s u c e s i o n e s i n f i n i t a s , e t c . , p a r t i c u l a r m e n t e c u a n d o

e s a s c a n t i d a d e s i n f i n i t a s s o n e x p l í c i t a m e n t e p r e s e n t a d a s c o m o r e a l e s .

R e s p e c t o a l o s s c h n i t t s d e D e d e k i n d , p o r e j e m p l o , l o s c o n s t r u c t i v i s t a s

o b v i a m e n t e v a n a p o n e r s e n e r v i o s o s d e s d e e l p r i n c i p i o . N o s o l o l o s

i r r a c i o n a l e s n o e x i s t e n r e a l m e n t e , y n o s o l o D e d e k i n d u s a  l a r e d u c c i ó n a l

a b s u r d o p a r a d e m o s t r a r q u e a l g u n o s s c h n i t t s n o c o r r e s p o n d e n a n ú m e r o s

280 Aquí hay una interesante coincidencia lingüística en la idea kroneckeroide de demostración constructiva. Aparte
de tener connotaciones literales como «que involucra una construcción real», la palabra «constructivo» puede
significar «no destructivo». Como algo positivo más que negativo, edificante más que rupturista. El principal tipo de
demostración destructiva resulta ser la reducción al absurdo; y, ciertamente, el constructivismo no considera la
reducción al absurdo como un procedimiento de demostración válido. La verdadera razón, sin embargo, es que la
reducción al absurdo depende en términos lógicos de la ley del tercero excluido, en virtud de la cual (como
recordará de § 1c) toda proposición de tipo matemático es, formalmente hablando, o bien verdadera, o bien falsa.
Los constructivistas (en especial el seco y extremadamente excéntrico Luitzen Brouwer) rechazan la LTE como un
axioma formal, principalmente porque la LTE no se puede demostrar constructivamente; es decir, no existe
formulación alguna de un procedimiento de decisión mediante el cual se pueda verificar, para cualquier proposición
P, si P es verdadera o falsa. Además, hay todo tipo de hipótesis matemáticas importantes —por ejemplo, la
conjetura de Goldbach, la irracionalidad de la constante de Euler, y la hipótesis del continuo del propio Cantor— que
o bien no se pueden demostrar todavía, o bien se puede demostrar que son indemostrables sin la LTE. Etc.
[Observe, SEI, que por estrafalario o fundamentalista que pueda sonar el constructivismo, no está desprovisto de
influencia y valor. El énfasis de dicho movimiento en los procedimientos de decisión fue importante para el
advenimiento de la lógica matemática y el diseño de ordenadores, y su rechazo de la LTE es en parte motivo de que
el intuicionismo se considere como el antecedente de la lógica multivaluada, incluyendo la lógica difusa hoy tan vital
para la inteligencia artificial, la genética, los sistemas no lineales, etc. (SE muy I respecto a esto último, los lectores
con cierta hipertrofia de preparación matemática y mucho tiempo disponible deberían ver la obra de Klir y Yuan
Fuzzy Sets and Fuzzy Logic: Theory and Applications, cuyos datos también están en la Bibliografía)].
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r a c i o n a l e s .  T a m b i é n  e s t á  t o d o  e l  p r o b l e m a  d e  d e f i n i r  u n  n ú m e r o  e n  t é r m i n o s

d e  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s  d e  o t r o s  n ú m e r o s .  P o r  e j e m p l o , D e d e k i n d n i  s i q u i e r a

e s p e c i f i c a n u n c a l a s r e g l a s m a t e m á t i c a s m e d i a n t e l a s c u a l e s o b t i e n e l o s

c o n j u n t o s A  y B .  S i m p l e m e n t e  d i c e  q u e  s i  l a  r e c t a  n u m é r i c a  s e  p u e d e  d i v i d i r

e n A  y B … ,  s i n d a r n i n g ú n m é t o d o o p r o c e d i m i e n t o m e d i a n t e e l  c u a l u n o

p u e d a  c o n s t r u i r  r e a l m e n t e e s t o s  c o n j u n t o s  ( c o n j u n t o s q u e d e  t o d o s m o d o s

n o  p u e d e n  c o n s t r u i r s e  o  v e r i f i c a r s e  r e a l m e n t e ) ,  e n t o n c e s  s o n  i n f i n i t o s .  Y  y a

q u e  e s t a m o s ,  ¿ q u é  e s  e x a c t a m e n t e  u n  « c o n j u n t o » ,  t é c n i c a m e n t e  h a b l a n d o ,  y

c u á l  e s  e l  p r o c e d i m i e n t o  p a r a  c o n s t r u i r  u n o ?  Y  a s í  s u c e s i v a m e n t e .

E s t a ú l t i m a p r e g u n t a c o m p u e s t a d e  l o s c o n s t r u c t i v i s t a s  ( y a d m i t a m o s q u e

D e d e k i n d  n o  l a  p u e d e  c o n t e s t a r )
281

 n o s m u e s t r a  u n  b u e n  e j e m p l o  d e l  g e n i o

p a r t i c u l a r  d e G e o r g  C a n t o r  J r .  y  d e  p o r  q u é m e r e c e  e l  t í t u l o  d e  p a d r e  d e  l a

t e o r í a  d e  c o n j u n t o s .  R e c u e r d e  l a m e n c i ó n  e n  §  3 c  d e  c ó m o C a n t o r  t o m ó  l o

q u e s e h a b í a c o n s i d e r a d o c o m o u n a c a r a c t e r í s t i c a p a r a d ó j i c a y  t o t a l m e n t e

i n t r a t a b l e d e l ∞ — c o n c r e t a m e n t e q u e u n c o n j u n t o / c l a s e / a g r e g a d o  i n f i n i t o

p u e d e  p o n e r s e  e n  c o r r e s p o n d e n c i a  u n o  a  u n o  c o n  s u  p r o p i o  s u b c o n j u n t o —  y

l a t r a n s f o r m ó e n  l a d e f i n i c i ó n t é c n i c a d e c o n j u n t o  i n f i n i t o . O b s e r v e c ó m o

h a c e  l o  m i s m o  a q u í ,  c o n v i r t i e n d o  l o  q u e  p a r e c í a n  d e v a s t a d o r a s  o b j e c i o n e s  e n

c r i t e r i o s r i g u r o s o s , a l d e f i n i r u n c o n j u n t o S c o m o c u a l q u i e r a g r e g a d o o

c o l e c c i ó n  d e  e n t e s  d i s c r e t o s  q u e  s a t i s f a g a  d o s  c o n d i c i o n e s :  ( 1 ) S  p u e d e  s e r

c o n s i d e r a d o p o r l a m e n t e c o m o u n a g r e g a d o , y ( 2 ) H a y a l g u n a r e g l a o

c o n d i c i ó n e n u n c i a d a m e d i a n t e l a c u a l u n o p u e d e d e t e r m i n a r , p a r a u n a

e n t i d a d x  c u a l q u i e r a ,  s i x  e s  0  n o  e s  u n  e l e m e n t o  d e S .
282

E s t a  d e f i n i c i ó n  n o  a p a r e c e  d e  r e p e n t e  d e  l a  n a d a ,  e s t á  c l a r o .  A h o r a  r e s u l t a

a p r o p i a d o r e c u p e r a r c o s a s d e § 5 d s o b r e l a c o n v e r g e n c i a y l a

r e p r e s e n t a b i l i d a d  d e  l a s  s e r i e s  t r i g o n o m é t r i c a s ,  e l  t e o r e m a  d e  l o c a l i z a c i ó n  d e

281 Aunque, para ser justos, en realidad no es su terreno.
282 SEI Hay más detalle/contexto acerca de esa definición más adelante, en § 7a. Por ahora, un buen ejemplo de un
conjunto sería el conjunto de todos los números irracionales, especialmente tras ver a Dedekind explicar un
procedimiento muy definido para determinar si cualquier número dado es irracional o no.



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

229 Preparado por Patricio Barros

R i e m a n n ,  e t c . ,  p a r a  v e r  d e  d ó n d e  s a l e  r e a l m e n t e  e l  t r a b a j o  d e  C a n t o r  s o b r e

l o s  i r r a c i o n a l e s  y  l o s  c o n j u n t o s .
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Capítulo Siete

§ 7a.

E s t a  s e c c i ó n  i n c l u s o  t i e n e  e p í g r a f e s :

La teoría moderna del infinito

evolucionó de un modo contiguo a

partir de las matemáticas que la

precedieron.

S H A U G H A N  L A V I N E ,  p á g .  4 1

Pero los no iniciados pueden

preguntarse cómo es posible tratar

con un número que no puede

contarse.

B E R T R A N D  R U S S E L L ,

M y s t i c i s m  a n d  L o g i c ,  p á g .  8 2

Pónganse todos los cinturones por

favor,  porque  estamos  a  punto  de

subir por una pendiente muy

pronunciada.

E .  R O B E R T  G O R I S

P o r  r a z o n e s  q u e  a  e s t a s  a l t u r a s  r e s u l t a r á n  f a m i l i a r e s ,  g r a n  p a r t e  d e  l o  q u e

s i g u e  v a  a  i r  r e a l m e n t e  r á p i d o .  T a m b i é n  e s  a l g o  d u r o  a l  p r i n c i p i o ,  p e r o ,  c o m o

o c u r r e c o n b u e n a p a r t e d e  l a s m a t e m á t i c a s p u r a s , s e v u e l v e m á s  f á c i l a l

p r o f u n d i z a r . C o m o y a s e h a m e n c i o n a d o , C a n t o r e s t u d i a e n B e r l í n b a j o  l a

r e s p o n s a b i l i d a d d e W e i e r s t r a s s y d e K r o n e c k e r ; s u s p r i m e r o s a r t í c u l o s

p u b l i c a d o s s o n t r a b a j o s b a s t a n t e e s t á n d a r e s s o b r e c i e r t o s p r o b l e m a s e n
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t e o r í a d e n ú m e r o s .
283

 O b t e n i d o e l d o c t o r a d o , C a n t o r c o n s i g u e u n m o d e s t o

t r a b a j o  c o m o p r i v a t d o z e n t  ( l o  c u a l  p a r e c e  s e r u n e x t r a ñ o  t i p o d e a s i s t e n t e

a c a d é m i c o p o r  l i b r e )
284

 e n  l a U n i v e r s i d a d d e H a l l e , y a l l í c o n o c e a u n t a l

E d u a r d  H e i n r i c h  H e i n e  ( 1 8 2 1 - 1 8 8 1 ) ,  u n  e s p e c i a l i s t a  e n  a n á l i s i s  a p l i c a d o  q u e

h a b í a h e c h o  i m p o r t a n t e s  t r a b a j o s s o b r e e l c a l o r , p a r t i c u l a r m e n t e s o b r e  l a

e c u a c i ó n  d e  p o t e n c i a l .
285

 E n  t o d o  c a s o ,  h a c i a  1 8 7 0 ,  H e i n e  p e r t e n e c e  a l  g r a n

g r u p o  d e m a t e m á t i c o s  q u e  t r a b a j a n  e n  l a s  s e r i e s  d e  F o u r i e r  y  l o s  p r o b l e m a s

p l a n t e a d o s p o r e l a r t í c u l o d e R i e m a n n « S o b r e l a r e p r e s e n t a b i l i d a d … » , y

a p a r e n t e m e n t e  é l  ( = H e i n e )  c o n s i g u e  q u e C a n t o r  s e  i n t e r e s e  p o r  l o  q u e  s e

h a b í a  l l e g a d o a  c o n o c e r  c o m o e l  p r o b l e m a d e  l a u n i c i d a d :  s i  c u a l q u i e r f(x)

d a d a p u e d e s e r r e p r e s e n t a d a p o r u n a s e r i e t r i g o n o m é t r i c a , ¿ e s d i c h a

r e p r e s e n t a c i ó n  ú n i c a ,  e s  d e c i r ,  h a y  u n a  s o l a  s e r i e  t r i g o n o m é t r i c a  q u e  p u e d e

h a c e r l o ?  E l  p r o p i o  H e i n e  h a b í a  s i d o  c a p a z  d e  d e m o s t r a r  l a  u n i c i d a d  s o l o  c o n

l a  c o n d i c i ó n d e q u e  l a  s e r i e  t r i g o n o m é t r i c a  r e l e v a n t e  f u e r a u n i f o r m e m e n t e

c o n v e r g e n t e .
286

 L o  c u a l ,  c l a r a m e n t e ,  n o  e r a  s u f i c i e n t e m e n t e  b u e n o ,  p u e s  h a y

m u c h a s s e r i e s t r i g o n o m é t r i c a s e i n c l u s o s e r i e s d e F o u r i e r q u e n o s o n

u n i f o r m e m e n t e  c o n v e r g e n t e s .

E n  1 8 7 2 ,  e l  a r t í c u l o  d e  C a n t o r  « S o b r e  l a  e x t e n s i ó n  d e  u n a  p r o p o s i c i ó n  d e  l a

t e o r í a d e s e r i e s t r i g o n o m é t r i c a s »
287

 d e f i n e y d e m u e s t r a u n t e o r e m a d e

u n i c i d a d m u c h o m á s g e n e r a l q u e n o s o l o n o r e q u i e r e l a c o n v e r g e n c i a

u n i f o r m e ,  s i n o  q u e  p e r m i t e  e x c e p c i o n e s  a  l a  c o n v e r g e n c i a  e n u n a  i n f i n i d a d

283 SEI Más específicamente en ecuaciones indeterminadas y formas ternarias, temas de teoría de números
algebraica en los que Kronecker está interesado. (¿Hemos mencionado que Kronecker fue el director de tesis de
Cantor? ¿Y que es habitual que los jóvenes matemáticos trabajen en problemas propuestos por su director de tesis?
Véase también la inminente explicación sobre la continuación por Cantor de la demostración de Heine).
284 SEI El sistema académico alemán del siglo XIX es bastante indescifrable.
285 SEI = un tipo particular de ecuación diferencial parcial que quizá recuerde de las matemáticas de segundo curso
de carrera, probablemente en el contexto del teorema de Green.
286 Lo cual, como quizá recuerde del G. E. II, de su apartado Convergencia Uniforme y secretos asociados, significa
que la  f(x)  que la  serie  representa (= suma) tiene que ser  continua.  ( SEI La verdadera demostración de Heine
requiere que la serie y la función sean uniformemente convergentes y continuas «casi en cualquier punto», lo cual
implica distinciones tan finas que podemos ignorarlas sin distorsión alguna).
287 SEI Es decir, el mismo artículo en el que, como vimos en § 6e, presenta su teoría de los números reales (y cuyo
título probablemente ahora resultará más comprensible).
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d e p u n t o s ,  s u p o n i e n d o q u e e s o s p u n t o s e x c e p c i o n a l e s
288

 e s t é n d i s t r i b u i d o s

d e  u n  m o d o  e s p e c í f i c o .

C o m o  v e r e m o s ,  l a  f o r m a  p r e c i s a  d e  e s t a  d i s t r i b u c i ó n  e s  b a s t a n t e  c o m p l i c a d a ,

c o m o l o e s e l p r o p i o t e o r e m a d e 1 8 7 2 , q u e e n r e a l i d a d C a n t o r h a

d e s a r r o l l a d o  a  l o  l a r g o d e  v a r i o s  a r t í c u l o s  p r e v i o s  y  a p é n d i c e s  p u b l i c a d o s  a

l o s  m i s m o s ,  p u e s  s u  c r i t e r i o  d e  u n i c i d a d  e v o l u c i o n ó  g r a d u a l m e n t e  d e  r e q u e r i r

q u e  l a  s e r i e  t r i g o n o m é t r i c a  d a d a  f u e r a  c o n v e r g e n t e  p a r a  t o d o s  l o s  v a l o r e s  d e

x ,  a  p e r m i t i r  u n  n ú m e r o  f i n i t o  d e  p u n t o s  e x c e p c i o n a l e s ,  h a s t a  e l  t e o r e m a  d e

u n i c i d a d  d e f i n i t i v o ,  e n  u n a  f o r m a  1 0 0 %  g e n e r a l .  L o  i n t e r e s a n t e  e s  q u e  e s  e l

p r o f e s o r L e o p o l d K r o n e c k e r q u i e n a y u d a a C a n t o r a r e f i n a r y s i m p l i f i c a r

v a r i o s  a s p e c t o s  i n i c i a l e s  d e  s u  d e m o s t r a c i ó n .  A l  m i s m o  t i e m p o ,  e l  e n f o q u e  d e

C a n t o r e s t á p r o f u n d a m e n t e  i n f l u i d o p o r e l  t r a b a j o d e W e i e r s t r a s s s o b r e  l a

c o n t i n u i d a d  y  l a  c o n v e r g e n c i a ,  p o r  e j e m p l o ,  l a  o b s e r v a c i ó n  d e  q u e  u n a  s e r i e

t r i g o n o m é t r i c a  g e n e r a l  d e  l a  f o r m a

d e b e  s e r  u n i f o r m e m e n t e  c o n v e r g e n t e  p a r a  s e r  i n t e g r a b l e  t é r m i n o  a  t e r m i n o

( q u e  e r a  e l  m o d o  e n  q u e  H e i n e  y  t o d o s  l o s  d e m á s  h a b í a n  i n t e n t a d o  a t a c a r  e l

p r o b l e m a  d e  l a  u n i c i d a d ) .  L o s  h i s t o r i a d o r e s  h a n  o b s e r v a d o  q u e  l a s  r e l a c i o n e s

C a n t o r - K r o n e c k e r s e e n f r i a r o n y q u e  l a s c a r t a s d e K r o n e c k e r s e v o l v i e r o n

c a d a  v e z  m á s  c r í t i c a s  c u a n d o  l o s  r e f i n a m i e n t o s  q u e  h a c í a  C a n t o r  d e l  t e o r e m a

d e u n i c i d a d e m p e z a r o n a a d m i t i r  i n f i n i t o s p u n t o s e n  l o s c u a l e s s e p o d í a n

p e r m i t i r  e x c e p c i o n e s  a  l a  r e p r e s e n t a c i ó n  d e  l a f(x)  d a d a  o  a  l a  c o n v e r g e n c i a

d e l a s e r i e .
289

 E n c a d a s u c e s i v a v e r s i ó n d e l a d e m o s t r a c i ó n , K r o n e c k e r

288 SEI Véase el apartado Convergencia uniforme y los secretos asociados, del G. E. II, sección (d) en lo que
respecta a puntos excepcionales, los cuales, recuerde por favor otra vez, también pueden llamarse
«discontinuidades». (N. B.: En algunas clases de matemáticas también se usa el término singularidad, lo cual es a
la vez confuso e intrigante, pues dicho término también se refiere a los agujeros negros, que en cierto sentido es lo
que las discontinuidades son).
289 Es importante recordar, en toda esta sección, que para nosotros son la misma cosa.
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b á s i c a m e n t e v e í a a C a n t o r a l e j a r s e d e s u p r o p i a p o s t u r a a l g e b r a i c a

c o n s t r u c t i v i s t a  d e  l a  t e o r í a  d e  f u n c i o n e s  h a c i a  u n a m á s w e i e r s t r a s s i a n a .  L a

a p o s t a s í a  f u e  c o m p l e t a  c u a n d o  e l  a r t í c u l o  d e f i n i t i v o  d e  1 8 7 2  f u e  p u b l i c a d o  y

t o d a  s u  p r i m e r a  p a r t e  e s t a b a  d e d i c a d a  a  l a  t e o r í a  d e  l o s  i r r a c i o n a l e s / r e a l e s

d e t a l l a d a  e n  §  6 e .

E n t e n d e r p o r q u é p r e c i s a m e n t e n e c e s i t a b a u n a t e o r í a c o h e r e n t e d e l o s

i r r a c i o n a l e s  e s u n a m a n e r a  t a n b u e n a  c o m o c u a l q u i e r  o t r a d e v e r  c ó m o e l

t r a b a j o  d e  C a n t o r  e n  e l  t e o r e m a  d e  u n i c i d a d  l e  l l e v ó  a  e s t u d i a r  l o s  c o n j u n t o s

i n f i n i t o s p e r s e . L a d i s c u s i ó n , q u e s e v a c o m p l i c a n d o , r e q u i e r e q u e u s t e d

r e c u e r d e  l a r e g l a d e l  t e o r e m a d e B o l z a n o - W e i e r s t r a s s s e g ú n l a c u a l t o d o

c o n j u n t o  i n f i n i t o  y  a c o t a d o  d e  p u n t o s  c o n t i e n e  p o r  l o m e n o s  u n  p u n t o  l í m i t e ,

y ,  p o r  l o  t a n t o ,  c l a r o  e s t á ,  t a m b i é n  q u é  e s  u n  p u n t o  l í m i t e .
290

 A d e m á s ,  d e b e

t e n e r e n c u e n t a q u e l o s c o n c e p t o s c e n t r a l e s d e l a d e m o s t r a c i ó n d e l a

u n i c i d a d  s e  r e f i e r e n  t o d o s  a  l a  r e c t a  r e a l  ( e s  d e c i r ,  c u a n d o  s e  u s a n  t é r m i n o s

c o m o « c o n j u n t o d e p u n t o s » o « p u n t o e x c e p c i o n a l » o « p u n t o l í m i t e » , e n

r e a l i d a d  s e  r e f i e r e n  a  p u n t o s  g e o m é t r i c o s  q u e  c o r r e s p o n d e n  a  n ú m e r o s ) .
291

P o r  f a v o r ,  o b s e r v e  t a m b i é n  q u e  l o s  « c o n j u n t o s  i n f i n i t o s  a c o t a d o s  d e  p u n t o s »

b a j o  c o n s i d e r a c i ó n  t a n t o  e n  e l  T .  B . W .  c o m o  e n  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e  C a n t o r

s o n e n r e a l i d a d s u c e s i o n e s , q u e s o n t a m b i é n  l a s e n t i d a d e s m á s s e n c i l l a s

r e s p e c t o a  l a s  c u a l e s e n t e n d e r  l o s p u n t o s  l í m i t e : p o r e j e m p l o ,  e l  c o n j u n t o

i n f i n i t o  d e  p u n t o s  d e  l a  r e c t a  n u m é r i c a
292

t i e n e  c o m o  p u n t o  l í m i t e  e l  m i s m o ½  q u e  e s  e l  l í m i t e  d e  l a  s u c e s i ó n  i n f i n i t a  0 ,

290 Véase § 5e, el texto de la pág. 178 y la nota 72.
291 C.f. Cantor, justo al principio de «Sobre la extensión […] series» afirma: «A todo número le corresponde un
determinado punto de la recta, cuya coordenada es igual a ese número» (Cantor, Gessamelte Abhandlungen, p. 97.
Traducción extractada a partir de Dauben, GC, pág. 40).
292 ¿Hemos indicado ya en algún lugar que esas extrañas llaves que parecen el contorno de una persona, { }, son lo
que se pone alrededor de las cosas para indicar que forman un conjunto matemático?
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O s e a , q u e a q u í v e m o s c ó m o C a n t o r  c o n s i g u e s u  r e s u l t a d o c a d a v e z m á s

g e n e r a l . A l p r i n c i p i o ( 1 8 7 0 ) n e c e s i t a u n a s e r i e  t r i g o n o m é t r i c a q u e n o s e a

u n i f o r m e m e n t e  c o n v e r g e n t e
293

 p e r o  q u e  s e a  c o n v e r g e n t e  e n  c u a l q u i e r  p u n t o ,

o  s e a  c o n v e r g e n t e  p a r a  t o d o s  l o s  v a l o r e s  d e  x .  E n  e l  s i g u i e n t e  p a s o  ( 1 8 7 1 )
294

e s c a p a z d e d e m o s t r a r q u e s i d o s s e r i e s t r i g o n o m é t r i c a s a p a r e n t e m e n t e

d i s t i n t a s c o n v e r g e n h a c i a l a m i s m a f u n c i ó n ( a r b i t r a r i a ) e n t o d a s p a r t e s

e x c e p t o e n u n n ú m e r o f i n i t o d e p u n t o s , e n r e a l i d a d s o n  l a m i s m a s e r i e .

V a m o s a o m i t i r e s t a d e m o s t r a c i ó n p o r q u e l o r e a l m e n t e p e r t i n e n t e e s l o

s i g u i e n t e , q u e e s e l r e s u l t a d o d e 1 8 7 2 d o n d e C a n t o r p u e d e p e r m i t i r u n

n ú m e r o  i n f i n i t o  d e  p u n t o s  e x c e p c i o n a l e s  y ,  a u n  a s í ,  c o n s i g u e  d e m o s t r a r  q u e

l a s  d o s  s e r i e s  t r i g o n o m é t r i c a s  r e p r e s e n t a t i v a s  s o n  e n  d e f i n i t i v a  i d é n t i c a s .
295

S u m a n e r a  d e  h a c e r l o  e s m e d i a n t e  l a  i n t r o d u c c i ó n  d e l  c o n c e p t o  d e  c o n j u n t o

d e r i v a d o ,  c u y a  d e f i n i c i ó n  e s  b á s i c a m e n t e :  s i P  e s  u n  c o n j u n t o  d e  p u n t o s  ( o

s e a , c u a l q u i e r c o n j u n t o d e p u n t o s - n ú m e r o s r e a l e s , a u n q u e e n l o q u e

o b v i a m e n t e e s t á p e n s a n d o C a n t o r e s e n e l c o n j u n t o i n f i n i t o d e p u n t o s

e x c e p c i o n a l e s e n t r e l a s d o s s e r i e s t r i g o n o m é t r i c a s ) , e n t o n c e s e l c o n j u n t o

d e r i v a d o  d e P ,  l l a m a d o P' ,  e s  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  p u n t o s  l í m i t e  d e  P .  O

m á s b i e n d e b e r í a m o s d e c i r q u e P ' e s e l p r i m e r c o n j u n t o d e r i v a d o d e P ,

p o r q u e  m i e n t r a s  l o s  c o n j u n t o s  d e  p u n t o s  r e l e v a n t e s  s e a n  i n f i n i t o s ,  e l  p r o c e s o

e n t e r o  e s ,  e n  p r i n c i p i o ,  i n d e f i n i d a m e n t e  i t e r a b l e :  P ' '  e s  e l  c o n j u n t o  d e r i v a d o

d e P' , P'''  e s  e l  c o n j u n t o  d e r i v a d o  d e P'' ,  y  a s í  s u c e s i v a m e n t e ,  h a s t a  q u e  t r a s

( n  −  1 )  i t e r a c i o n e s  t e n d r e m o s Pn
 c o m o  e l n - é s i m o  c o n j u n t o  d e r i v a d o  d e P .

293 Es decir, que no es integrable término a término de tal modo que el resultado sea convergente.
294 SEI Evidentemente aquí es donde Kronecker fue especialmente de ayuda.
295  Y claramente, si una representación en serie acaba resultando demostrablemente idéntica a la serie
representativa original de la f(x), entonces esa serie original es la representación única de la función. Así es
básicamente como funciona el teorema de unicidad: no es que solo haya una serie que represente una función
dada, sino más bien que todas las series que sí la representan son demostrablemente equivalentes.



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

235 Preparado por Patricio Barros

E n  l a  e x p l i c a c i ó n  d e l  t e o r e m a  d e  u n i c i d a d  d a d a  a n t e r i o r m e n t e ,  e n  l o  q u e  s e

c e n t r a  e l  c r i t e r i o  « s u p o n i e n d o  q u e  e s t o s  p u n t o s  e x c e p c i o n a l e s  s e  d i s t r i b u y e n

d e  c i e r t o m o d o  e s p e c í f i c o »  e s  e n  e s t e n - é s i m o  c o n j u n t o  d e r i v a d o Pn
,  s i e n d o

l a  c u e s t i ó n  v i t a l  s i Pn
 e s  i n f i n i t o  o  n o .

L a s v e r d a d e r a s m a t e m á t i c a s q u e h a y d e t r á s d e  t o d o e s t o  i n c l u y e n p a r t e s

e x t r e m a d a m e n t e  t é c n i c a s  s o b r e  e l  c o m p o r t a m i e n t o  d e  l o s  p u n t o s  l í m i t e ,  p e r o

e s e n c i a l m e n t e  a q u í  e s t a m o s  v i e n d o  c ó m o  f u n c i o n a  l o  d e  l a  d i s t r i b u c i ó n - d e -

p u n t o s - e x c e p c i o n a l e s e n e l t e o r e m a d e u n i c i d a d . P r o b a b l e m e n t e , o t r a

i n s p i r a c i ó n p r o f u n d a n o l e v e n d r í a m a l p a r a a f r o n t a r l o q u e v i e n e .
296

P o s t u l e m o s  u n  c o n j u n t o  i n f i n i t o  d e  p u n t o s  P  t a l  q u e ,  p a r a  a l g ú n  n  f i n i t o ,  e l  ( n

−  1 ) - é s i m o  c o n j u n t o  d e r i v a d o  d e P , P(n−1)
 e s  i n f i n i t o  m i e n t r a s  q u e  s u n - é s i m o

c o n j u n t o d e r i v a d o Pn
e s f i n i t o . E n t o n c e s , s i d o s s e r i e s t r i g o n o m é t r i c a s

c o n v e r g e n  a  l a m i s m a f(x)  e x c e p t o  e n  a l g u n o s  o  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e P ,  s o n

l a  s e r i e  e q u i v a l e n t e :  a s í ,  l a  u n i c i d a d  q u e d a  d e m o s t r a d a .  P r o b a b l e m e n t e ,  e s t o

n o  l e h a r e s u l t a d o c e g a d o r a m e n t e c l a r o y  l u m i n o s o . L a p a r t e q u e r e s u l t a

c r u c i a l  d e s a r r o l l a r  e s  e l  r e q u e r i m i e n t o  d e q u e Pn
 s e a  f i n i t o .  Y  p a r a  e x p l i c a r

e s o  t e n e m o s  q u e  i n t r o d u c i r  o t r a  d i s t i n c i ó n :  c u a l q u i e r  c o n j u n t o P  p a r a  e l  c u a l

s u  c o n j u n t o  d e r i v a d o Pn
 e s  f i n i t o  p a r a  a l g ú n  n  f i n i t o  e s  l o  q u e C a n t o r  l l a m a

u n  c o n j u n t o  d e  p r i m e r a  e s p e c i e , m i e n t r a s  q u e ,  s i Pn
 n o  e s  f i n i t o  p a r a  n i n g ú n

v a l o r  f i n i t o  d e n ,  e n t o n c e s P  e s  u n  c o n j u n t o  d e  s e g u n d a  e s p e c i e .  ( P o r  e s o  e l

p r o c e s o d e o b t e n e r c o n j u n t o s d e r i v a d o s f u e d e s c r i t o a n t e s c o m o « e n

p r i n c i p i o » i n d e f i n i d o ; s o n s o l o l o s c o n j u n t o s d e s e g u n d a e s p e c i e l o s q u e

n u n c a d a n  l u g a r a  c o n j u n t o s d e r i v a d o s  f i n i t o s y , p o r  l o  t a n t o , p e r m i t e n ∞

i t e r a c i o n e s  d e l  p r o c e s o ) .

E n  d e f i n i t i v a ,  h e  a q u í  l a  r a z ó n  p o r  l a  c u a l  C a n t o r ,  e n  s u  d e m o s t r a c i ó n  d e l  T .

U . ,  n e c e s i t a  q u e  e l  c o n j u n t o  i n f i n i t o  d e  p u n t o s  e x c e p c i o n a l e s  o r i g i n a l  P  s e a

u n  c o n j u n t o  d e  p r i m e r a  e s p e c i e ,  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  q u e Pn
 s e a  f i n i t o .  E s t o  e s  a s í

296 SEI Si el siguiente par de párrafos le resultan muy difíciles, por favor, no se desanime. La verdad es que la ruta
de Cantor hacia la teoría del ∞ es mucho más dura, matemáticamente, que la teoría misma. Todo lo que necesita
adquirir usted en realidad es una cierta comprensión de cómo el teorema de unicidad conduce a Cantor a las
matemáticas transfinitas. La parte más compleja terminará enseguida.



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

236 Preparado por Patricio Barros

p o r q u e , m e d i a n t e e l t e o r e m a d e  l o s v a l o r e s e x t r e m o s d e W e i e r s t r a s s , s e

p u e d e d e m o s t r a r c o n s e g u r i d a d q u e s i c u a l q u i e r c o n j u n t o d e r i v a d o Pn
e s

f i n i t o , e n t o n c e s e n a l g ú n p u n t o n + k m á s a d e l a n t e e l c o n j u n t o d e r i v a d o

P(n+k)
 v a  a  t o m a r  s u v a l o r m í n i m o a b s o l u t o m , q u e  e n  e s t e  c a s o  s e r á 0 , o

n i n g ú n  p u n t o  l í m i t e  e n  a b s o l u t o .  L o  c u a l ,  e n  o t r a s  p a l a b r a s ,  s i g n i f i c a  q u e  t a n

p r o n t o  c o m o  l a  p r o g r e s i ó n P' , P'' , P''' ,  … , Pn
,  …  l l e g a  a  u n  c o n j u n t o  d e r i v a d o

f i n i t o ,  s a b e m o s  q u e  t o d o  e l  p r o c e s o  i t e r a t i v o  v a  a  d e t e n e r s e  e n  a l g ú n  l u g a r :

a c a b a r á  l l e g á n d o s e  a  u n P(n+k)
 s i n  e l e m e n t o s .  Y ,  p o r  s u p u e s t o ,  s a b e m o s  q u e

l o s  e l e m e n t o s  d e  t o d o s  e s t o s  d i v e r s o s P'  y P''  s o n  p u n t o s  l í m i t e ,  y  s a b e m o s

t a m b i é n , p o r e l t e o r e m a d e B o l z a n o - W e i e r s t r a s s , q u e c u a l q u i e r c o n j u n t o

i n f i n i t o a c o t a d o t i e n e , p o r l o m e n o s , u n p u n t o l í m i t e . S i P(n+k)
n o t i e n e

e l e m e n t o s ,  e n t o n c e s e l  c o n j u n t o d e l  c u a l e s e l  c o n j u n t o d e r i v a d o n o  t i e n e

p u n t o  l í m i t e ,  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  s e g ú n  e l  T .  B .  W .  é l  m i s m o  t i e n e  q u e  s e r  f i n i t o ,

y  a h o r a  p o r  e l  T .  V .  E .  s u  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  d e b e  t o m a r  e n  a l g ú n  p u n t o

s u  p r o p i o  v a l o r m í n i m o  d e  o  e l e m e n t o s ,  y  e n  e s e m i s m o  p u n t o  e l  c o n j u n t o

d e l c u a l e s t e e s e l c o n j u n t o d e r i v a d o r e s u l t a q u e d e b e s e r f i n i t o , y a s í

s u c e s i v a m e n t e  h a c i a  a t r á s  p a s a n d o  p o r  l o s P(n+k)
 y Pn

 y P(n−1)
 y P ’ … ,  l o  c u a l

s i g n i f i c a — s i m p l i f i c a n d o m u c h o —  q u e  e n  a l g ú n m o m e n t o  p u e d e  d e m o s t r a r s e

q u e  l a s  d o s  s e r i e s  t r i g o n o m é t r i c a s  r e p r e s e n t a t i v a s  s e  c o n f u n d e n  e n  u n a  s o l a

s e r i e ,  e s t a b l e c i e n d o  l a  u n i c i d a d .

S i n e m b a r g o ,  r e c o r d a r á d e  l o s § 5 e y  6 e , q u e p a r a  f u n c i o n a r a l 1 0 0 % e n

t o d o s  l o s  c a s o s  e l  t e o r e m a  d e  l o s  v a l o r e s  e x t r e m o s  r e q u i e r e  u n a  t e o r í a  d e  l o s

n ú m e r o s r e a l e s , y q u e  l a v e r s i ó n w e i e r s t r a s s i a n a d e t a l  t e o r í a e r a ( c o m o

C a n t o r m i s m o d e m o s t r ó ) m u y p r e c a r i a . E s t a e s u n a r a z ó n p o r  l a q u e l a

d e m o s t r a c i ó n d e C a n t o r d e 1 8 7 2 n e c e s i t a  s u p r o p i a  t e o r í a d e  l o s n ú m e r o s

r e a l e s .  L a  s e g u n d a  r a z ó n ,  r e l a c i o n a d a  c o n  l a p r i m e r a , e s q u e p a r a u s a r e l

t e o r e m a d e B o l z a n o - W e i e r s t r a s s m á s g e n e r a l p a r a c o n s t r u i r s u t e o r í a d e

c o n j u n t o s d e r i v a d o s y  e s p e c i e s , C a n t o r  n e c e s i t a  r e c o n c i l i a r  l a s p r o p i e d a d e s

g e o m é t r i c a s d e  l o s p u n t o s e n e l  c o n t i n u o d e u n a  r e c t a — e n e l  s e n t i d o d e

c o n c e p t o s  c o m o  « p u n t o  l í m i t e » ,  « i n t e r v a l o » ,  e t c . —  c o n  e l  c o n t i n u o  a r i t m é t i c o
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d e  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s ,  y a  q u e ,  p o r  s u p u e s t o ,  l a s  e n t i d a d e s  i n v o l u c r a d a s  e n

e l  a n á l i s i s  s o n  e n  r e a l i d a d  n ú m e r o s  y  n o  p u n t o s .
297

S i  o b s e r v a m o s  q u e  l o s  c o n j u n t o s  d e r i v a d o s  d e C a n t o r  s e  p a r e c e n  a  l a  i d e a

g e n e r a l  d e  u n  s u b c o n j u n t o  y  q u e  e l  h e c h o  d e  q u e  e l  v a l o r  m í n i m o  d e l  n ú m e r o

d e  e l e m e n t o s  d e P(n+k)
 =  0  e s  e s e n c i a l m e n t e  l o m i s m o  q u e  l a  d e f i n i c i ó n  d e l

c o n j u n t o  v a c í o ,  e s  p o s i b l e  d i s t i n g u i r  l a s  s e m i l l a s  d e  l o  q u e  a h o r a  s e  c o n o c e

c o m o  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s
298

 e n  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e  l a  u n i c i d a d  d e  C a n t o r .  L o s

c o n j u n t o s d e r i v a d o s , e l  c o n t i n u o d e  l a  r e c t a  r e a l / c o n t i n u o d e  l o s n ú m e r o s

r e a l e s y e l t e o r e m a d e u n i c i d a d s o n t a m b i é n l o s « p r o g e n i t o r e s » d e l a s

m a t e m á t i c a s t r a n s f i n i t a s d e C a n t o r , a u n q u e d e u n m o n t ó n d e m a n e r a s

b a s t a n t e  c o m p l i c a d a s .  A c a b a m o s  d e  v e r  q u e  e l  P ' '  d e l  t e o r e m a d e  u n i c i d a d

r e q u i e r e  q u e  n  s e a  f i n i t o ,  e s  d e c i r ,  q u e  C a n t o r  u s a  s o l o  i t e r a c i o n e s  f i n i t a s  d e l

p r o c e s o c o n j u n t o - d e r i v a d o - d e l - c o n j u n t o - d e r i v a d o e n s u d e m o s t r a c i ó n . S i n

e m b a r g o , c o m o y a h a y  t a n t o s c o n j u n t o s  i n f i n i t o s  f l o t a n d o a l r e d e d o r d e  l a

d e m o s t r a c i ó n  ( p o r  e j e m p l o :  e l  P  o r i g i n a l  e s  i n f i n i t o ,  y  t o d o s  l o s P'  y P''  y  a s í

h a s t a P
(n−1)

 p u e d e n s e r  i n f i n i t o s , y p o r  s u p u e s t o  l a s  s e r i e s  t r i g o n o m é t r i c a s

r e l e v a n t e s  s o n  s e r i e s  i n f i n i t a s ,  s i n  o l v i d a r  q u e  l o s  p u n t o s  l í m i t e  i n v o l u c r a n  u n

n ú m e r o  i n f i n i t o  d e  p u n t o s  i n t r a i n t e r v a l o ,  y  q u e  d i c h o s  i n t e r v a l o s  p u e d e n  s e r ,

297 Véase, por ejemplo, Joseph W. Dauben sobre la demostración de 1872: «Cantor subrayó, sin embargo, que los
números en esos varios dominios [conjuntos derivados] se mantenían enteramente independientes de esta
identificación geométrica, y el isomorfismo servía, en realidad, como una ayuda para pensar en los números
mismos» (ibíd.). Se dará cuenta de que esta actitud es más o menos idéntica a la de Dedekind en «Continuidad y
números irracionales».
298 Una cuestión previa: necesitamos trazar una distinción entre dos diferentes tipos de teoría de conjuntos de los
que podría usted saber algo. Lo que se llama teoría de conjuntos de puntos se refiere a conjuntos cuyos elementos
son números, puntos espaciales o de la recta real, o varios grupos/sistemas de estos mismos. La teoría de
conjuntos de puntos es hoy muy importante para, por ejemplo, la teoría de funciones y topología analítica. Por otro
lado, la teoría de conjuntos abstracta se denomina así porque la naturaleza y/o los elementos de sus conjuntos no
están especificados. Es decir, que concierne a conjuntos de prácticamente cualquier cosa; es totalmente general y
no específica: por eso se llama «abstracta». De aquí en adelante, «teoría de conjuntos» se referirá a la teoría de
conjuntos abstracta, a menos que se indique lo contrario. Lo complicado es que Cantor, cuya fama se debe
realmente a ser el autor de la teoría de conjuntos abstracta, obviamente puso en marcha (y básicamente inventó)
el tipo de conjunto de puntos. En realidad, hasta la década de 1890 no proporciona la definición de conjunto que
ahora caracteriza la teoría de conjuntos abstracta: «Una colección, como un todo, de objetos distintos y definidos
de nuestra intuición o pensamiento, [los cuales] se llaman los elementos del conjunto» (traducción extractada a
partir de Edwards, v. 7, pág. 420), pero todos sus resultados significativos en las décadas de 1870 y 1880 sobre
conjuntos de puntos también son válidos para la teoría de conjuntos abstracta. Además, por favor, observe
finalmente, respecto a la anterior definición de Cantor en comparación con lo que vimos en § 6f, que su «definido»
significa que para algún conjunto S y cualquier objeto x, es por lo menos, en principio, posible determinar si x es un
miembro de S (si ha estudiado mucha lógica, quizá recuerde que esa característica de los sistemas formales se
llama decidibilidad). En cambio, el «distinto» de su definición significa que para dos elementos cualesquiera x e y de
S, x ≠ y, lo cual sirve formalmente para distinguir un conjunto de una sucesión, puesto que en las sucesiones un
mismo término puede aparecer una y otra vez.



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

238 Preparado por Patricio Barros

e l l o s m i s m o s ,  i n f i n i t e s i m a l m e n t e p e q u e ñ o s ) , n o d e b e r í a  s o r p r e n d e r n o s q u e

C a n t o r e m p i e c e a c o n s i d e r a r m á s d e c e r c a l a s c a r a c t e r í s t i c a s d e s u s

c o n j u n t o s  d e r i v a d o s  b a j o  i n f i n i t a s  i t e r a c i o n e s  ( d e s c a r a d a m e n t e  e x t r a c t a d o  d e

L a v i n e ,  p á g s .  4 0 - 4 1 ) .

E n c o n c r e t o , C a n t o r e m p i e z a a p r e g u n t a r s e s i  l a  i n f i n i t u d d e u n c o n j u n t o

d e r i v a d o d e s e g u n d a e s p e c i e  i n f i n i t a m e n t e  i t e r a d o P∞
p o d r í a d i f e r i r d e  l a

i n f i n i t u d  d e l  c o n j u n t o  d e  p r i m e r a  e s p e c i e  f i n i t a m e n t e  i t e r a d o  o  e x c e d e r l a  d e

a l g ú n m o d o . M á s e s p e c í f i c a m e n t e a ú n ,  s e d a c u e n t a d e l g r a n p a r e c i d o d e

e s a s c u e s t i o n e s c o n a q u e l l a o t r a a c e r c a d e  l a s r e l a t i v a s  i n f i n i t u d e s d e  l o s

n ú m e r o s r a c i o n a l e s d e  l a R . N . y d e  l o s n ú m e r o s r e a l e s d e  l a R . R . E s t a

ú l t i m a c u e s t i ó n c o n c i e r n e a l p r o b l e m a d i s c u t i d o h a c e m u c h o e n § 2 c . A

s a b e r : m i e n t r a s q u e l o s n ú m e r o s r a c i o n a l e s s o n a l a v e z i n f i n i t o s e

i n f i n i t a m e n t e d e n s o s , n o s o n c o n t i n u o s ( e s d e c i r ,  l a r e c t a n u m é r i c a e s t á

p l a g a d a d e h u e c o s ) , m i e n t r a s q u e , p o r s u p u e s t o , t a n t o D e d e k i n d c o m o

C a n t o r a h o r a h a n d e m o s t r a d o l a c o n t i n u i d a d d e l c o n j u n t o d e t o d o s l o s

n ú m e r o s  r e a l e s  t a l  c o m o  s e  e s q u e m a t i z a n  e n  l a  R .  R .  A s í ,  a  C a n t o r — q u i e n

p a r a  e l  T . U .  y a  h a  d e s a r r o l l a d o  t é c n i c a s  p a r a  e x a m i n a r  t a n t o  l o s  n ú m e r o s

r e a l e s  c o m o  l o s  r a c i o n a l e s  y  l a s p r o p i e d a d e s d e  l o s  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s —  l e

p a r e c e n a t u r a l
299

 p r e g u n t a r s e s i e l c o n j u n t o  i n f i n i t o d e  t o d o s  l o s n ú m e r o s

r e a l e s e s , e n c i e r t o m o d o , m a y o r q u e e l c o n j u n t o i n f i n i t o d e t o d o s l o s

n ú m e r o s  r a c i o n a l e s .  P e r o  ¿ q u é  s i g n i f i c a r í a  a q u í « m a y o r » ? Y  l o m i s m o p a r a

« e x c e d e r »  e n  l a  a n t e r i o r  c u e s t i ó n  a c e r c a  d e P∞
 y P(n−1)

,  e s  d e c i r ,  ¿ c ó m o  s e

p u e d e n d e s c r i b i r  y  e x p l i c a r m a t e m á t i c a m e n t e  l o s  t a m a ñ o s  c o m p a r a t i v o s d e

d i f e r e n t e s  ∞ ?  L l e g a d o s  a  e s t e  p u n t o ,  e n  l a s  i n m o r t a l e s  p a l a b r a s  d e  G l e a s o n …

Interpolación administrativa

A h o r a h a y u n p a r d e c u e s t i o n e s d e p r o c e d i m i e n t o q u e d e b e n a b o r d a r s e .

V a r i o s  v o l ú m e n e s m u y  e r u d i t o s  e s t á n  e n t e r a m e n t e  d e d i c a d o s  a  l o s  l o g r o s  d e

299 No hace falta decir que todo esto está muy condensado; no es que estuviera en su despacho y en un momento
dado tuviera una singular epifanía en la que se lo ocurrieran todas esas cosas.
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C a n t o r .
300

 P u e d e u s t e d a s i s t i r a u n c u r s o d e d o s t r i m e s t r e s d e t e o r í a d e

c o n j u n t o s e n u n d e p a r t a m e n t o d e L ó g i c a , M a t e m á t i c a s , F i l o s o f í a o

I n f o r m á t i c a T e ó r i c a
301

 y , a u n a s í , s o l o h a b r á r a s c a d o e l b a r n i z .

H i s t ó r i c a m e n t e , l a s t e o r í a s y d e m o s t r a c i o n e s t r a n s f i n i t a s d e C a n t o r s e

e x t i e n d e n a  l o  l a r g o d e v e i n t e a ñ o s
302

 y  d o c e n a s d e d i f e r e n t e s a r t í c u l o s , a

m e n u d o c o n r e f i n a m i e n t o s s u c e s i v o s y r e c t i f i c a c i o n e s a m a t e r i a l e s

a n t e r i o r e s , d e m o d o q u e a v e c e s h a y m á s d e u n a v e r s i ó n d e l a m i s m a

d e m o s t r a c i ó n . E s t á c l a r o q u e a q u í v a a s e r i m p o s i b l e d e s a r r o l l a r

c o m p l e t a m e n t e  l a s m a t e m á t i c a s  t r a n s f i n i t a s  o  h a c e r  v e r d a d e r a  j u s t i c i a  a  s u

e v o l u c i ó n  e n  l a s  p u b l i c a c i o n e s  d e  C a n t o r .
303

 P o r  o t r o  l a d o ,  h a y  c i e r t o s  l i b r o s

p o p u l a r e s  r e c i e n t e s  q u e  d a n  e x p l i c a c i o n e s  t a n  s u p e r f i c i a l e s  y  r e d u c c i o n i s t a s

d e l a s d e m o s t r a c i o n e s d e C a n t o r ( e x p l i c a c i o n e s q u e , c o m o s e h a

m e n c i o n a d o , s u e l e n e s t a r s u b o r d i n a d a s a u n a n a r r a t i v a p r o m e t e i c a m á s

a m p l i a  a c e r c a  d e  l o s  p r o b l e m a s  p s í q u i c o s  d e  C a n t o r  o  s u  s u p u e s t a  a f i l i a c i ó n

m í s t i c a )  q u e  l a s m a t e m á t i c a s  q u e d a n  d i s t o r s i o n a d a s  y  s u  b e l l e z a  o s c u r e c i d a ,

y  o b v i a m e n t e  t a m p o c o  q u e r e m o s  h a c e r  e s t o .

A s í q u e e l A l t o M a n d o d e c i d e : e l c o m p r o m i s o d e a q u í e n a d e l a n t e s e r á

s a c r i f i c a r  e l  o r d e n  c r o n o l ó g i c o  y  c i e r t a  m e t i c u l o s i d a d  e n  e l  d e s a r r o l l o  a  f a v o r

d e l a m e t i c u l o s i d a d c o n c e p t u a l y l a c o h e s i ó n ; e s d e c i r , p r e s e n t a r l o s

c o n c e p t o s ,  t e o r e m a s  y  d e m o s t r a c i o n e s  d e C a n t o r  d e  u n m o d o q u e  s u b r a y e

300 SEI Algunas obras académicas de primera categoría (en inglés) son The Theory of Sets and Transfinite
Arithmetic de Alexander Abian, Cantonan Set Theory and Limitation of Size de Michael Hallett, y Georg Cantor: His
Mathematics and Philosophy of the Infinite de Joseph W. Dauben, todos los cuales figuran en la Bibliografía. La
salvedad, sin embargo, es que en este caso «académico» significa despiadadamente denso y técnico. En particular,
el libro de Dauben requiere tantos conocimientos de matemáticas puras que es difícil imaginar que cualquier lector
capaz de disfrutarlo pierda su tiempo con el librito que tiene en sus manos… por lo cual esta misma nota tiende a
autoanularse, ya que en cierto modo carece de interés.
301 SEI Estas últimas en relación con la lógica extensional de George Boole (1815-1864), del cual es una vergüenza
que no vayamos a hablar.
302 SEI Es más exacto decir que la parte más importante de su trabajo original lo realiza entre 1874 y 1884, y que
los artículos de la siguiente década son principalmente ampliaciones y revisiones de demostraciones previas, así
como réplicas a objeciones de otros matemáticos.
303 Por favor, tenga en cuenta que mientras inventaba estas cosas Cantor no procedía axiomáticamente: basó la
mayor parte de ello en lo que llamaba «imágenes», o conceptos en bruto. Además, a pesar del uso masivo de
símbolos, la mayoría de sus argumentaciones eran en lenguaje natural, y no precisamente en un lenguaje
rígidamente claro de calibre russelliano, tampoco. Lo importante es que el trabajo original de Cantor es algo más
difuso y complicado que las matemáticas transfinitas que vamos a discutir, que usan axiomatizaciones y
codificaciones aportadas por teóricos de conjuntos poscantorianos como Ernst Zermelo, Abraham A. Fraenkel y
Thoralf Skolem (no es que los nombres importen mucho aún en este § ).
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s u s  r e l a c i o n e s e n t r e  e l l o s y  c o n  l a s m a t e m á t i c a s p e r  s e . E s t o  i m p l i c a r á n o

s o l o  o m i t i r  a l g u n a s  c o s a s ,  s i n o  a m e n u d o  n o  d e c i r  q u e  s e  e s t á n  o m i t i e n d o ,  o

q u e  a  v e c e s  h a y  v a r i a s  v e r s i o n e s  d i f e r e n t e s  d e  u n a  d e m o s t r a c i ó n  d a d a  y  s o l o

s e  e x p l i c a  l a  m e j o r ,  o  c u á l e s  s o n  l a s  f e c h a s  e x a c t a s  y  l o s  t í t u l o s ,  t r a d u c i d o s  o

n o ,  d e  t o d o s  l o s  a r t í c u l o s  r e l e v a n t e s ,
304

 e t c .  T a m b i é n  i m p l i c a  c i e r t o  g l o s a r i o

d e  e m e r g e n c i a  I I I  e s p e c i a l  d e  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s ,  a u n q u e  e s t e  G .  E .  t e n d r á

q u e a d m i n i s t r a r s e g r a d u a l m e n t e e i n s i t u p o r q u e p a r t e d e l m a t e r i a l e s

s i m p l e m e n t e  d e m a s i a d o  a b s t r a c t o  p a r a  i n t r o d u c i r l o  d e  e n t r a d a  s i n  c o n t e x t o .

Fin de la interpolación administrativa

§ 7b.

C o m o  d e b e r í a  s e r  e v i d e n t e ,  a l g u n a s  i d e a s m u y  i m p o r t a n t e s  r e l a c i o n a d a s  c o n

e l  ∞  s a l e n  d e  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e l  T .  U .  g e n e r a l .  U n a  d e  e l l a s  c o n c i e r n e  a  l o s

t a m a ñ o s r e l a t i v o s d e l c o n j u n t o d e t o d o s l o s n ú m e r o s r a c i o n a l e s y d e l

c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s .  O t r a  e s  s i  l a  c o n t i n u i d a d  d e  l a  r e c t a

r e a l e s t á r e l a c i o n a d a d e a l g ú n m o d o c o n e l t a m a ñ o / c o m p o s i c i ó n d e e s t e

ú l t i m o . Y o t r a i d e a e s e l c o n c e p t o d e n ú m e r o t r a n s f i n i t o , e l c u a l C a n t o r

o b t i e n e a p a r t i r  d e  l a s m i s m a s  c o n s i d e r a c i o n e s q u e  l e  l l e v a r o n a d i s t i n g u i r

c o n j u n t o s  i n f i n i t o s  d e  p r i m e r a  y  d e  s e g u n d a  e s p e c i e  e n  l a  d e m o s t r a c i ó n d e

1 8 7 2 .

P a r a  v e r  c ó m o  C a n t o r  c o n c i b e  y  g e n e r a  s u s  n ú m e r o s  t r a n s f i n i t o s ,  e n  p r i m e r

l u g a r n e c e s i t a m o s a s e g u r a r n o s d e q u e a l g u n o s t é r m i n o s d e t e o r í a d e

c o n j u n t o s  q u e  p r o b a b l e m e n t e  v i o  e n  l a  e s c u e l a  e s t á n  c l a r o s  p o r  l o m e n o s  a l

n i v e l  d e  u n  G .  E .
305

 A  s a b e r :  e l  c o n j u n t o A  e s  u n  s u b c o n j u n t o  d e l  c o n j u n t o B

s i  y  s o l o  s i  n o  h a y  n i n g ú n  e l e m e n t o  d e A  q u e  n o  s e a  e l e m e n t o  d e B .  L a  u n i ó n

d e  d o s  c o n j u n t o s A  y B  e s  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  e l e m e n t o s  d e A  y  t o d o s

l o s  e l e m e n t o s  d e B , m i e n t r a s  q u e  l a  i n t e r s e c c i ó n  d e A  y B  e s  e l  c o n j u n t o  d e

s o l o  a q u e l l o s  e l e m e n t o s  d e  A  q u e  t a m b i é n  s o n  e l e m e n t o s  d e B .  L a  u n i ó n  y  l a

304 SEI Aunque obviamente todo se puede encontrar en las publicaciones de Cantor indicadas en la Bibliografía.
305 SEI Especialmente si tiene usted la edad adecuada para que le sometieran a las nuevas matemáticas.
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i n t e r s e c c i ó n  s e  r e p r e s e n t a n  n o r m a l m e n t e m e d i a n t e ∪  y ∩ ,  r e s p e c t i v a m e n t e .

P o r  ú l t i m o ,  e l  c o n j u n t o  v a c í o  d e  t o d a  l a  v i d a ,  c u y o  s í m b o l o  h a b i t u a l  e s ∅ ,  e s

u n  c o n j u n t o  s i n  e l e m e n t o s .  Y  s e p a  q u e ,  e n  v i r t u d  d e  l o  q u e  a  p r i m e r a  v i s t a

p a r e c e s o l o u n a r a r e z a d e l a d e f i n i c i ó n d e s u b c o n j u n t o , e n c u a l q u i e r

c i r c u n s t a n c i a t o d o c o n j u n t o s i e m p r e t e n d r á ∅ c o m o s u b c o n j u n t o . F i n d e l

p r i m e r  f r a g m e n t o  i n  s i t u  d e l  G .  E .  I I I .  A d e m á s ,  a h o r a  d e b e  u s t e d  r e c o r d a r  l o

d e  l o s  c o n j u n t o s  d e  p u n t o s  d e  p r i m e r a  y  s e g u n d a  e s p e c i e  d e l  a n t e r i o r  §  .  E n

r e a l i d a d  t a m b i é n  h a y  a l g u n o s  t e c n i c i s m o s  r e l a c i o n a d o s  c o n  l o s  c r i t e r i o s  p a r a

d i s t i n g u i r  c o n j u n t o s « d e n s o s » y « d e n s o s e n  c u a l q u i e r p u n t o » q u e e s t a m o s

o m i t i e n d o ,  p e r o  e s e n c i a l m e n t e  e l m o d o  e n  q u e  C a n t o r  c o n c i b e  y  g e n e r a  l o s

n ú m e r o s  t r a n s f i n i t o s  e s  e s t e :
306

S u p o n g a m o s q u e P  e s u n c o n j u n t o d e  p u n t o s  i n f i n i t o d e  s e g u n d a e s p e c i e .

C a n t o r d e m u e s t r a q u e e l p r i m e r c o n j u n t o d e r i v a d o , P' , p u e d e

« d e s c o m p o n e r s e »
307

 e n l a u n i ó n d e d o s s u b c o n j u n t o s d i f e r e n t e s , Q y R ,

d o n d e Q e s e l c o n j u n t o d e t o d o s l o s p u n t o s p e r t e n e c i e n t e s a c o n j u n t o s

d e r i v a d o s d e P'  d e p r i m e r a e s p e c i e , y R  e s  e l  c o n j u n t o d e  l o s p u n t o s q u e

p e r t e n e c e n a t o d o c o n j u n t o d e r i v a d o d e e s d e c i r , R e s e l c o n j u n t o d e

a q u e l l o s p u n t o s q u e  t o d o s  l o s  c o n j u n t o s d e r i v a d o s d e P '  t i e n e n e n  c o m ú n .

P o r  q u é  n o  d e t e n e r s e  u n  s e g u n d o  y  l e e r  e s a  ú l t i m a  f r a s e  d e  n u e v o .
308 R  e s  l a

p a r t e  i m p o r t a n t e , y e s e n  r e a l i d a d c o m o C a n t o r d e f i n e p o r p r i m e r a v e z  l a

« i n t e r s e c c i ó n »  d e  c o n j u n t o s ,  a q u í m e d i a n t e  l a  s u c e s i ó n  i n f i n i t a  d e  c o n j u n t o s

d e r i v a d o s P' , P'' , P''' ,  …  ( s i e n d o  l a  s u c e s i ó n  i n f i n i t a  p o r q u e P  e s  u n  c o n j u n t o

d e  s e g u n d a  e s p e c i e ) .  A  d i f e r e n c i a  d e  n u e s t r o ∩ ,  e l  s í m b o l o  d e  C a n t o r  p a r a  l a

i n t e r s e c c i ó n e s u n e x t r a ñ o Đ u l t r a c u r s i v o .  ( D e n u e v o , n o v a m o s a h a c e r l o

t o d o  c o n  t a n t o  d e t a l l e ) .  A s í ,  l a  d e f i n i c i ó n  o f i c i a l  d e  R  e s :  R = Đ  ( P' P'' , P''' ,

… ) , q u e ,  j u n t o a  l a d e f i n i c i ó n d e « c o n j u n t o d e s e g u n d a e s p e c i e » , p e r m i t e

d e c i r  q u e  l a s  s i g u i e n t e s  d o s  a f i r m a c i o n e s  s o n  c i e r t a s :

306 SEI Las disculpas y garantías de la nota 14 también son pertinentes para el siguiente párrafo del texto principal.
307 SEI = término usado por Cantor. Por lo que parece, en alemán no tiene las connotaciones postmortem que tiene
para nosotros.
308 SEI La demostración de Cantor de que P' = Q ∪ R es enormemente compleja pero totalmente válida; por favor,
haga un acto de fe.
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( 1 ) R  =  Đ  ( P
(2)

,  P
(3)

,  P
(4)

,  P
(5)

,  … ) …

( 2 ) R  =  Đ  ( P
(n)

,  P
(n+1)

,  P
(n+2)

,  P
(n+3)

,  … ) .
309

Miniinterpolación incrustada

L a s a f i r m a c i o n e s ( 1 ) y ( 2 ) j u n t a s c o n s t i t u y e n e n r e a l i d a d u n t i p o d e

d e m o s t r a c i ó n , t a n f a m o s a c o m o l a r e d u c c i ó n a l a b s u r d o . E s t a s e l l a m a

i n d u c c i ó n m a t e m á t i c a .  P a r a  d e m o s t r a r  a l g ú n  e n u n c i a d o Cn  p a r a  t o d o s  ( n =

∞ )  l o s  c a s o s m e d i a n t e  i n d u c c i ó n m a t e m á t i c a ,  p r i m e r o  ( a )  s e  d e m u e s t r a  q u e

C1  e s  c i e r t o  e n  e l  p r i m e r  c a s o n  =  1 ,  l u e g o  ( b )  s e  s u p o n e  q u e Ck  e s  c i e r t o  e n

l o s  p r i m e r o s k  c a s o s  ( u s t e d  n o  s a b e  q u é  n ú m e r o  e s k ,  p e r o  a  p a r t i r  d e l  p a s o

( a )  s a b e  q u e  e x i s t e :  p o r  l o m e n o s  e s  1 ) ,  y  e n t o n c e s  ( c )  s e  d e m u e s t r a q u e

Ck+1  e s  c i e r t o  e n  l o s  p r i m e r o s  ( k + 1 )  c a s o s .  P o r  e x t r a ñ o q u e p a r e z c a ,  l o s

p a s o s  ( a ) - ( c )  n o s  a s e g u r a n  q u e Cn  s e r á  c i e r t o  i n d e p e n d i e n t e m e n t e  d e l  v a l o r

d e n ,  e s  d e c i r ,  q u e  C  e s  u n  a u t é n t i c o  t e o r e m a .

Fin de la miniinterpolación

L o  q u e  l a s  a f i r m a c i o n e s  ( 1 )  y  ( 2 )  d e  C a n t o r  l e  p e r m i t e n  h a c e r  e s  d e f i n i r R ,

o b t e n i d o  a  p a r t i r  d e P ,  c o m o : R = P∞
;  e s  d e c i r , R  e s  e l ∞ - é s i m o  c o n j u n t o

d e r i v a d o  d e P .  Y  c o m o  ( o t r a  v e z ) P  e s  u n  c o n j u n t o  d e  s e g u n d a  e s p e c i e ,  n o

h a y  n i n g u n a  p o s i b i l i d a d  d e  q u e P∞
 = ∅ ,  l o  c u a l  s i g n i f i c a  q u e  e l  p r o p i o P∞

 d a r á

e l  c o n j u n t o  d e r i v a d o P∞+1
,  e s t e  ú l t i m o  d a r á  e l  c o n j u n t o  d e r i v a d o P∞+2

,  y  a s í

s u c e s i v a m e n t e ,  s o l o  q u e  a q u í  « y  a s í  s u c e s i v a m e n t e »  s i g n i f i c a  q u e  p o d e m o s

s e g u i r  g e n e r a n d o  c o n j u n t o s  d e r i v a d o s  i n f i n i t o s  d e  l a  f o r m a  a b s t r a c t a
310 p(n

0
∞v

+ n
1
∞v−1 + … + n

v
)

.  Y  c o m o  l a n  y  l a v  d e e s t a  f ó r m u l a  s o n v a r i a b l e s , C a n t o r

p u e d e  c o n s t r u i r  l a  s i g u i e n t e  s u c e s i ó n  i n f i n i t a d e  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s : P(n∞∞)
,

P(∞∞+1)
, P(∞∞+n)

, P(∞n∞)
, P(∞∞n)

, P(∞∞∞)
,  …  D e  e s t a  s u c e s i ó n  d i c e :  « V e m o s  a q u í

u n a  g e n e r a c i ó n  d i a l é c t i c a  d e  c o n c e p t o s ,  q u e  l l e v a m á s  y m á s  l e j o s ,  y  a s í  s e

309 SEI Observe que la sucesión de (1) también tiene puntos suspensivos exteriores al paréntesis, lo cual significa
que la sucesión continúa más allá de la progresión con superíndices finitos. Los puntos suspensivos de (2) son
100% intraparentéticos porque n misma es infinita. ¿Se entiende?
310 La notación que sigue es, por supuesto, SEI, pero por lo menos es bastante bonita.
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m a n t i e n e n e c e s a r i a e n s í m i s m a y l i b r e d e a r b i t r a r i e d a d e s » … ( C a n t o r ,

G e s s a m e l t e A b h a n d l u n g e n , p á g . 1 4 8 , t r a d u c c i ó n e x t r a c t a d a d e G r a t t a n -

G u i n n e s s , F r o m C a l c  t o S . T . , p á g . 1 9 1 ) m e d i a n t e  l o c u a l q u i e r e d e c i r q u e

d i c h o s « c o n c e p t o s »  s o n e n t e s m a t e m á t i c o s  r e a l e s — n ú m e r o s  t r a n s f i n i t o s —

r i g u r o s a m e n t e e s t a b l e c i d o s p o r e l t e o r e m a d e B o l z a n o - W e i e r s t r a s s , l a s

p r o p i a s d e f i n i c i o n e s d e C a n t o r d e « n ú m e r o r e a l » , « c o n j u n t o d e r i v a d o » e

« i n t e r s e c c i ó n » ,  y  l a  i n d u c c i ó n  m a t e m á t i c a .

S i  o b j e t a  u s t e d  ( c o m o  h i c i m o s  a l g u n o s  d e  n o s o t r o s  a l  d o c t o r  G o r i s )  q u e  l o s

n ú m e r o s  t r a n s f i n i t o s  d e  C a n t o r  n o  s o n  r e a l m e n t e  n ú m e r o s  e n  a b s o l u t o  s i n o

m á s  b i e n  c o n j u n t o s ,  e n t o n c e s  d e s e  c u e n t a  d e  q u e ,  p o r  e j e m p l o ,  « P (∞∞+n)
»  e s

r e a l m e n t e u n s í m b o l o d e l n ú m e r o d e e l e m e n t o s d e u n c o n j u n t o d a d o , d e l

m i s m o m o d o e n q u e « 3 » e s u n s í m b o l o d e l n ú m e r o d e e l e m e n t o s d e l

c o n j u n t o  { 1 ,  2 ,  3 } .  Y  c o m o  l o s  t r a n s f i n i t o s  s o n  d e m o s t r a b l e m e n t e  d i s t i n t o s

e , i g u a l q u e l o s e n t e r o s , f o r m a n u n a s u c e s i ó n o r d e n a d a i n f i n i t a ,
311

 s o n

r e a l m e n t e n ú m e r o s , s i m b o l i z a b l e s ( p o r a h o r a ) m e d i a n t e e l b i e n c o n o c i d o

s i s t e m a d e C a n t o r d e  l o s a l e p h s o ℵ .
312

 Y , c o m o v e r d a d e r o s n ú m e r o s ,  l o s

t r a n s f i n i t o s r e s u l t a q u e e s t á n s u j e t o s a  l o s m i s m o s t i p o s d e r e l a c i o n e s y

o p e r a c i o n e s  a r i t m é t i c a s  q u e  l o s  n ú m e r o s  n o r m a l e s ,  a u n q u e ,  t a l  c o m o  o c u r r e

c o n  e l  0 ,  l a s  r e g l a s  d e  d i c h a s  o p e r a c i o n e s  s o n m u y  d i f e r e n t e s  e n  e l  c a s o  d e

l o s ℵ s  y  t i e n e n  q u e  e s t a b l e c e r s e  y  d e m o s t r a r s e  i n d e p e n d i e n t e m e n t e .

[ SEI  N o  h a r e m o s m u c h o  c o n  e l l o s ,  p e r o  s i  t i e n e  u s t e d  c u r i o s i d a d ,  a q u í  e s t á n

a l g u n o s d e l o s t e o r e m a s e s t á n d a r p a r a l a s u m a , l a m u l t i p l i c a c i ó n y l a

e x p o n e n c i a c i ó n d e n ú m e r o s t r a n s f i n i t o s , t o d o s o b t e n i d o s o s u g e r i d o s p o r

C a n t o r . ( O b s e r v e , p o r f a v o r , q u e l a s s u m a s y / o l o s p r o d u c t o s d e u n a

c a n t i d a d  i n f i n i t a  d e  t é r m i n o s  n o  t i e n e n  n a d a  q u e  v e r  c o n  l a s  s u m a s / l í m i t e s

311 SEI En verdad hay una analogía de los números transfinitos mucho mejor que los enteros, o sea algún otro tipo
de número que en realidad no se puede nombrar  ni  contar  pero que a  pesar  de todo se puede generar  de forma
abstracta, por ejemplo, dibujando la diagonal del cuadrado unidad, o tomando la raíz cuadrada de 5, o describiendo
unos A y B particulares dedekindianos y un schnitt intersticial. Respecto a todo lo cual, por favor, vea o espere la
discusión dos párrafos después.
312 SEI Que aleph sea una letra hebrea a veces es muy aprovechado por algunos historiadores en relación a los
supuestos orígenes o estudios cabalísticos de Cantor. Explicaciones más plausibles de que Cantor eligiera ℵ son que
(1) quería un símbolo completamente nuevo para un tipo de número completamente nuevo, y/o, (2) las letras
griegas de toda la vida ya estaban todas ocupadas.
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d e s e r i e s i n f i n i t a s e n e l a n á l i s i s , s e r i e s a h o r a c o n s i d e r a d a s , p o s - C a n t o r ,

c u a s i - i n f i n i t a s ) .  S u p o n g a m o s  q u e  n  e s  c u a l q u i e r  e n t e r o  f i n i t o ,  y  q u e  t e n e m o s

d o s  n ú m e r o s  t r a n s f i n i t o s  d i s t i n t o s ,  d e s i g n a d o s  p o r ℵ0  y ℵ1 ,  s i e n d o ℵ1  > ℵ0 ,
313

e n  c u y o  c a s o  l a s  s i g u i e n t e s  a f i r m a c i o n e s  s o n  t o d a s  v e r d a d e r a s :

1 . 1 +  2  +  3  +  4  +  …  +  n  +  …  = ℵ0

2 . ℵ0  +  n  = ℵ0

3 . ℵ0  ×  n  = ℵ0

4 . ℵ0  + ℵ0  + ℵ0  +  …  = ℵ0  × ℵ0  =  (ℵ0 )
2

 = ℵ0

5 . ℵ1  +  n  = ℵ1  + ℵ0  = ℵ1

6 . ℵ1  ×  n  = ℵ1  × ℵ0  = ℵ1

7 . ℵ1  + ℵ1  + ℵ1  +  …  = ℵ1  × ℵ0  = ℵ1

8 . ℵ1  × ℵ1  =  (ℵ1 )
2

 =  (ℵ1 )
n

 =  (ℵ1 )
ℵ0  = ℵ1  ( s e m i e x t r a c t a d o  d e  E d w a r d s ,  ν .

7 ,  p á g .  4 2 2 )

Ν .  Β .  L a  s u s t r a c c i ó n  y  l a  d i v i s i ó n  s o l o  s o n  p o s i b l e s  e n  c i e r t o s  c a s o s  h í b r i d o s ,

p o r  e j e m p l o ,  p a r a  u n n  f i n i t o , ℵ0  − n  = ℵ0 ; ℵ0 /n  = ℵ0 ,  n o  e n t r e  l o s  t r a n s f i n i t o s

p e r s e . [ D e n u e v o , e s t o n o e s m u y d i f e r e n t e d e l o q u e o c u r r e c o n l a

a r i t m é t i c a  d e l  0 ] .  O b s e r v e  t a m b i é n  q u e  e l  c a s o  d e  l o s  e x p o n e n t e s  t r a n s f i n i t o s

c o m o  2
ℵ0 ,  2

ℵ1 ,  e t c . ,  e s  e s p e c i a l  y  s e  d i s c u t e  e n  d e t a l l e  m á s  a d e l a n t e .

Fin de SEI ] .

E n c a s o d e q u e s e e s t é p r e g u n t a n d o q u é  t i e n e q u e v e r  t o d o e s t o c o n  l a s

o t r a s  g r a n d e s  c u e s t i o n e s  r e l a c i o n a d a s  c o n  e l ∞ ,  c o n c r e t a m e n t e  l o s  i n f i n i t o s

c o m p a r a t i v o s  d e  l o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s  y  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s ,  y  e l  p a p e l  d e

l o s i r r a c i o n a l e s e n l a c o n t i n u i d a d d e l a r e c t a r e a l , s e p a q u e u n o d e l o s

a r g u m e n t o s f a v o r i t o s d e C a n t o r a f a v o r d e l a r e a l i d a d d e l o s n ú m e r o s

t r a n s f i n i t o s
314

 e s  s u  s i m i l i t u d m a t e m á t i c a / m e t a f í s i c a  c o n  l o s  i r r a c i o n a l e s ,  l o s

313 SEI Las demostraciones de lo cual llegarán a partir de § 7c.
314 SEI Matemáticamente hablando.
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c u a l e s y a h a n s i d o d e f i n i d o s c o n é x i t o p o r D e d e k i n d e n t é r m i n o s d e

c o n j u n t o s  i n f i n i t o s .  C o m o  d i c e  C a n t o r :

L o s  p r o p i o s  n ú m e r o s  t r a n s f i n i t o s  s o n  e n  c i e r t o  s e n t i d o  n u e v o s  i r r a c i o n a l e s ,  y

d e h e c h o p i e n s o q u e  l a m e j o r m a n e r a d e d e f i n i r  l o s n ú m e r o s  i r r a c i o n a l e s

f i n i t o s  e s  e n t e r a m e n t e  s i m i l a r ;
315

 p o d r í a  i n c l u s o  d e c i r  q u e  e n  p r i n c i p i o  e s  l o

m i s m o q u e m i m é t o d o p a r a  i n t r o d u c i r  l o s n ú m e r o s  t r a n s f i n i t o s . U n o p u e d e

a s e v e r a r a b s o l u t a m e n t e : l o s n ú m e r o s t r a n s f i n i t o s t i e n e n l a m i s m a

a c e p t a b i l i d a d q u e l o s n ú m e r o s i r r a c i o n a l e s f i n i t o s ; s o n p a r e c i d o s e n s u

n a t u r a l e z a m á s  i n t r í n s e c a ; p u e s  t a n t o  l o s u n o s  c o m o  l o s o t r o s  s o n  f o r m a s

d e f i n i d a s  y  d e l i n e a d a s  o m o d i f i c a c i o n e s  d e l  i n f i n i t o  r e a l  ( C a n t o r ,  G e s s a m e l t e

A b . , p á g s . 3 9 5 - 3 9 6 , t r a d u c c i ó n e x t r a c t a d a d e D a u b e n , G C , p á g . 1 2 8 ,

e d i t a d o .  T o d a s  l a s  c u r s i v a s  s i c ) .

L o  q u e  r e s u l t a  i n t e r e s a n t e  e s  q u e  e s t a  d e c l a r a c i ó n  c l a r a  e  i n e q u í v o c a  a p a r e c e

e n e l m i s m o « C o n t r i b u c i o n e s a l e s t u d i o d e l o s t r a n s f i n i t o s » d o n d e h a c e

m u c h o , e n § 3 a , v i m o s q u e C a n t o r c i t a b a a s a n t o T o m á s d e A q u i n o y  l e

a t r i b u í a  l a  o b j e c i ó n  a  l o s  n ú m e r o s  i n f i n i t o s  e n  c u a n t o  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s .  S i n

e m b a r g o , e l a r g u m e n t o n º 1 d e l p r o p i o C a n t o r a f a v o r d e l o s n ú m e r o s

t r a n s f i n i t o s — u n a r g u m e n t o r e p e t i d o e n v a r i a s f o r m a s d e s d e 1 8 7 4 h a s t a

f i n a l e s d e l a d é c a d a d e 1 8 9 0 — e s q u e « s u e x i s t e n c i a s e c o n f i r m a

d i r e c t a m e n t e m e d i a n t e  l a  a b s t r a c c i ó n  a  p a r t i r  d e  l a  e x i s t e n c i a  d e  c o n j u n t o s

i n f i n i t o s » ( C a n t o r  r e s u m i d o p o r D a u b e n , G C , p á g . 1 2 7 ) .
316

 A s í , e l o b j e t i v o

315 Aquí está hablando del método del schnitt de Dedekind, el cual, tras un tiempo trabajando en el Cantor, prefirió
a su propio enfoque, por razones bastante obvias.
316 Por consideraciones de espacio no vamos a entretenernos demasiado en esto, pero subrayemos una vez más
aquí que Cantor es, como Dedekind, un platónico matemático, es decir, cree que tanto los conjuntos infinitos como
los números transfinitos existen realmente, en un sentido metafísico, y que se «reflejan» en auténticos infinitos del
mundo real, aunque su teoría acerca de esto último involucra las mónadas leibnizianas y es mejor no entrar en ella.
Resulta que Cantor también desarrolla todo tipo de planteamientos y argumentos teológicos respecto a algunos
concienzudos y poderosos, y otros meramente excéntricos. Aun así, como matemático y rétorico, Cantor es lo
bastante listo para argumentar que no se necesita aceptar ninguna premisa metafísica particular para admitir a los
conjuntos infinitos o sus números abstractos en el dominio de los conceptos matemáticos legítimos. Véase, por
ejemplo, este pasaje de la obra de Cantor antes mencionada «Contribuciones…»: «En particular, al introducir
nuevos números, las matemáticas solo están obligadas a dar definiciones de ellos, mediante las cuales se les
confiera tal precisión y, si las circunstancias lo permiten, tal relación con los antiguos números que, dados los
casos, se puedan distinguir definitivamente los unos de los otros. Tan pronto como un número satisface todas esas
condiciones, puede y debe ser contemplado como existente y real en matemáticas. Aquí percibo la razón por la que
debe considerarse que los números racionales, irracionales y complejos son tan existentes como los enteros
positivos finitos» (Cantor, Gessamelte Ab., pág. 182). Esta última frase tan clara es un pequeño guiño a Kronecker.
Como el resto es bastante críptico, Dauben lo resume así: «Para los matemáticos, solo se necesitaba una prueba:
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f u n d a m e n t a l d e l  t r a b a j o d e C a n t o r e n t r e 1 8 7 4 y 1 8 8 4 e s d e s a r r o l l a r u n a

t e o r í a c o h e r e n t e y c o n s i s t e n t e d e l o s c o n j u n t o s i n f i n i t o s , y o b s e r v e , p o r

f a v o r ,  e l  p l u r a l  « c o n j u n t o s » ,  p o r q u e  p a r a  q u e  t a l  t e o r í a  n o  s e a  t r i v i a l  t i e n e

q u e h a b e r m á s d e u n  t i p o d e  c o n j u n t o  ( e n e l  s e n t i d o d e  t i p o m a t e m á t i c o ,

q u e s e  r e f i e r e b á s i c a m e n t e a l  t a m a ñ o )
317

 y a l g ú n c o n j u n t o d e r e g l a s p a r a

e v a l u a r l o s  y  c o m p a r a r l o s .

§ 7c.

E s t o  o b v i a m e n t e  s e  c o n f u n d e  c o n  l a  c u e s t i ó n  d e  s i  l a  c o n t i n u i d a d  d e  l a  r e c t a

r e a l  s i g n i f i c a  q u e  e l  c o n j u n t o  i n f i n i t o  d e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s  e s  d e  a l g ú n

m o d o >  e l  c o n j u n t o  i n f i n i t o  d e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s .  P a r a  a b r e v i a r

u n a  h i s t o r i a m u y  l a r g a ,  e l  t r a b a j o  d e  C a n t o r  e n  e s t e  p r o b l e m a  a v a n z a m á s  o

m e n o s  s i m u l t á n e a m e n t e  a  s u  d e s a r r o l l o  d e l m a t e r i a l  a c e r c a  d e  l o s  c o n j u n t o s

d e r i v a d o s  y  l o s  n ú m e r o s  t r a n s f i n i t o s .
318

V e a m o s . A l  i n t e n t a r h a l l a r a l g ú n m o d o d e c o m p a r a r  l o s t a m a ñ o s d e d o s

c o n j u n t o s q u e s o n a m b o s  i n f i n i t a m e n t e g r a n d e s , C a n t o r d a c o n e l m i s m o

c o n c e p t o  q u e  a h o r a  s e  u t i l i z a  e n  l a  e s c u e l a  p a r a  d e f i n i r  l a  i g u a l d a d  e n t r e  d o s

c o n j u n t o s , c o n c r e t a m e n t e l a c o r r e s p o n d e n c i a u n o a u n o , o « C 1 - 1 » . ( E n

r e a l i d a d « d a c o n » n o e s m u y c o r r e c t o , p u e s h e m o s v i s t o t a n t o a G a l i l e o

c o m o a B o l z a n o u s a r l a c o r r e s p o n d e n c i a u n o a u n o p a r a e s t a b l e c e r s u s

r e s p e c t i v a s p a r a d o j a s ; a u n q u e t r a s l a t e o r í a d e C a n t o r y a n o s e r í a n

p a r a d o j a s ) . L a c o r r e s p o n d e n c i a u n o a u n o e s , c o m o p u e d e q u e u s t e d y a

s e p a ,  e l m o d o  d e  e s t a b l e c e r  s i  d o s  c o l e c c i o n e s  s o n  i g u a l e s  s i n  n e c e s i d a d  d e

c o n t a r l a s .  L o s  l i b r o s  d e  t e x t o  u s a n  t o d o  t i p o  d e  d i f e r e n t e s  s i t u a c i o n e s  p a r a

i l u s t r a r  c ó m o  f u n c i o n a  e l  e m p a r e j a m i e n t o  C 1 - 1 ,  p o r  e j e m p l o ,  l o s  d e d o s  e n  s u

m a n o  d e r e c h a  y  d e  s u  m a n o  i z q u i e r d a ,  e l  n ú m e r o  d e  a s i s t e n t e s  y  d e  a s i e n t o s

tan pronto como se veía que los elementos de una teoría matemática cualquiera eran consistentes, entonces eran
matemáticamente aceptables. No se necesitaba nada más» (Dauben, GC, pág. 182).
317 SEI Aquí el mejor apoyo es del seguidor de Cantor Abraham A. Fraenkel: «El concepto de magnitud transfinita
es insignificante mientras solo se conozca la existencia de una única magnitud de ese tipo» (Fraenkel en Edwards,
v. 2, págs. 20-21).
318 SEI En realidad, más «en conjunción» que «simultáneamente», pues al final resulta que ambos proyectos tienen
todo tipo de relaciones de alto nivel.



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

247 Preparado por Patricio Barros

e n u n t e a t r o  l l e n o ,  l o s p l a t i l l o s y  l a s t a z a s d e c a f é d e u n r e s t a u r a n t e . E l

d o c t o r G o r i s t e n í a s u p r o p i a a n a l o g í a ( h e c h a c l a r a m e n t e a m e d i d a d e s u

a u d i e n c i a ) ,  q u e  i n c l u í a  e l  n ú m e r o  d e  c h i c o s  y  d e  c h i c a s  e n u n  b a i l e .  T o d o s

b u s c a n  p a r e j a  p a r a  b a i l a r  y  l a  c u e s t i ó n  e s  s i  a l g u i e n  s e  q u e d a  s o l o  y  a f l i g i d o ,

d e p i e , a p o y a d o e n l a p a r e d . Y a c o g e l a i d e a . U n p a r d e d e f i n i c i o n e s

f o r m a l e s :  h a y  u n a  c o r r e s p o n d e n c i a  u n o  a  u n o  e n t r e  l o s  c o n j u n t o s A  y B  s i  y

s o l o s i e x i s t e u n m é t o d o ( q u e , d e s d e u n p u n t o d e v i s t a t é c n i c o , n o

n e c e s a r i a m e n t e t e n e m o s q u e c o n o c e r e x p l í c i t a m e n t e ) p a r a e m p a r e j a r l o s

e l e m e n t o s d e A  c o n  l o s  e l e m e n t o s d e B  d e m o d o q u e  c a d a e l e m e n t o d e A

e s t é  e m p a r e j a d o  c o n  e x a c t a m e n t e  u n  e l e m e n t o  d e B ,  y  v i c e v e r s a .  E n t o n c e s ,

p o r d e f i n i c i ó n , l o s c o n j u n t o s A y B t i e n e n e l m i s m o n ú m e r o c a r d i n a l ( o

c a r d i n a l i d a d )  s i  y  s o l o  s i  h a y  r e a l m e n t e  u n a  C 1 - 1  e n t r e  e l l o s .
319

A h o r a ,  p a r a  l a  s i g u i e n t e  d e f i n i c i ó n  r e c u e r d e ,  p o r  f a v o r ,  c ó m o G a l i l e o  g e n e r ó

s u  e p ó n i m a  p a r a d o j a  e n  §  1 d .  T a m b i é n  a y u d a r í a  r e c o r d a r  l a  d e f i n i c i ó n  f o r m a l

d e  s u b c o n j u n t o  d e l  §  a n t e r i o r .  U n  c o n j u n t o A  e s  u n  s u b c o n j u n t o  p r o p i o  d e B

s i  y  s o l o  s i A  e s  u n  s u b c o n j u n t o  d e B  y  e x i s t e  p o r  l o  m e n o s  u n  e l e m e n t o  d e B

q u e  n o  e s  e l e m e n t o  d e A .
320

 A s í ,  p o r  d e f i n i c i ó n ,  t o d o  c o n j u n t o  e s  s u b c o n j u n t o

d e s í m i s m o , p e r o n i n g ú n c o n j u n t o e s s u b c o n j u n t o p r o p i o d e s í m i s m o .

¿ T i e n e  s e n t i d o ?  D e b e r í a  t e n e r l o ,  p o r  l o  m e n o s  p a r a  c o n j u n t o s  c o n  u n  n ú m e r o

f i n i t o  d e  e l e m e n t o s .

P e r o  l o  q u e  G e o r g  C a n t o r  p o s t u l a  c o m o  c a r a c t e r í s t i c a  f o r m a l  d e f i n i t o r i a  d e  u n

c o n j u n t o  i n f i n i t o  e s  q u e  t a l  c o n j u n t o  s e  p u e d a  p o n e r  e n C 1 - 1  c o n  a l m e n o s

u n o d e  s u s  s u b c o n j u n t o s  p r o p i o s .  L o  q u e  e q u i v a l e  a  d e c i r  q u e  u n  c o n j u n t o

i n f i n i t o p u e d e  t e n e r e l m i s m o n ú m e r o  c a r d i n a l q u e u n s u b c o n j u n t o p r o p i o

s u y o ,  c o m o  e n  e l  c a s o  d e s c r i t o  p o r  G a l i l e o  d e l  c o n j u n t o  i n f i n i t o  d e  t o d o s  l o s

e n t e r o s  p o s i t i v o s  y  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  c u a d r a d o s  p e r f e c t o s ,  e l  c u a l  e s

s u b c o n j u n t o  p r o p i o  d e  a q u e l  y  t a m b i é n  u n  c o n j u n t o  i n f i n i t o .

319 SEI Si alguna vez se ha encontrado con referencias a los cardinales transfinitos de Cantor, eso es lo que son: los
números cardinales de conjuntos infinitos.
320 SEI La paradoja de Galileo se sustenta de modo directo aunque encubierto en esta definición. Véase, por
ejemplo, § 1d, pág. 47: «Es también obvio que mientras todo cuadrado perfecto (o sea 1, 4, 9, 16, 25, …) es un
entero, no todo entero es un cuadrado perfecto».
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E s t a c a r a c t e r í s t i c a h a c e q u e t o d a  l a  i d e a d e c o m p a r a r  l o s « t a m a ñ o s » d e

c o n j u n t o s i n f i n i t o s p a r e z c a m u y r a r a , p u e s , p o r d e f i n i c i ó n , u n c o n j u n t o

i n f i n i t o  p u e d e  t e n e r  e l m i s m o  t a m a ñ o  ( o  c a r d i n a l i d a d )  q u e  u n  c o n j u n t o  q u e

p o r d e f i n i c i ó n e s m á s p e q u e ñ o . L o q u e C a n t o r h a c e a q u í
321

 e s  t o m a r o t r o

i n g r e d i e n t e d i s t i n t o d e l a p a r a d o j a d e G a l i l e o y c o n v e r t i r l o e n u n a

h e r r a m i e n t a e x t r e m a d a m e n t e p o d e r o s a e i m p o r t a n t e p a r a c o m p a r a r

c o n j u n t o s d e  t i p o ∞ . E s t e  e s ,  s i  q u i e r e  s e g u i r  l a  p i s t a ,  s u p r i m e r g o l p e d e

i n c r e í b l e , e s c a l o f r i a n t e g e n i o , a u n q u e a l p r i n c i p i o p u e d a n o p a r e c e r g r a n

c o s a .  E s  l a  i d e a  d e  c o r r e s p o n d e n c i a  u n o  a  u n o  c o n  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s

e n t e r o s  p o s i t i v o s ,  o  s e a  { 1 ,  2 ,  3 , … } .  L a  r a z ó n  p o r  l a  q u e  e s t o  e s  c r í t i c o  e s

q u e e l c o n j u n t o d e t o d o s l o s e n t e r o s p o s i t i v o s p u e d e , e n p r i n c i p i o , s e r

c o n t a d o ,
322

 o  s e a  q u e  e s  p o s i b l e  d e c i r  « A q u í  e s t á  e l  p r i m e r  e l e m e n t o  1 ,  y  e l

s i g u i e n t e  e s  2 ,  y … » ,  e t c . ,  a u n q u e  e n  l a  p r á c t i c a  e l  p r o c e s o  n u n c a  t e r m i n e .

E n  t o d o  c a s o ,  d e  a q u í  e l  c o n c e p t o  d e  C a n t o r  d e  n u m e r a b i l i d a d :  u n  c o n j u n t o

i n f i n i t o A  e s  n u m e r a b l e  s i  y  s o l o  s i  h a y u n a C 1 - 1  e n t r e A  y  e l  c o n j u n t o d e

t o d o s  l o s  e n t e r o s  p o s i t i v o s .
323

E l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  e n t e r o s  p o s i t i v o s  t a m b i é n  e s t a b l e c e  u n a  e s p e c i e  d e

n ú m e r o c a r d i n a l b a s e p a r a c o n j u n t o s i n f i n i t o s . E s  l a c a r d i n a l i d a d d e e s t e

c o n j u n t o  l o  q u e C a n t o r  s i m b o l i z a  c o n  s u  f a m o s o  « ℵ0 » .
324

 L a  i d e a  e s  q u e  l a s

c a r d i n a l i d a d e s  d e  o t r o s  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s  s e  p u e d e n  e v a l u a r m e d i a n t e  e s e

c a r d i n a l b a s e , e s d e c i r , s e p u e d e n c o m p a r a r c o n ℵ0 v i e n d o s i s e p u e d e n

p o n e r  e n  c o r r e s p o n d e n c i a  u n o  a  u n o  c o n  l o s  e n t e r o s  p o s i t i v o s .  A q u í  e s t á  u n

e j e m p l o  ( n o  e s  d e  C a n t o r  p e r  s e ,  p e r o  e s  u n  b u e n  p r e c a l e n t a m i e n t o ) :

321 SEI «Aquí» = principalmente dos artículos fundacionales en 1874 y 1878, aunque también dedica mucho tiempo
a concretar la idea en sus artículos posteriores, más discursivos. Si quiere saber el título de la monografía de 1874,
es «Über eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen». La traducción sería algo así como
«Sobre una característica del conjunto de todos los números reales algebraicos».
322 SEI En esto, de hecho, consiste contar una colección cualquiera de n cosas: es poner las cosas en una
correspondencia uno a uno con el conjunto de enteros {1, 2, 3,…, n}. La equivalencia de contar y poner en C1-1
con {todos los enteros} es lo que convirtió a la teoría de conjuntos en la base para enseñar aritmética a los niños,
de acuerdo con las nuevas matemáticas.
323 SEI N. B. En la teoría de conjuntos cantoriana numerable está relacionado con contable pero no es sinónimo.
Definición: un conjunto es contable si y solo si es o bien (a) finito, o bien (b) numerable.
324 Esto se llama tradicionalmente aleph-cero.
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C o n s i d é r e s e  s i  e l  c o n j u n t o C  d e  t o d o s  l o s  e n t e r o s  p o s i t i v o s  y  e l  c o n j u n t o D  d e

t o d o s l o s e n t e r o s ( i n c l u y e n d o e l 0 y l o s n e g a t i v o s ) t i e n e n l a m i s m a

c a r d i n a l i d a d .  E l  p r o b l e m a  e s  q u e  h a y  u n a  d i f e r e n c i a  c r u c i a l  e n t r e  e s t o s  d o s

c o n j u n t o s : C  t i e n e  u n  p r i m e r í s i m o  e l e m e n t o  ( e s  d e c i r ,  u n o m á s  p e q u e ñ o  q u e

t o d o s  l o s  d e m á s ) ,  c o n c r e t a m e n t e  1 , m i e n t r a s  q u e D  ( q u e  e s  b á s i c a m e n t e  e l

c o n j u n t o

{ … ,  − n ,  … ,  0 ,  … ,  n ,  … } )

n o  l o  t i e n e .  E  i n i c i a l m e n t e  e s  d i f í c i l  v e r  c ó m o  p o d e m o s  c o m p r o b a r  s i  h a y  u n a

C 1 - 1 e n t r e d o s c o n j u n t o s s i u n o d e e l l o s n o t i e n e u n p r i m e r e l e m e n t o .

A f o r t u n a d a m e n t e ,  d e  l o  q u e  e s t a m o s  h a b l a n d o  a q u í  e s  d e  l a  c a r d i n a l i d a d ,  l a

c u a l n o t i e n e n a d a q u e v e r c o n e l o r d e n e s p e c í f i c o d e  l o s e l e m e n t o s d e l

c o n j u n t o .
325

 A s í  q u e  p o d e m o s  j u g a r  u n  p o c o  c o n  e l  o r d e n  d e l  c o n j u n t o D  d e

t a l m o d o q u e  a  p e s a r  d e  n o  t e n e r  u n  e l e m e n t o m í n i m o  s í  t e n g a u n  p r i m e r

e l e m e n t o , p o n g a m o s p o r c a s o e l 0 . Y e s t e p e q u e ñ o j u e g o n o s p e r m i t e

e s t a b l e c e r , y  r e p r e s e n t a r e s q u e m á t i c a m e n t e , u n a p e r f e c t a  c o r r e s p o n d e n c i a

C 1 - 1

( B u n c h ,  p á g .  1 1 5 ,  s u s t a n c i a l m e n t e  e d i t a d o )  q u e  d e m u e s t r a  q u e C  y D  t i e n e n

l a m i s m a  c a r d i n a l i d a d .  O b s e r v e  q u e  a  p e s a r  d e  q u e  n u n c a  p u e d a  f i n a l i z a r s e

l i t e r a l m e n t e  e l  p r o c e s o  d e  e m p a r e j a m i e n t o  c o n  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s , m i e n t r a s

s e  p u e d a  e s t a b l e c e r  u n  p r o c e d i m i e n t o  p a r a  u n a  c o r r e s p o n d e n c i a  u n o  a  u n o

325 SEI El orden solo empieza a ser importante con los ordinales transfinitos de Cantor, que hacen su aparición en §
7g.
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q u e  f u n c i o n e p a r a  l o s  c a s o s p r i m e r o s , n - é s i m o y  ( n + 1 ) - é s i m o ,  s e h a b r á

d e m o s t r a d o  p o r  i n d u c c i ó n m a t e m á t i c a  q u e  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  f u n c i o n a r á  e n

t o d a l a e x t e n s i ó n d e a m b o s c o n j u n t o s . E n e l e j e m p l o a n t e r i o r h e m o s

d e m o s t r a d o  q u e  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  e n t e r o s  e s  n u m e r a b l e  a u n q u e  s e a

i m p o s i b l e  c o n t a r  l a  t o t a l i d a d  d e  s u s  e l e m e n t o s .
326

 E l  m é t o d o  d e  d e m o s t r a c i ó n

e s © C a n t o r ,  y  l o  i m p o r t a n t e  q u e  d e b e  v e r s e  e s  q u e  u n a  v e z m á s  e s  c a p a z

d e t o m a r u n a c a r a c t e r í s t i c a i m p l í c i t a d e a l g o , a q u í l a c a p a c i d a d d e l a

i n d u c c i ó n m a t e m á t i c a  p a r a  a b s t r a e r  u n ∞ d e  p o s i b l e s  c a s o s  a  p a r t i r  d e u n

n ú m e r o  f i n i t o d e  r e s u l t a d o s , y h a c e r l a  e x p l í c i t a ,  r i g u r o s a m e n t e a p l i c a b l e a

c o n j u n t o s  i n f i n i t o s .

E n t o n c e s , a h o r a e s t á c l a r o c ó m o C a n t o r p u e d e h a c e r u n a c o m p a r a c i ó n d e

t a m a ñ o s d e  l o s c o n j u n t o s  i n f i n i t o s d e  t o d o s  l o s n ú m e r o s r a c i o n a l e s y d e

t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s :
327

 p u e d e m i r a r  s i  u n o  d e  e l l o s  e s  n u m e r a b l e ,  o  s i

l o  s o n  a m b o s .  L o  q u e  s i g u e  e s  u n a  s e r i e  d e  d e m o s t r a c i o n e s m u y  f a m o s a s ,  l a

m a y o r í a d e s a r r o l l a d a s e n l a c o r r e s p o n d e n c i a c o n R i c h a r d D e d e k i n d ,

p u b l i c a d a s  e n  l a  d é c a d a  d e  1 8 7 0 ,  y  l u e g o  r e v i s a d a s  y  a m p l i a d a s  a  p r i n c i p i o s

d e l a d é c a d a d e 1 8 9 0 . P r i m e r o l o s r a c i o n a l e s .
328

 C u a n d o s e c o n s i d e r a l a

d e n s i d a d  i n f i n i t a q u e Z e n ó n h a b í a e x p l o t a d o m e r a m e n t e e n  l o s  r a c i o n a l e s

g e o m é t r i c o s  e n t r e  0  y  1 ,  p a r e c e  c o m o  s i  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s

r a c i o n a l e s j a m á s p u d i e r a s e r n u m e r a d o . N o s o l o c a r e c e d e u n e l e m e n t o

m í n i m o ,  s i n o  q u e  n i  s i q u i e r a  h a y  u n  s i g u i e n t e  e l e m e n t o  t r a s  n i n g ú n  r a c i o n a l

d a d o ( a l g o d e l o q u e h e m o s v i s t o d o s d e m o s t r a c i o n e s d i s t i n t a s ) . S i n

e m b a r g o ,  d e  l o  q u e  s e  d a  c u e n t a  C a n t o r  e s  d e  q u e  i g n o r a n d o  l a s  « r e l a c i o n e s

d e m a g n i t u d »  ( e x t r a c t a d a d e C o u r a n t  y R o b b i n s ,  p á g . 7 9 )  e n t r e m i e m b r o s

326 SEI Observe que estamos empezando a ser capaces de responder a la epigráfica cuestión de Russell al principio
de § 7.
327 Decisión del Alto Mando: de aquí en adelante, cuando hablemos de «todos los números» trataremos solo con
valores positivos. Esto incluye a los enteros, pues al fin y al cabo acabamos de demostrar que la cardinalidad del
conjunto de todos los enteros = la del conjunto de todos los enteros positivos. Además, debería ser obvio que las
demostraciones de Cantor para todos los racionales positivos, todos los reales positivos, etc., seguirán siendo
válidas si los conjuntos infinitos relevantes se doblan para incluir los valores negativos. Si tiene dudas, entonces
observe que doblar algo es lo mismo que multiplicarlo por 2, y que 2 es finito, y que —por los teoremas transfinitos
(3) y (6) de § 7b— cualquier ℵ multiplicado por un n finito seguirá siendo = ℵ.
328 SEI De nuevo, tenga en cuenta, por favor, que estamos haciendo estas demostraciones en el orden que facilita
una exposición más clara y lógica. N. B. Tenga en cuenta también que hay algunas distinciones entre cardinales y
ordinales que de momento vamos a eludir.
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s u c e s i v o s ,  e n  r e a l i d a d  p o d e m o s  d i s p o n e r  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  r a c i o n a l e s

e n  u n a  f i l a ,  a l g o  a s í  c o m o  l a  f i l a  d e  t o d o s  l o s  e n t e r o s  p o s i t i v o s ,  y  e n  e s a  f i l a

h a b r á  u n  p r i m e r  e l e m e n t o r1 ,  u n  s e g u n d o  e l e m e n t o r2 ,  y  a s í  s u c e s i v a m e n t e .

R e s u l t a  q u e  e l  t é r m i n o  t é c n i c o  q u e  d e n o t a  e s t o ,  c o l o c a r  u n  c o n j u n t o  e n  f i l a

d e  e s e  m o d o ,  e s  d a r  u n a  n u m e r a c i ó n  d e l  c o n j u n t o ,  y  l a  f i l a  m i s m a  s e  l l a m a  l a

n u m e r a c i ó n  d e l  c o n j u n t o ,  e n  e l  s e n t i d o  d e  q u e  a q u í  l a  c o n s t r u c c i ó n  v á l i d a  d e

u n a  f i l a  o r d e n a d a  c o n s t i t u i r á  u n a  d e m o s t r a c i ó n  d e  q u e  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s

l o s  r a c i o n a l e s  r e a l m e n t e  e s  n u m e r a b l e  ( e s  d e c i r ,  q u e  s e  p u e d e  p o n e r  e n  C 1 -

1 c o n e l c o n j u n t o d e t o d o s l o s e n t e r o s , y , p o r l o t a n t o , t i e n e l a m i s m a

c a r d i n a l i d a d q u e e s t e ) . L a c o n s t r u c c i ó n d e C a n t o r , a v e c e s l l a m a d a

i n c o r r e c t a m e n t e s u « d e m o s t r a c i ó n e n d i a g o n a l » ,
329

 f u n c i o n a m á s o m e n o s

a s í :

C o m o  v i m o s  e n  §  6 c ,  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s  s e  p u e d e n  e s c r i b i r  c o m o

e l  c o c i e n t e  d e  d o s  e n t e r o s p /q .  A s í  q u e  c r e a m o s  u n a  t a b l a  2 D  d e  e s o s p /q ,

d o n d e  l a  f i l a  h o r i z o n t a l  s u p e r i o r  c o n t i e n e  t o d o s  l o s  r a c i o n a l e s  d e  l a  f o r m a p /1

( e s d e c i r , l o s e n t e r o s ) , y l a p r i m e r a c o l u m n a v e r t i c a l c o n t i e n e t o d o s l o s

r a c i o n a l e s d e  l a  f o r m a 1 /q ,  y u n  r a c i o n a l  d a d o p /q  e s t a r á  s i t u a d o e n  l a q -

é s i m a  f i l a  y  l a p - é s i m a  c o l u m n a ,  d e l  s i g u i e n t e  m o d o :

329 SEI Lo que Cantor llama realmente «diagonalización» es su método para demostrar la no numerabilidad de los
reales, que como veremos es bastante diferente.
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E s t á c l a r o q u e u n a t a b l a 2 D n o e s  l o m i s m o q u e  l a s u c e s i ó n / f i l a ú n i c a y

o r d e n a d a d e u n a v e r d a d e r a n u m e r a c i ó n , p e r o C a n t o r s e  l a s  i n g e n i a p a r a

h a l l a r u n o r d e n e n l o s r a c i o n a l e s d e l a t a b l a m e d i a n t e u n a ú n i c a l í n e a

c o n t i n u a  e n  z i g z a g ,  d e l  s i g u i e n t e m o d o :  e m p i e c e  e n 1  y  v a y a u n a  p o s i c i ó n

h a c i a  e l  e s t e  h a s t a  2 ;  l u e g o  e n  d i a g o n a l  h a c i a  e l  s u d o e s t e  h a s t a ½ ;  l u e g o ,

h a c i a e l s u r h a s t a
1

/ 3 ;  l u e g o , o t r a v e z e n d i a g o n a l h a c i a e l n o r d e s t e a  l a

p r i m e r a  f i l a  d e  n u e v o  h a s t a  3 ;  l u e g o ,  a l  e s t e  h a s t a  4 ;  l u e g o ,  a l  s u d o e s t e  t o d o

e l  c a m i n o  h a s t a
1

/ 4 ;  a l  s u r  h a s t a
1

/ 5 ;  n o r d e s t e  h a s t a  5 ,  y  a s í  s u c e s i v a m e n t e ,

c o m o  e n :
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L o s  p u n t o s  e n  l a  l í n e a  a n t e r i o r  f o r m a r á n  l a  s e c u e n c i a

1 ,  2 ,
1

/ 2 ,
1

/ 3 ,
2

/ 2 ,  3 ,  4 ,
3

/ 2 ,
2

/ 3 ,
1

/ 4 ,
1

/ 5 ,
2

/ 4 ,
3

/ 3 ,
4

/ 2 ,  5 ,  6 ,
5

/ 2 ,
4

/ 3 ,
3

/ 4 ,
2

/ 5 ,
1

/ 6 ,

1
/7 ,

2
/ 6 , …

d e  l a  q u e  p o d e m o s  e l i m i n a r  c o n  l e g i t i m i d a d  t o d o s  l o s  c o c i e n t e s  d o n d e p  y q

t i e n e n u n f a c t o r c o m ú n , d e m o d o q u e c a d a n ú m e r o r a c i o n a l d i f e r e n t e

a p a r e z c a s o l o u n a v e z e n s u f o r m a m á s b á s i c a . E s t e p r o c e s o d e

e l i m i n a c i ó n / r e d u c c i ó n  e n t o n c e s  d a  l a  s u c e s i ó n  l i n e a l

1 ,  2 ,
1

/ 2 ,  3 ,  4 ,
3

/ 2 ,
2

/ 3 ,
1

/ 4 ,
1

/ 5 ,  5 ,  6 ,
5

/ 2 ,
4

/3 ,
3

/ 4 ,
2

/ 5 ,
1

/ 6 ,
1

/ 7 , …
p

/ q ,  … ,
1

/ 3
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s u c e s i ó n  q u e  c o n s t i t u y e  l a  f i l a  o r d e n a d a  n e c e s a r i a  p a r a  l a  n u m e r a c i ó n ,
330

 l o

c u a l s i g n i f i c a q u e e l c o n j u n t o d e t o d o s l o s r a c i o n a l e s e s , e n e f e c t o ,

n u m e r a b l e  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  t i e n e  l a  m i s m a  c a r d i n a l i d a d  q u e  e l  c o n j u n t o  d e  l o s

e n t e r o s ,  o  s e a ,  e l  b u e n o  y  v i e j o ℵ0 .

L a  v e r d a d e r a  d e m o s t r a c i ó n  e n  d i a g o n a l  a p a r e c e  e n  l a  r e s p u e s t a  d e  C a n t o r  a

l a  c u e s t i ó n  d e  s i  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s  e s  >  e l  c o n j u n t o  d e

t o d o s  l o s  r a c i o n a l e s .  A h o r a  d e b e r í a  s e r  o b v i o  q u e  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e  C a n t o r

i n v o l u c r a r á  l a  n u m e r a b i l i d a d  d e  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s ,  e s  d e c i r ,  s i  l o s  r e a l e s  s o n

n u m e r a b l e s ,  e n t o n c e s  s u  c a r d i n a l i d a d  =  l a  d e  l o s  r a c i o n a l e s ,  y  s i  n o  l o  s o n ,

e n t o n c e s  l o s  r e a l e s  s o n >  l o s  r a c i o n a l e s .  A  g r a n d e s  r a s g o s ,  l a  d e m o s t r a c i ó n

e s u n a  r e d u c c i ó n a l  a b s u r d o , y  s u m é t o d o d e d i a g o n a l i z a c i ó n  s e  c o n s i d e r a

a h o r a  c o m o  u n a  d e  l a s  t é c n i c a s  d e  d e m o s t r a c i ó n m á s  i m p o r t a n t e s  e n  t o d a  l a

t e o r í a  d e  c o n j u n t o s .  A q u í  d e b e n  o b s e r v a r s e  d o s  c u e s t i o n e s  p r e l i m i n a r e s .  ( 1 )

L a p r i m e r a d e m o s t r a c i ó n d e C a n t o r , e n 1 8 7 3 - 1 8 7 4 y c o n i n f l u e n c i a d e

D e d e k i n d , d e l a n o n u m e r a b i l i d a d d e l o s r e a l e s i n v o l u c r a b a l í m i t e s d e

s u c e s i o n e s r e s p e c t o a « i n t e r v a l o s a n i d a d o s » e n l a r e c t a r e a l y r e s u l t a b a

e n o r m e m e n t e  c o m p l e j a .  L a s  d e m o s t r a c i o n e s  q u e  e s t a m o s  h a c i e n d o  a q u í  s o n

l a s  v e r s i o n e s  r e v i s a d a s  d e  C a n t o r ,  d e  h a c i a  1 8 9 0 :  s o n  a  l a  v e z  m á s  s i m p l e s  y

m á s  s i g n i f i c a t i v a s  q u e  l a  p r i m e r a .  ( 2 )  O b s e r v e  u n a  v e z m á s  e n  l a  s i g u i e n t e

e x p l i c a c i ó n c ó m o C a n t o r u s a l a f o r m a d e c i m a l d e l o s n ú m e r o s r e a l e s y

e x p l o t a  e l  h e c h o ,  v i s t o  e n  §  2 c ,  d e  q u e  0 , 9 9 9 …  =  1  p a r a  r e p r e s e n t a r  n o  s o l o

l o s i r r a c i o n a l e s s i n o t o d o s l o s n ú m e r o s r e a l e s c o m o d e c i m a l e s q u e n o

t e r m i n a n n u n c a : p o r  e j e m p l o ,  c o m o e n 0 , 5 = 0 , 4 9 9 9 … , 1 3 , 1 = 1 3 , 0 9 9 9 … ,

e t c .  E s t a  e s t r a t e g i a  ( q u e  e n  r e a l i d a d  s u g i r i ó  D e d e k i n d )  a s e g u r a  q u e  h a y  s o l o

u n a r e p r e s e n t a c i ó n l í c i t a d e c a d a d e c i m a l ; e n s e g u i d a v e r e m o s p o r q u é

C a n t o r  n e c e s i t a  d i s p o n e r  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s  d e  e s e  m o d o .

V e a m o s  l a d e m o s t r a c i ó n . C o m o e s u n a r e d u c c i ó n a l a b s u r d o , e m p e z a m o s

s u p o n i e n d o q u e e l c o n j u n t o d e t o d o s l o s n ú m e r o s r e a l e s e s , d e h e c h o ,

330 SEI Si esta definición esquemática le parece insuficiente y quiere usted una verdadera C1-1 entre los conjuntos
de los racionales y de los enteros, entonces tome simplemente la fila ordenada que hemos visto y empareje su
primer elemento con 1, su segundo elemento con 2, …, y así sucesivamente.
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n u m e r a b l e ; e s d e c i r , q u e s e p u e d e d i s p o n e r c o m o u n a s u c e s i ó n o f i l a

o r d e n a d a .
331

 E s t a s u c e s i ó n c o n s i s t i r á e n u n a t a b l a i n f i n i t a d e d e c i m a l e s

i n f i n i t o s ,  d e  l a  c u a l  p o d e m o s m o s t r a r  p o r  l o m e n o s  e l  p r i n c i p i o  d e l  s i g u i e n t e

m o d o :

1 º  R e a l  =  X 1 , a1a2a3a4a5a6a7 …

2 º  R e a l  =  X 2 , b1b2b3b4b5b6b7 …

3 º  R e a l  =  X 3 , c1c2c3c4c5c6c7 …

4 º  R e a l  =  X 4 , d1d2d3d4d5d6d7 …

5 º  R e a l  =  X 5 , e1e2e3e4e5e6e7 …

6 º  R e a l  =  X 6 , f1f2f3f4f5f6f7 …

…

Y  a s í  s u c e s i v a m e n t e …

E n e s t a  t a b l a ,  l a s X d e n o t a n c u a l e s q u i e r a p a r t e s e n t e r a s a n t e r i o r e s a  l a s

c o m a s d e c i m a l e s , y  l a s a , b , e t c . , r e p r e s e n t a n  l a s  i n f i n i t a s s u c e s i o n e s d e

d í g i t o s  t r a s  l a s  c o m a s  d e c i m a l e s .  Y  l a  s u p o s i c i ó n  d e  l a  d e m o s t r a c i ó n  e s  q u e

l a  v e r s i ó n  i n f i n i t a  d e  t a l  t a b l a  s e r á  e x h a u s t i v a  d e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s .

E s t o s i g n i f i c a q u e  l a c o n t r a d i c c i ó n d e s e a d a p a r a c o n s e g u i r  l a r e d u c c i ó n a l

a b s u r d o  r e q u i e r e  d e m o s t r a r  q u e  d i c h a  t a b l a  e n  r e a l i d a d  n o  a g o t a  e l  c o n j u n t o

d e  t o d o s  l o s  r e a l e s ,  l o  c u a l  r e q u i e r e  h a l l a r  u n  n ú m e r o  r e a l  q u e  n o  e s t é — n o

p u e d a  e s t a r —  e n  l a  t a b l a .

L o  q u e  l a  d e m o s t r a c i ó n  e n  d i a g o n a l  d e  C a n t o r  h a c e  e s  g e n e r a r  j u s t a m e n t e

t a l  n ú m e r o ,  a l  q u e  p o d e m o s  l l a m a r R .  L a  d e m o s t r a c i ó n  e s  a  l a  v e z  i n g e n i o s a

y  b e l l a :  u n a  t o t a l  c o n f i r m a c i ó n  d e  l a  p r e s e n c i a  d e l  a r t e  e n  l a s m a t e m á t i c a s

p u r a s .  E n  p r i m e r  l u g a r ,  e c h e  o t r o  v i s t a z o  a  l a  t a b l a .  P o d e m o s d e j a r  q u e  l a

p a r t e  e n t e r a  d e  R  s e a  c u a l q u i e r  X  q u e  q u e r a m o s ,  n o  t i e n e  i m p o r t a n c i a .  P e r o

331 SEI Aquí quizá pueda usted anticipar algunas complicaciones familiares respecto a cuál podría ser el primerísimo
número real de la sucesión, y para ver por qué ninguna de las anteriores manipulaciones con los órdenes de las
filas funcionará con los números reales. En este caso, para su tranquilidad, le informamos ahora de que el famoso
axioma de elección (otro lío enmarañado, véase § 7f) de la teoría de conjuntos, del profesor Zermelo, asegura que
siempre podemos construir un conjunto ordenado de números reales de tal modo que tenga un auténtico primer
elemento. Sería interesante que de momento simplemente se creyera esto.
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a h o r a m i r e  l a  p r i m e r í s i m a  f i l a  d e  l a  t a b l a . V a m o s a  a s e g u r a r n o s d e q u e  l a

p r i m e r a  c i f r a  d e c i m a l  d e R , a ,  e s  d i f e r e n t e  a  l a a1  d e  l a  t a b l a .  E s  f á c i l  h a c e r l o

i n c l u s o  s i n  s a b e r  q u é  n ú m e r o  p a r t i c u l a r  e s a1 :  e s p e c i f i q u e m o s  q u e a  =  ( a1  −

1 )  a m e n o s  q u e a1  r e s u l t e  s e r  0 ,  e n  c u y o  c a s o a  =  9 .  A h o r a m i r e  l a  s e g u n d a

f i l a  d e  l a  t a b l a ,  p o r q u e  v a m o s  a  h a c e r  l o m i s m o  c o n  l a  s e g u n d a  c i f r a  d e R ,  o

s e a b : b  =  ( b2  −  1 ) ,  o b  =  9  s i b2  =  0 .  A s í  e s  c o m o  f u n c i o n a .  S e g u i m o s  e l

m i s m o  p r o c e d i m i e n t o  c o n  l a  t e r c e r a  c i f r a  d e R , c ,  y  l a  c i f r a c3  d e  l a  t a b l a ,  c o n

d  y d4 ,  c o n e  y e5 ,  y  a s í  s u c e s i v a m e n t e ,  a d  i n f i n i t u m . A u n q u e n o  p o d e m o s

c o n s t r u i r  R  e n  s u  t o t a l i d a d  ( d e l m i s m o  m o d o  q u e  n o  p o d e m o s  f i n a l i z a r  t o d a

l a  t a b l a  i n f i n i t a ) ,  a ú n  p o d e m o s  v e r  q u e  e s t e  n ú m e r o  r e a l R  =  X , abcdefghi …

v a  a  s e r  d e m o s t r a b l e m e n t e  d i f e r e n t e  d e  c u a l q u i e r  n ú m e r o  r e a l  d e  l a  t a b l a .

D i f e r i r á  d e l  1 . e r  n ú m e r o  r e a l  e n  s u  p r i m e r a  c i f r a  d e c i m a l ,  d e l  2 . 0  n ú m e r o  r e a l

e n s u  s e g u n d a c i f r a d e c i m a l , d e l 3 . e r  n ú m e r o  r e a l  e n  s u  t e r c e r a c i f r a … y ,

d a d o  e l m é t o d o  d i a g o n a l ,
332

 d i f e r i r á  d e l  n - é s i m o  n ú m e r o  r e a l  d e  l a  t a b l a  e n

s u n - é s i m a c i f r a . E r g o R n o e s t á — n o p u e d e e s t a r — i n c l u i d o e n  l a t a b l a

i n f i n i t a  a n t e r i o r ;  e r g o ,  l a  t a b l a  i n f i n i t a  n o  e s  e x h a u s t i v a  d e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s

r e a l e s ;  e r g o  ( p o r  l a s  r e g l a s  d e  l a  r e d u c c i ó n  a l  a b s u r d o ) ,  l a  s u p o s i c i ó n  i n i c i a l

e s  r e b a t i d a  y  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s  n o  e s  n u m e r a b l e ,  e s

d e c i r ,  n o  s e  p u e d e  p o n e r  e n  C 1 - 1  c o n  e l  c o n j u n t o  d e  l o s  e n t e r o s .  Y  c o m o  e l

c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s  s í  s e  p u e d e  p o n e r  e n  C 1 - 1  c o n  l o s

e n t e r o s ,  l a  c a r d i n a l i d a d  d e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  r e a l e s  t i e n e  q u e  s e r m a y o r

q u e  l a  c a r d i n a l i d a d  d e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  r a c i o n a l e s .  Q .  E .  D . *

*Interpolación rápida de bosque y árbol

D e m o s u n p a s o a t r á s y r e f l e x i o n e m o s s o l o p o r u n s e g u n d o a c e r c a d e l o

e s t r a t o s f é r i c a m e n t e a b s t r a c t o q u e e s  t o d o e s t o .  Y d e p o r q u é  l a  t e o r í a d e

c o n j u n t o s ,  d e  l a  q u e  s e  p u e d e  d e c i r  q u e  e s  l a  p a r t e m á s  f u n d a m e n t a l  d e  l a s

m a t e m á t i c a s  m o d e r n a s ,  e s  t a m b i é n  l a  m á s  a l u c i n a n t e .  L a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s

332 Así que el motivo de que se llame «diagonal» es por lo del primer dígito en la primera fila, el segundo dígito en
la segunda fila, y la construcción de R en un ángulo de 45°.
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e s 1 0 0 % t r i v i a l m i e n t r a s  t r a t e m o s c o n  c o n j u n t o s  f i n i t o s , p o r q u e  t o d a s  l a s

r e l a c i o n e s  e n t r e  d i c h o s  c o n j u n t o s  s e  p u e d e n  d e t e r m i n a r  d e  m a n e r a  e m p í r i c a ,

b a s t a  c o n t a r  s u s e l e m e n t o s . E n  l a  t e o r í a d e c o n j u n t o s d e n ú m e r o s  r e a l e s ,

e s t a m o s t r a t a n d o c o n a g r e g a d o s a b s t r a c t o s d e e n t e s a b s t r a c t o s t a n

n u m e r o s o s  q u e  j a m á s  p o d r á n  s e r  c o n t a d o s  n i  c o m p l e t a d o s  n i  c o m p r e n d i d o s

s i q u i e r a … y ,  s i n  e m b a r g o ,  e s t a m o s d e m o s t r a n d o ,  d e d u c t i v a m e n t e  y ,  p o r  l o

t a n t o ,  d e  f o r m a  d e f i n i t i v a ,  v e r d a d e s  s o b r e  l a  d i s p o s i c i ó n  y  l a s  r e l a c i o n e s  d e

t a l e s  c o s a s .  E n  e l  f r a g o r  d e  t o d a s  e s t a s  d e m o s t r a c i o n e s  y  e x p l i c a c i o n e s ,  e s

f á c i l  p e r d e r  d e  v i s t a  l a  a b s o l u t a  r a r e z a  d e  l o s  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s ,  u n a  r a r e z a

q u e  n o  q u e d a  p a r a  n a d a  d i s m i n u i d a  p o r  e l  h e c h o  d e  q u e  C a n t o r  y  D e d e k i n d

d e m o s t r a r a n  q u e  e s o s ∞  y a c e n  e n  l a  m i s m a  r a í z  d e  l a s m a t e m á t i c a s  y  s o n

n e c e s a r i o s  p a r a  t r a t a r  a l g o  t a n  b á s i c o  c o m o  u n a  r e c t a .  A  p r o p ó s i t o  d e  d i c h a

r a r e z a ,  h e  a q u í  u n a  b o n i t a  c i t a  d e  l o s  f i l ó s o f o s  B e n a c e r r a f  y  P u t n a m :

E s t á n l o s c o n j u n t o s ; b e l l o s , p e r e n n e s , m u l t i t u d i n a r i o s , i n t r i n c a d a m e n t e

c o n e c t a d o s . N o t r a b a j a n n i h i l a n . N i t a m p o c o , y a h í e s t á e l p r o b l e m a ,

i n t e r a c c i o n a n  c o n  n o s o t r o s  d e  n i n g ú n  m o d o .  A s í  q u e ,  ¿ c ó m o  s e  s u p o n e  q u e

d e b e m o s  t e n e r  a c c e s o  e p i s t e m o l ó g i c o  a  e l l o s ?  R e s p o n d e r :  « p o r  i n t u i c i ó n » ,  e s

d i f í c i l m e n t e  s a t i s f a c t o r i o .  N e c e s i t a m o s  a l g u n a  e x p l i c a c i ó n  d e  c ó m o  p o d e m o s

t e n e r  c o n o c i m i e n t o  d e  e s a s  c r i a t u r a s  ( B e n a c e r r a f  y  P u t n a m ,  p á g .  4 1 0 ) .

Y  u n a  d e l  d u r o  i n t u i c i o n i s t a  J u l e s - H e n r i  P o i n c a r é :

U n a  r e a l i d a d  c o m p l e t a m e n t e  i n d e p e n d i e n t e  d e l  e s p í r i t u  q u e  l a  c o n c i b e ,  l a  v e ,

o  l a  s i e n t e ,  e s  u n a  i m p o s i b i l i d a d .  U n  m u n d o  t a n  e x t e r n o  c o m o  e s t e ,  i n c l u s o  s i

e x i s t i e r a , n o s s e r í a i n a c c e s i b l e p a r a s i e m p r e ( P o i n c a r é e x t r a c t a d o p o r

B a r r o w ,  p á g .  2 7 6 ) .

Y  u n a  r e f u t a c i ó n  b a s t a n t e  d e l i c i o s a  d e l  p l a t o n i s t a  K u r t  G ö d e l :

A  p e s a r  d e  s u  r e m o t a  l e j a n í a  d e  l a  e x p e r i e n c i a  d e  l o s  s e n t i d o s ,  t e n e m o s  a l g o

p a r e c i d o  a  u n a  p e r c e p c i ó n  t a m b i é n  d e  l o s  o b j e t o s  d e  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s ,

c o m o  s e  v e  p o r  e l  h e c h o  d e  q u e  l o s  a x i o m a s  n o s  o b l i g a n  a  r e c o n o c e r l o s  c o m o

c i e r t o s .  N o  v e o  n i n g u n a  r a z ó n  p o r  l a  q u e  d e b e r í a m o s  t e n e r m e n o s  c o n f i a n z a

e n  e s t e  t i p o  d e  p e r c e p c i ó n ,  e s  d e c i r ,  e n  l a  i n t u i c i ó n m a t e m á t i c a ,  q u e  e n  l a
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p e r c e p c i ó n  s e n s o r i a l ,  l a  c u a l  n o s  i n d u c e  a  c o n s t r u i r  t e o r í a s  f í s i c a s  y  a  e s p e r a r

q u e  l a s  p e r c e p c i o n e s  s e n s o r i a l e s  f u t u r a s  s e  a j u s t e n  a  e l l a s …  ( G ö d e l ,  « W h a t  i s

C a n t o r ’ s  C o n t i n u u m  P r o b l e m ? » ,  p á g .  2 7 0 ) .

Fin de la interpolación y regreso a § 7c en el párrafo de la pág. 236

con asterisco al final

A l g u n a s  c o s a s m á s  r e s p e c t o  a  e s a s  d o s  p r i m e r a s  d e m o s t r a c i o n e s .  ( 1 )  C o m o

e l  n ú m e r o  c a r d i n a l  d e  l o s  c o n j u n t o s  n u m e r a b l e s  e s ℵ0 ,  p a r e c e  c o m o  s i  t u v i e r a

s e n t i d o d e n o t a r  l a c a r d i n a l i d a d d e l c o n j u n t o d e t o d o s  l o s n ú m e r o s r e a l e s

m e d i a n t e «ℵ1 » ,  p e r o ,  p o r  c o m p l i c a d a s  r a z o n e s , C a n t o r  l l a m a a l  c a r d i n a l  d e

e s t e  c o n j u n t o  c ,  o  t a m b i é n  « l a  p o t e n c i a  d e l  c o n t i n u o » ,  p u e s  r e s u l t a  s e r  l a  n o

n u m e r a b i l i d a d  d e  l o s  r e a l e s  l o  q u e  e x p l i c a  l a  c o n t i n u i d a d  d e  l a  r e c t a  r e a l .  L o

q u e e s t o s i g n i f i c a e s q u e l a i n f i n i d a d d e p u n t o s i n v o l u c r a d o s e n l a

c o n t i n u i d a d  e s m a y o r  q u e  l a  i n f i n i d a d  d e  p u n t o s  c o m p r e n d i d o s  p o r  c u a l q u i e r

t i p o  d e  s u c e s i ó n d i s c r e t a ,  i n c l u s o  u n a  i n f i n i t a m e n t e  d e n s a .  ( 2 ) M e d i a n t e  s u

d e m o s t r a c i ó n  e n  d i a g o n a l  d e  q u e c > ℵ0 ,  C a n t o r  h a  l o g r a d o  c a r a c t e r i z a r  l a

c o n t i n u i d a d a r i t m é t i c a í n t e g r a m e n t e e n t é r m i n o s d e o r d e n , c o n j u n t o s ,

n u m e r a b i l i d a d ,  e t c .  E s  d e c i r ,  l a  h a  c a r a c t e r i z a d o  1 0 0 %  d e m a n e r a  a b s t r a c t a ,

s i n r e f e r e n c i a a l g u n a a t i e m p o , m o v i m i e n t o , c a l l e s , n a r i c e s , q u e s o s , o

c u a l q u i e r o t r a  c a r a c t e r í s t i c a d e l m u n d o  f í s i c o , y p o r e s t e m o t i v o R u s s e l l  l e

a t r i b u y e  e l  h a b e r  « r e s u e l t o  d e f i n i t i v a m e n t e »  l o s  p r o f u n d o s  p r o b l e m a s  t r a s  l a

d i c o t o m í a .
333

 ( 3 )  L a D .  e n D .  t a m b i é n  e x p l i c a ,  r e s p e c t o  a  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e l

d o c t o r  G o r i s  q u e  v i m o s  e n  §  2 e ,  p o r  q u é  h a b r á  s i e m p r e m á s  n ú m e r o s  r e a l e s

q u e  p a ñ u e l o s  r o j o s .  Y  n o s  a y u d a  a  e n t e n d e r  p o r  q u é  l o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s

e n d e f i n i t i v a  o c u p a n u n e s p a c i o  o  e n  l a  r e c t a  r e a l ,
334

 p u e s  s o n o b v i a m e n t e

l o s  n ú m e r o s  i r r a c i o n a l e s  l o s  q u e  h a c e n  q u e  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s

r e a l e s  s e a  n o  n u m e r a b l e .  ( 4 )  U n a  a m p l i a c i ó n  d e  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e C a n t o r

333 SEI Véase el principio de § 5e.
334 SEI La demostración de esta extraña curiosidad, véanse las págs. 91-93 de § 2e, está claro que ahora se puede
liberar del requisito de que todos los pañuelos y medios pañuelos y mitades de medios pañuelos sean

infinitesimalmente pequeños; solo invocamos la demostración de Weierstrass en § 5e(i) de que .
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a y u d a  a  c o n f i r m a r  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e  J o s e p h  L i o u v i l l e ,  e n  1 8 5 1 ,  d e  q u e  h a y

u n  n ú m e r o  i n f i n i t o  d e  i r r a c i o n a l e s  t r a s c e n d e n t a l e s  e n  c u a l q u i e r  i n t e r v a l o  d e

l a  r e c t a  r e a l .  ( E s t o  e s  b a s t a n t e  i n t e r e s a n t e .  R e c o r d a r á  d e  l a  n o t a  1 5  d e  §  3 a

q u e  d e  l o s  d o s  t i p o s  d e  i r r a c i o n a l e s ,  l o s  t r a n s c e n d e n t e s ,  c o m o  π  y  e ,  s o n  l o s

q u e n o p u e d e n s e r r a í c e s d e p o l i n o m i o s c o n c o e f i c i e n t e s e n t e r o s . L a

d e m o s t r a c i ó n d e C a n t o r d e q u e e l ∞ d e l o s r e a l e s s o b r e p a s a a l d e l o s

r a c i o n a l e s s e p u e d e m o d i f i c a r p a r a d e m o s t r a r q u e s o n e n r e a l i d a d l o s

i r r a c i o n a l e s  t r a s c e n d e n t e s  l o s  q u e  s o n  n o n u m e r a b l e s  y  q u e  e l  c o n j u n t o d e

t o d o s l o s i r r a c i o n a l e s a l g e b r a i c o s t i e n e l a m i s m a c a r d i n a l i d a d q u e l o s

r a c i o n a l e s ,
335

 l o  c u a l  e s t a b l e c e  q u e ,  e n  d e f i n i t i v a ,  s o n  l o s  r e a l e s - i r r a c i o n a l e s -

t r a s c e n d e n t e s  l o s  q u e  e x p l i c a n  l a  c o n t i n u i d a d  d e  l a  R .  R . ) .  ( 5 )  D a d o  q u e  l a  D .

e n  D .  e s  u n a  d e m o s t r a c i ó n  p o r  r e d u c c i ó n  a l  a b s u r d o  y  q u e  s u s  c a n t i d a d e s  n o

s e p u e d e n c o n s t r u i r d e n i n g ú n m o d o , n o d e b e r í a s o r p r e n d e r n o s q u e a l

p r o f e s o r  L e o p o l d  K r o n e c k e r  y  a  o t r o s  p r o t o - c o n s t r u c t i v i s t a s  n o  l e s  g u s t a r a  e n

a b s o l u t o  ( m á s  r e s p e c t o  a  e s t o  e n  u n  p a r  d e  §  ) .  S e g ú n  t o d o s  l o s  t e s t i g o s ,  l a

c a m p a ñ a p ú b l i c a d e K r o n e c k e r c o n t r a C a n t o r e m p e z ó e n s e r i o c o n l o s

a r t í c u l o s  a c e r c a  d e  c .

§ 7d.

M a t e m á t i c a m e n t e , e s p r o b a b l e q u e p u e d a u s t e d v e r c u á l e s e l s i g u i e n t e

m o v i m i e n t o  i m p o r t a n t e  d e  C a n t o r .  U n a  v e z  d e m o s t r a d o m e d i a n t e  c  q u e  h a y

u n a  p o t e n c i a  d e ∞ m a y o r  q u e ℵ0 ,  e m p i e z a  a  b u s c a r  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s  c u y a

c a r d i n a l i d a d p o d r í a s e r m a y o r q u e c . S u s i g u i e n t e p a s o  i m p o r t a n t e ( q u e ,

c o m o  p o d r á  o b s e r v a r ,  t o d a v í a  i n v o l u c r a  c o n j u n t o s  d e  p u n t o s )  e s  u n  i n t e n t o

d e  d e m o s t r a r  q u e  e l  p l a n o  2 D  c o n t i e n e  u n a  i n f i n i d a d  d e  p u n t o s  q u e  e s  m a y o r

q u e  e l  c  d e  l a  r e c t a  r e a l  1 D ,  d e l  m i s m o  m o d o  e n  q u e  c  e s  m a y o r  q u e  e l ℵ0  d e

l a  r e c t a n u m é r i c a . E s t a e s  l a d e m o s t r a c i ó n a c e r c a d e c u y o r e s u l t a d o  f i n a l

335 SEI Desde un punto de vista histórico, el primer resultado acerca de la no numerabilidad que Cantor pudo
realmente demostrar fue que el conjunto de todos los números trascendentes era no numerable y que el conjunto
total de todos los números racionales + todos los irracionales algebraicos tenía la misma cardinalidad que el de los
racionales. Véase la nota 39 anterior, y el título del artículo de Cantor de 1874, que ahora debería resultar más
comprensible.
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C a n t o r  l e  e s c r i b i ó  l a  f r a s e  c é l e b r e  a  D e d e k i n d  « J e  l e  v o i s , m a i s  j e ’ n  l e  c r o i s

p a s »  e n  1 8 7 7 .
336

 S e  c o n o c e  a  v e c e s  c o m o  s u  d e m o s t r a c i ó n  d e  l a  d i m e n s i ó n .

L a  i d e a  g e n e r a l  e s  d e m o s t r a r  q u e  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s  n o  s e  p u e d e n  p o n e r  e n

C 1 - 1  c o n  e l  c o n j u n t o  d e  p u n t o s  e n  u n  e s p a c i o  n - d i m e n s i o n a l ,  e n  e s t e  c a s o  u n

p l a n o ,  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  q u e  l a  c a r d i n a l i d a d  d e l  c o n j u n t o  d e  p u n t o s  d e l  p l a n o  e s

>  l a  c a r d i n a l i d a d  d e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  r e a l e s .  L o s  c a s o s  e s p e c í f i c o s  d e  l a

d e m o s t r a c i ó n  s o n  e l  c u a d r a d o  u n i d a d  p i t a g ó r i c o  d e  t o d a  l a  v i d a  y  e l  i n t e r v a l o

[ 0 , 1 ] d e  l a  r e c t a  r e a l .  ( R e c o r d a r á d e  § 3 q u e  l a s P . d e l  I . d e B o l z a n o y a

h a b í a n  s u g e r i d o e n 1 8 5 0 q u e  [ 0 , 1 ]  c o n t e n í a  t a n t o s p u n t o s  c o m o  l a  r e c t a

r e a l ,  e q u i v a l e n c i a q u e a h o r a C a n t o r d e m u e s t r a  f o r m a l m e n t e e n s u a r t í c u l o

d e l a d i m e n s i ó n . C o m o y a h e m o s v i s t o u n a d e m o s t r a c i ó n g r á f i c a d e l a

e q u i v a l e n c i a  e n  §  3 c ,  o m i t i r e m o s  e s t a  d e m o s t r a c i ó n  e x c e p t o  p a r a  p o n e r  d e

r e l i e v e  l o  q u e  s e g u r a m e n t e  p u e d e  a n t i c i p a r :  C a n t o r  d e m u e s t r a  q u e  c u a l q u i e r

t i p o  d e  d i a g o n a l i z a c i ó n  q u e  s e  u s e  p a r a  c r e a r  u n  n u e v o  n ú m e r o  r e a l  q u e  s e a

>  1  p u e d e  d u p l i c a r s e  p a r a  c r e a r  u n  n u e v o  n ú m e r o  r e a l  e n  [ 0 ,  1 ] ) .

P a r a  l a d e m o s t r a c i ó n d e  l a d i m e n s i ó n ,  l a p r i n c i p a l d e l a r t í c u l o , t i e n e q u e

v i s u a l i z a r s e  d e  a l g ú n m o d o  e l  c u a d r a d o  u n i d a d  c o m o  u n a  c u a d r í c u l a  o m a l l a

c a r t e s i a n a ,  c o n  c o o r d e n a d a s  n u m é r i c a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a  t o d o s  y  c a d a  u n o

d e  l o s  p u n t o s  d e l  p l a n o  a l  q u e  p e r t e n e c e .  L a  e s t r a t e g i a  d e  C a n t o r  e s  u s a r  l a

d i a g o n a l i z a c i ó n p a r a d e m o s t r a r q u e h a y n ú m e r o s c o r r e s p o n d i e n t e s a e s a s

c o o r d e n a d a s  2 D  q u e  n o  s e  p u e d e n  h a l l a r  e n  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  r e a l e s .

C o m o  r e s u l t a  c l a r o  e n  s u s  c a r t a s  a  D e d e k i n d ,  a l  p r i n c i p i o  C a n t o r  e s t á  s e g u r o

d e q u e t a l e s n ú m e r o s s e p u e d e n g e n e r a r , p u e s t o d o g e ó m e t r a d e s d e

R i e m a n n  h a b í a  t r a b a j a d o  b a j o  l a  s u p o s i c i ó n  d e  q u e  l a  d i m e n s i ó n  d e  c u a l q u i e r

e s p a c i o  ( p o r  e j e m p l o ,  1 D ,  2 D ,  3 D )  e s t a b a  d e t e r m i n a d a  d e m a n e r a  ú n i c a  p o r

e l n ú m e r o d e c o o r d e n a d a s n e c e s a r i a s p a r a i d e n t i f i c a r u n p u n t o e n d i c h o

e s p a c i o  ( s e m i e x t r a c t a d o  d e  G r a t t a n - G u i n n e s s ,  F r o m  C a l c  t o  S . T . ,  p á g .  1 8 8 ) .

336 SEI = «Lo veo, pero no me lo creo» (lo cual es un retazo muy conciso, aunque involuntario, de antiempirismo).
No está claro por qué le escribe esto en francés a un destinatario que también era alemán; podría haber sido un
modo de subrayar la emoción. El alemán académico de Cantor, también, a menudo cambia al francés o al griego
por ninguna razón discernible. Quizás era habitual en su contexto.
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S o l o  q u e  l a  s u p o s i c i ó n  r e s u l t a  s e r  e r r ó n e a ,  t a l  c o m o  d e s c u b r e  C a n t o r  e n  s u

i n t e n t o  d e  c o n s t r u i r  s u c e s i o n e s  d e c i m a l e s  d e  c o o r d e n a d a s  2 D  q u e  p e r m i t a n

c o m p a r a r p u n t o s d e l  p l a n o  c o n d e c i m a l e s  d e n ú m e r o s  r e a l e s .  L o p e l i a g u d o

e s ,  o b v i a m e n t e ,  q u e  l o s  p u n t o s  d e l  p l a n o  s e  e s p e c i f i c a n m e d i a n t e  p a r e s  d e

n ú m e r o s  r e a l e s ,  y  l o s  p u n t o s  d e  l a  r e c t a , m e d i a n t e  n ú m e r o s  r e a l e s  s o l o s ,  d e

m o d o q u e  ( c o n e c o s d e P i t á g o r a s y E u d o x o ) C a n t o r  t i e n e q u e p e n s a r u n a

m a n e r a  d e  h a c e r  c o n m e n s u r a b l e s  a m b o s  c o n j u n t o s  d e  p u n t o s .  L e  c u e s t a  t r e s

a ñ o s i m a g i n a r c ó m o h a c e r l o . U n a v e z m á s , r e p r e s e n t e m o s t o d o s l o s

n ú m e r o s r e l e v a n t e s m e d i a n t e s u c e s i o n e s  i n f i n i t a s d e d e c i m a l e s . T o m e m o s

c u a l q u i e r p u n t o ( x , y ) d e l  c u a d r a d o u n i d a d . E s t a s c o o r d e n a d a s s e p u e d e n

e s c r i b i r  a s í :

x  =  0 , a1a2a3a4a5a6a7 …

y  =  0 , b1b2b3b4b5b6b7 …

l a s  c u a l e s  s e  c o m b i n a n p a r a  d a r  l u g a r  a  l a  r e p r e s e n t a c i ó n  d e c i m a l  ú n i c a
337

d e l  p u n t o  ( x ,  y ) :

0 , a1b1a2b2a3b3a4b4a5b5a6b6a7b7 …

Y  a  e s t e  p u n t o  l e  c o r r e s p o n d e r á  c l a r a m e n t e  u n  p u n t o  z  ú n i c o  e n  e l  i n t e r v a l o

[ 0 ,  1 ]  d e  l a  R .  R . ,  c o n c r e t a m e n t e  e l  c o r r e s p o n d i e n t e  a l  n ú m e r o  r e a l

0 , a1b1a2b2a3b3a4b4a5b5a6b6a7b7 …
338

337 Esta unicidad es crítica. No se pueden permitir dos expresiones decimales distintas para representar un mismo
punto, porque la idea principal es ver si a cada punto en particular del cuadrado unidad le corresponde un punto en
particular en el intervalo [o, 1] de la R. R. Ahora debería quedar 100% claro por qué Cantor necesita estipular que
números como   deberán ser designados solo por 0,4999…, y así sucesivamente. Si recuerda que mencionamos
esta estipulación en § 7c, ahora sepa que Dedekind se la sugirió a Cantor en relación a esta demostración de la
dimensión, indicando que la «correspondencia única» (que era el término original de Dedekind y de Cantor para la
C1-1) quedaría destruida si se permitían a la vez 0,4999… y 0,5000…
338 INTERPOLACIÓN TAN SEI QUE NI SIQUIERA ESTÁ EN el texto principal Técnicamente es algo más complicado,
pero no mucho más. La demostración de la dimensión original de Cantor es, en cierto modo, innecesariamente
intrincada. Supone definir la representación decimal de un punto (x, y) como la serie convergente β1   + β2   + β3

+… + βn   +…, y entonces «separar los términos [de esta serie]» de modo que para cada miembro se forme una
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A s í , m e d i a n t e  e s e m i s m o  p r o c e d i m i e n t o  y  p o r  e x t r a p o l a c i ó n  d i r e c t a  a  p a r t i r

d e l  c u a d r a d o  u n i d a d  y  [ 0 ,  1 ] ,  c a d a  p u n t o  d e  u n  p l a n o  2 D  s e  p u e d e  p o n e r  e n

C 1 - 1 c o n u n p u n t o d e l a R . R . , y v i c e v e r s a . A d e m á s , e l m é t o d o

( r e l a t i v a m e n t e  s i m p l e )  d e  C a n t o r  d e  c o m b i n a r  l a s  c o o r d e n a d a s  e n  u n  ú n i c o

n ú m e r o r e a l i m p l i c a q u e l a m i s m a t é c n i c a g e n e r a l s e p u e d e u s a r p a r a

d e m o s t r a r  q u e  u n  c u b o  3 D ,  u n  h i p e r c u b o  4 D ,  o  e n  r e a l i d a d  e l  c o n j u n t o  t o t a l

d e  p u n t o s  d e  c u a l q u i e r  f i g u r a  n - d i m e n s i o n a l  t i e n e  l a m i s m a  c a r d i n a l i d a d  q u e

e l c o n j u n t o d e n ú m e r o s r e a l e s d e  l a R . R . , c o n c r e t a m e n t e c . E s t e e s u n

r e s u l t a d o e x t r a o r d i n a r i o , y p o r e s o C a n t o r n o q u e d ó d e c e p c i o n a d o a l n o

p o d e r d e m o s t r a r s u p r e m i s a o r i g i n a l : h a b í a d e s c u b i e r t o u n a i n c r e í b l e

p r o f u n d i d a d  y  r i q u e z a  e n  e l  c o n t i n u o ,  y  s u  d e m o s t r a c i ó n  r e v e l a b a  ( t a l  c o m o

l e e s c r i b i ó a D e d e k i n d ) « q u é m a r a v i l l o s a p o t e n c i a a l b e r g a n l o s n ú m e r o s

r e a l e s ,  p u e s t o  q u e  u n o  e s t á  e n  s i t u a c i ó n  d e  d e t e r m i n a r  d e  m a n e r a  ú n i c a ,  c o n

u n a  s o l a  c o o r d e n a d a ,  l o s  e l e m e n t o s  d e  u n  e s p a c i o  c o n t i n u o  n - d i m e n s i o n a l »

( C a n t o r i n C a v a i l l è s , p á g . 2 3 4 . T r a d u c c i ó n e d i t a d a s e m i e x t r a c t a d a d e

D a u b e n ,  G C ,  p á g s .  5 5 - 5 6 ,  s u s t i t u y e n d o  l a  v a r i a b l e  « ρ »  o r i g i n a l  d e  C a n t o r  p o r

« n » ) .

sucesión de «ρ variables independientes» (Cantor resumido por Dauben, GC, pág. 55) en [0, 1], designadas por α1

α2 α3, α4, …, αρ. La «separación» y la subsiguiente correspondencia (así como la operación recíproca, de modo que
la correspondencia α ↔ β funcione en ambos sentidos) se consigue mediante cuatro ecuaciones, de las cuales la
primera tiene este aspecto: «α1,n = β(n−1)ρ+1».  Lo  cual  puede  hacer  que  la  C1-1  no  sea  demasiado  obvia.  El
problema de la verdadera demostración (como explicó en 1979 el imponente doctor Goris) es que la descripción
«a1a2a3b1b2b3» de las coordenadas (x, y) del plano que hemos dado antes resulta un poco simple porque parece
que a y b sean dígitos individuales. Lo que hace realmente la técnica de Cantor es subdividir x e y en pequeñas
tiras  de cifras  decimales;  la  regla  es  que cada tira  termina en la  primera cifra  distinta  de cero que se encuentre
(otro motivo, más técnico, por el que Cantor no puede permitir que los enteros y los racionales terminen en
0,000…). Así que digamos, por ejemplo, que x = 0,020093089… y que y = 0,702064101…, en cuyo caso se
subdividen  en:  x  =  0,02  009  3  08  9…  y  =  0,7  02  06  4  1  01…  Son  estas  tiras  las  que  se  combinan  con
alternadamente para dar la representación decimal única del punto

(x, y) = 0,02 7 009 02 3 06 08 4 …

Y aquí los espacios extra son solo a efectos ilustrativos; la auténtica representación decimal de (x, y) es
0,02700902306084… Por supuesto, esto también es un número real, concretamente el punto z de [0, 1] que es
igual a 0,02700902306084… Y lo ingenioso de jugar con las tiras de este modo es que si hay algún z' que difiere de
z en una sola cifra n posiciones tras la coma (de los que por supuesto habrá: ∞ z, de hecho), entonces el (x, y)
relevante también será diferente en la tira que contenga esa n-ésima cifra, de modo que la correspondencia
relevante es biunívoca: eso quiere decir que para cada z hay un único (x, y), y viceversa, o sea que se trata de una
genuina C1-1.
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E l d e s c u b r i m i e n t o d e C a n t o r d e q u e  l a s  r e c t a s ,  l o s p l a n o s ,  l o s  c u b o s y  l o s

p o l i t o p o s
339

 e r a n t o d o s e q u i v a l e n t e s c o m o c o n j u n t o s d e p u n t o s l l e g a

b a s t a n t e  l e j o s  a  l a  h o r a  d e  e x p l i c a r  p o r  q u é  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s  c o n s t i t u y e

u n d e s a r r o l l o t a n r e v o l u c i o n a r i o p a r a l a s m a t e m á t i c a s : r e v o l u c i o n a r i o e n

t e o r í a  y  t a m b i é n  e n  l a p r á c t i c a .  E n p a r t e ,  e s t o  s e  r e m o n t a a l  p r o b l e m a d e

c o n m e n s u r a b i l i d a d  d e  l o s  g r i e g o s  y  l a  r e l a c i ó n  a m b i v a l e n t e  d e l  c á l c u l o  c l á s i c o

c o n  l a  g e o m e t r í a .  L a  i n c o m o d i d a d  a c e r c a  d e  u t i l i z a r  c a n t i d a d e s  c o m o x2
 y x3

e n  l a m i s m a  e c u a c i ó n  ( p u e s  l o s  c u a d r a d o s  i m p l i c a b a n  á r e a s  2 D  y  l o s  c u b o s

→  v o l ú m e n e s  3 D )  h a b í a  p e r s i s t i d o  d u r a n t e  s i g l o s ,  y  e l  é n f a s i s  d e l  s i g l o X I X

e n e l r i g o r h a c í a q u e l a s a m b i g ü e d a d e s g e o m é t r i c a s f u e r a n t o d a v í a m á s

i n d i g e s t a s .  P a r a  a b r e v i a r  u n a  l a r g a  h i s t o r i a ,  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s  c a n t o r i a n a

a y u d a  a  u n i f i c a r  y  a  c l a r i f i c a r  l a s m a t e m á t i c a s  e n  e l  s e n t i d o  d e  q u e  t o d o s  l o s

e n t e s m a t e m á t i c o s a h o r a s e p u e d e n e n t e n d e r  f u n d a m e n t a l m e n t e c o m o e l

m i s m o t i p o d e c o s a : u n c o n j u n t o . A d e m á s , e n  l a s n u e v a s g e o m e t r í a s n o

e u c l i d i a n a s ,
340

 e l d e s c u b r i m i e n t o d e C a n t o r d e q u e  t o d o s  l o s c o n j u n t o s d e

p u n t o s g e o m é t r i c o s  s o n  t r a n s f i n i t a m e n t e e q u i v a l e n t e s  ( e s d e c i r , q u e  t o d o s

t e n í a n  l a  c a r d i n a l i d a d  c )  e s  d e  g r a n  i m p o r t a n c i a ,  e n  p a r t i c u l a r  e n  l a  i d e a  d e

d i m e n s i ó n ,  t a l  c o m o  C a n t o r  l e  c o m e n t a  t a m b i é n  a  D e d e k i n d :

E s t a  v i s i ó n  [ =  l a  d e  G .  C . ]  p a r e c e  o p u e s t a  a  l a  q u e  p r e v a l e c e  g e n e r a l m e n t e ,

e n p a r t i c u l a r e n t r e  l o s d e f e n s o r e s d e  l a n u e v a g e o m e t r í a , p u e s h a b l a n d e

d o m i n i o s  i n f i n i t o s d e u n a , d o s ,  t r e s , … n d i m e n s i o n e s . A v e c e s u n o  i n c l u s o

e n c o n t r a r á  l a  i d e a d e q u e  l a  i n f i n i d a d  d e p u n t o s d e u n a  s u p e r f i c i e  [ 2 D ]  s e

p u e d e  o b t e n e r ,  p o r  a s í  d e c i r l o ,  e l e v a n d o  a l  c u a d r a d o  l a  i n f i n i d a d  d e  p u n t o s

d e  u n a  r e c t a ,  y  l a  d e  u n  s ó l i d o  e l e v á n d o l a  a l  c u b o  ( i b í d . ) .

N o h a c e f a l t a d e c i r , s i n e m b a r g o , q u e n u e s t r a s e x p r e s i o n e s « d e s a r r o l l o

r e v o l u c i o n a r i o » y « d e g r a n  i m p o r t a n c i a »  s o n  e n  r e t r o s p e c t i v a . C o m o y a  s e

h a i n s i n u a d o c l a r a m e n t e , n o s e d i o e l c a s o d e q u e l a s m a t e m á t i c a s

p r e d o m i n a n t e s e n l a é p o c a s e a r r o d i l l a r a n i n m e d i a t a m e n t e p a r a d a r l a

339 SEI (incluida a insistencia del editor) = el lascivo término para poliedros en 4 o más dimensiones.
340 SEI como  se  ha  mencionado  en  los  §  5b  y  5d.  (Y  en  §  5d,  por  lo  menos  se  habló  un  poco  del  uso  en  la
geometría riemanniana del ∞ y de puntos relacionados con el ∞).



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

264 Preparado por Patricio Barros

b i e n v e n i d a a l a s d e m o s t r a c i o n e s d e C a n t o r p o s t e o r e m a d e u n i c i d a d .

P a r t i c u l a r m e n t e ,  e n  r e l a c i ó n  a  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e  l a  d i m e n s i ó n ,  m a t e m á t i c o s

d e c a s i  t o d a s  l a s  t e n d e n c i a s s e a l i n e a r o n p a r a d e n o s t a r l a . A d e m á s d e  l a s

o b j e c i o n e s  g e n e r a l e s  e n  §  7 c ,  l o s  c o n s t r u c t i v i s t a s  o d i a b a n  e n  e s p e c i a l  l a  i d e a

d e  c r e a r ,  d e  a l g ú n m o d o ,  i r r a c i o n a l e s  1 D a p a r t i r  d e  c o m b i n a c i o n e s 2 D d e

o t r o s  i r r a c i o n a l e s , a s í  c o m o  l a « c o r r e s p o n d e n c i a n o c o n t i n u a » q u e d a b a  l a

d e m o s t r a c i ó n  d e  l a  d i m e n s i ó n  e n t r e  p u n t o s  d e  l a  r e c t a  y  p u n t o s  d e l  p l a n o .
341

Y  f u e  e n  r e a l i d a d  e l  a r t í c u l o  d e  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e  l a  d i m e n s i ó n
342

 e l  p r i m e r o

c o n t r a  e l  q u e  K r o n e c k e r  i n t r i g ó  p a r a  c o n s e g u i r  q u e  f u e r a  r e c h a z a d o  p o r  u n a

r e v i s t a  e n  c u y o  c o m i t é  e d i t o r i a l  e s t a b a ,  a l g o  a c e r c a  d e  l o  c u a l  C a n t o r  e s c r i b i ó

m u c h a s  c a r t a s  d e s c a r g a n d o  s u  c ó l e r a .  P e r o  n o  e r a n  s o l o  l o s  c o n s t r u c t i v i s t a s

o  l o s  f u n d a m e n t a l i s t a s .  V é a n s e ,  p a r a  p o n e r  s o l o  u n  e j e m p l o ,  l a s  s i g u i e n t e s

l í n e a s d e P a u l D u B o i s - R e y m o n d , q u e n o e r a u n k r o n e c k e r i a n o , s i n o u n

a n a l i s t a d e s t a c a d o , e n l a t r a d i c i ó n a r i s t o t é l i c o - g a u s s i a n a d e l o s ∞ s o l o

p o t e n c i a l e s ,  c o m e n t a n d o  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e  l a  d i m e n s i ó n :

P a r e c e  a b s o l u t a m e n t e  r e p u g n a n t e  a l  s e n t i d o  c o m ú n .  E l  h e c h o  s i m p l e  e s  q u e

e s t e e s e l r e s u l t a d o d e u n t i p o d e r a z o n a m i e n t o q u e p e r m i t e a f i c c i o n e s

i d e a l i s t a s  [ =  p l a t ó n i c a s ]  a s u m i r  e l  p a p e l  d e  g e n u i n a s  c a n t i d a d e s  a u n q u e n o

s e a n n i  s i q u i e r a v e r d a d e r o s  l í m i t e s d e  r e p r e s e n t a c i o n e s d e c a n t i d a d e s  ( D u

B o i s - R e y m o n d ,  d e  l a  t r a d u c c i ó n  a l  f r a n c é s  d e  D i e  a l l g e m e i n e  F u n k t i o n t h e o r i e ,

f r a g m e n t o s  s e m i e x t r a c t a d o s  d e  K l i n e ,  p á g .  9 9 8 ) .
343

341 Esto entra en un área bastante especializada de la teoría de funciones, pero básicamente correspondencia no
continua significa que si usted se mueve continuamente a lo largo de los puntos de [0, 1] en la R. R., los puntos
correspondientes en el cuadrado unidad no formarán una curva continua, sino que quedarán esparcidos por todas
partes. ( SEI Respecto al segundo párrafo de § 7d un poco antes, resulta que la suposición de Riemann et al.
estaba equivocada de un modo interesante: la dimensión de un conjunto dado de puntos depende no solo de
cuántas coordenadas por punto hay, ni tampoco de la cardinalidad de todo el conjunto de puntos, sino también del
modo particular en que los puntos están distribuidos. Esto último es una cuestión de la topología de conjuntos de
puntos, respecto a la cual todo lo que estamos en situación de decir en este libro es que es otra rama más de las
matemáticas que no existiría sin el trabajo de Cantor sobre el ∞).
342 SEI fecha = 1878; título = «Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre», o algo así como «Una contribución a la
teoría de multiplicidades/agregados/conjuntos».
343 SEI Probablemente resulta obvio que aquí las «ficciones» de Du Bois-Reymond son específicamente las
representaciones decimales compuestas de (x, y); pero en el contexto más amplio de su escrito también está
hablando de los conjuntos infinitos de puntos de la R. R. y del C. U. que los decimales representan. (N. B.
Exactamente la misma acusación se podría haber lanzado contra los A y B de la teoría del schnitt de Dedekind; por
alguna razón, Dedekind nunca atrajo la misma hostilidad que Cantor).
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§ 7e.

E n  t o d o  c a s o ,  h a s t a  a q u í  h e m o s  e s t a b l e c i d o  p o r  l o  m e n o s  y  q u i z á s  a  l o  s u m o

d o s ó r d e n e s d i s t i n t o s d e c o n j u n t o s i n f i n i t o s , ℵ0 y c ,
344

 y a h o r a r e s u l t a

a p r o p i a d o p r e g u n t a r s e q u é t i e n e n q u e v e r e x a c t a m e n t e e s o s n ú m e r o s

c a r d i n a l e s  c o n  l o s  n ú m e r o s  t r a n s f i n i t o s  q u e  v i m o s  a  C a n t o r  f a b r i c a r  a  p a r t i r

d e R y Đ y  l o d e  l o s  c o n j u n t o s d e r i v a d o s d e  c o n j u n t o s d e r i v a d o s  e n § 7 b .

S i e n d o  l a g r a n c u e s t i ó n e s p e c í f i c a s i s e p u e d e d e m o s t r a r q u e  l a s u c e s i ó n

i n f i n i t a  d e  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s P(n∞∞)
, P(∞∞+1)

, P(∞∞+n)
,  e t c . ,  c o r r e s p o n d e  a  u n a

j e r a r q u í a  i n f i n i t a  d e  n ú m e r o s  c a r d i n a l e s  c a d a  v e z  m a y o r e s ,  o  s i ℵ0  y  c  s o n  l o s

ú n i c o s c a r d i n a l e s i n f i n i t o s y n o h a y r e a l e s m á s a l l á d e l a p o t e n c i a

t r a n s d i m e n s i o n a l  d e l  c o n t i n u o .

E l s i g u i e n t e g r a n d e s c u b r i m i e n t o d e C a n t o r e s q u e s e p u e d e c o n s t r u i r d e

m a n e r a v á l i d a u n a s u c e s i ó n i n f i n i t a d e c o n j u n t o s i n f i n i t o s c o n n ú m e r o s

c a r d i n a l e s  c a d a  v e z  m a y o r e s  s i n  u s a r  n a d a  m á s  q u e  l a s  p r o p i e d a d e s  f o r m a l e s

d e l o s c o n j u n t o s .
345

 D i c h a s p r o p i e d a d e s i n v o l u c r a n l o s c o n c e p t o s d e

s u b c o n j u n t o  y  d e  c o n j u n t o  p o t e n c i a ,  e l  s e g u n d o  d e  l o s  c u a l e s  s e  d e f i n e  a q u í

m i s m o ,  p a r a  a l g ú n  c o n j u n t o A ,  c o m o  s i m p l e m e n t e  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s

s u b c o n j u n t o s d e A . E s d e c i r , q u e t o d o e l e m e n t o d e P( A ) e s a l g ú n

s u b c o n j u n t o d e A . E s t o  r e s u l t a  s e r p e o r d e  l o q u e p a r e c e . T o d o c o n j u n t o ,

f i n i t o o n o ,  t i e n e u n c o n j u n t o p o t e n c i a ,
346

 p e r o  l o q u e C a n t o r e s  c a p a z d e

d e m o s t r a r  e s q u e  i n c l u s o  s i  e l  c o n j u n t o A e s  i n f i n i t o ,  s u  c o n j u n t o p o t e n c i a

P( A )  s i e m p r e  t e n d r á  u n  n ú m e r o  c a r d i n a l  m a y o r  q u e  A .  M á s  e s p e c í f i c a m e n t e ,

p u e d e  d e m o s t r a r  q u e  e l  n ú m e r o  c a r d i n a l  d e P( A )  s i e m p r e  s e r á  i g u a l  a  2
A

.
347

Y e s a c o s a d e A → 2
a

a c a b a r e s u l t a n d o c r u c i a l p a r a n a v e g a r p o r l o

344  Cantor  a  menudo  se  refiere  a  esto  como  la  primera  clase  numérica  y  la  segunda  clase  numérica,
respectivamente.
345 SEI Los libros de texto a menudo formulan esto como un teorema abstracto, por ejemplo, «Dado cualquier
conjunto infinito S, es posible construir otro conjunto infinito S' con un número cardinal mayor».
346 SEI Este principio se conoce en la teoría de conjuntos como el axioma del conjunto potencia (A.C.P.). Una razón
por la que es un axioma es que depende directamente de las definiciones de «subconjunto» y «conjunto vacío», tal
como resultará evidente enseguida en el texto principal. Sin embargo, hay problemas con el A.C.P.: véase el § 7f
interpolativo más adelante.
347 SEI Técnicamente, esto debería escribirse «P(A) = 2A», donde A representa el número cardinal de A. Habiendo
declarado esto para que quede constancia, a partir de ahora lo escribiremos informalmente, sin más.



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

266 Preparado por Patricio Barros

t r a n s f i n i t o , e n c u y o r e i n o r e s u l t a q u e u n o e n c i e r t o m o d o s a l t a , c o m o

c u á n t i c a m e n t e ,  d e  u n a  c l a s e  d e  n ú m e r o s  a  l a  s i g u i e n t e ,  s i n  n a d a  e n m e d i o :

2
ℵ0  = ℵ1 ,  2

ℵ1  = ℵ2 ,  y  a s í  s u c e s i v a m e n t e  ( e n  c i e r t o  m o d o ) .

L a s d e m o s t r a c i o n e s d e C a n t o r a c e r c a d e l c o n j u n t o p o t e n c i a s o n

e x t r e m a d a m e n t e i n t r i n c a d a s , y t e n e m o s q u e p r e p a r a r n o s p a r a e l l a s d e

a l g u n a m a n e r a .  Y  c o m o  n o  h a y  d u d a  d e  q u e  p a r a  t o d o s  n o s o t r o s  l a  e s c u e l a

e l e m e n t a l  q u e d a m u y  l e j a n a ,  c o n v i e n e  q u e ,  p o r  s i  n o  l o  h e m o s  d i c h o  a n t e s ,

e x p l i c i t e m o s  q u e  l a m a n e r a  f o r m a l  d e  d e s i g n a r  u n  c o n j u n t o  e s  p o n e r  a  s u s

e l e m e n t o s  e n t r e  { l l a v e s } ,  a s í ,  y  q u e  e l  s i m b o l i s m o  p a r a  d e c i r  q u e  « a  e s  u n

e l e m e n t o  d e A »  e s  « a ∈ A » .  R e c o r d e m o s  t a m b i é n  q u e  « s u b c o n j u n t o »  e s  p o r

d e f i n i c i ó n m á s i n c l u s i v o q u e « s u b c o n j u n t o p r o p i o » , y q u e e n t r e l o s

s u b c o n j u n t o s d e c u a l q u i e r c o n j u n t o A e s t a r á n ( 1 ) e l m i s m o A y ( 2 ) e l

c o n j u n t o  v a c í o ,  s i m b o l i z a d o  p o r  « ∅ »  o ,  a  v e c e s ,  p o r  « { } » .
348

 P o r  l o  t a n t o ,

c o m o  c u a l q u i e r  c o n j u n t o  t i e n e  p o r  l o m e n o s  a l g u n o s  s u b c o n j u n t o s ,  s e  s i g u e

q u e c u a l q u i e r c o n j u n t o t i e n e u n c o n j u n t o p o t e n c i a . P a r a v e r d e m a n e r a

i n f o r m a l  q u e  e l  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  d e l  c o n j u n t o  p o t e n c i a  d e  A  s i e m p r e  e s

i g u a l  a  2
(Número de elementos de a)

,  s e a A  e l  c o n j u n t o  d e  t r e s  e l e m e n t o s  { 1 ,  2 ,  3 } .

L o s  s u b c o n j u n t o s  d e A  s o n :

{  } ,  { 1 } ,  { 2 } ,  { 3 } ,  { 1 ,  2 } ,  { 1 ,  3 } ,  { 2 ,  3 } ,  { 1 ,  2 ,  3 } ,

d e  l o s  q u e  h a y  e x a c t a m e n t e  8  o  2
3

.  U n a m a n e r a m á s  r i g u r o s a  d e  d e m o s t r a r

q u e P( A ) =  2
A

 e s  p o r  i n d u c c i ó n  m a t e m á t i c a ,  q u e  t é c n i c a m e n t e  n o  e s  c o m o  l o

h a c e C a n t o r  p e r o  e s t á  p o r  l o m e n o s  i m p l í c i t o  e n  s u  d e m o s t r a c i ó n .  A d e m á s ,

e s  c o m p a r a t i v a m e n t e  s e n c i l l a .  P o r  f a v o r ,  r e p a s e  o  r e m e m o r e  l o  v i s t o  e n  §  7 b

s o b r e  l o s  t r e s p a s o s d e u n a d e m o s t r a c i ó n p o r  i n d u c c i ó n m a t e m á t i c a , q u e

a q u í  i r á n  d e l  s i g u i e n t e  m o d o :

348 SEI Una vez más, técnicamente sería mejor decir que «∅» es el símbolo de { }, el cual es el conjunto vacío…
pero ya se entiende.
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( a ) D e m o s t r a r  q u e  l a  c a r d i n a l i d a d  d e P( A )  e s  i g u a l  a  2
A

 p a r a  u n  c o n j u n t o A

c o n  s o l o  u n  e l e m e n t o .  T a l A  t i e n e  c o m o  s u b c o n j u n t o s  l o s  s i g u i e n t e s : ∅  y A

m i s m o , l o q u e s i g n i f i c a q u e s u P(A)  t i e n e d o s e l e m e n t o s , l o c u a l e s 2
1

e l e m e n t o s ,  e s  d e c i r ,  e s  2
A

 e l e m e n t o s ,  o  s e a  q u e  ¡ b i n g o !
349

.

( b ) S u p o n g a m o s  q u e  e s  c i e r t o  q u e  s i A  t i e n e k  e l e m e n t o s ,  e l  n ú m e r o  c a r d i n a l

d e P( A )  =  2
k

.

( c ) D e m o s t r a r  q u e  s i A  t i e n e  ( k  +  1 )  e l e m e n t o s , P( A )  =  2
(k+1)

.

A p a r t i r d e l p a s o ( b ) s a b e m o s q u e  l o s p r i m e r o s k e l e m e n t o s d e A  d a n 2
k

s u b c o n j u n t o s d e A . A h o r a t o m a m o s c a d a u n o d e e s o s 2
k

s u b c o n j u n t o s y

f o r m a m o s  u n  s u b c o n j u n t o  n u e v o  q u e  t a m b i é n  c o n t i e n e  e l  ú l t i m o  d e  l o s  ( k  +

1 )  e l e m e n t o s  d e A  ( e s  d e c i r ,  e l  n u e v o  e l e m e n t o  e x t r a  d e s i g n a d o p o r  e l  « +

1 » ) .  P o d e m o s  f o r m a r  e x a c t a m e n t e  2
k

 s u b c o n j u n t o s  n u e v o s  d e  e s e  t i p o  c o n

« 1  e l e m e n t o  + » :  u n o  p a r a  c a d a  u n o  d e  l o s  s u b c o n j u n t o s  o r i g i n a l e s .  A s í  q u e

a h o r a t e n e m o s l o s 2
k

s u b c o n j u n t o s o r i g i n a l e s q u e n o c o n t i e n e n a l n u e v o

e l e m e n t o ,  y  t e n e m o s  2
k

 n u e v o s  s u b c o n j u n t o s  q u e  s í  l o  c o n t i e n e n .  E s t o  s o n

( 2
k

 +  2
k

)  s u b c o n j u n t o s ,  l o  c u a l  e s  e q u i v a l e n t e  a  ( 2 ×  2
k

)  s u b c o n j u n t o s ,  q u e

e s i g u a l a 2
(k+1)

s u b c o n j u n t o s . A s í q u e ( c ) t a m b i é n e s t á d e m o s t r a d o .

P o d e m o s  e s t a r  l o  b a s t a n t e  s e g u r o s  d e  q u e P( A )  =  2
A

.

P a r a n u e s t r o s p r o p ó s i t o s , C a n t o r t i e n e d o s d e m o s t r a c i o n e s p r i n c i p a l e s

r e s p e c t o  a l  c o n j u n t o  p o t e n c i a .  E n  n i n g u n a  d e  l a s  d o s  s e  p r e o c u p a  t o d a v í a  p o r

l o  d e  2 A :  s u  p r e o c u p a c i ó n  b á s i c a  e s  d e m o s t r a r  q u e  i n c l u s o  p a r a  u n  c o n j u n t o

i n f i n i t o A , P( A ) > A .
350

 L a p r i m e r a v e r s i ó n , h a c i a 1 8 9 1 , e s i m p o r t a n t e

p r i n c i p a l m e n t e  p o r q u e  e x h i b e  e l  p o d e r  d e  l a  t é c n i c a  d e  d i a g o n a l i z a c i ó n  c o m o

a r m a  d e  r e d u c c i ó n  a l  a b s u r d o .  S e  p u e d e  c o n s i d e r a r  u n a  d e m o s t r a c i ó n  d e  q u e

e l c o n j u n t o d e t o d o s  l o s s u b c o n j u n t o s d e l c o n j u n t o d e  l o s e n t e r o s n o e s

349 SEI Puede demostrar  que P(A)  = 20 también en el  caso del  conjunto vacío.  Si  A  = ∅, tiene o elementos. Sin
embargo, tiene un subconjunto, o sea ∅, pues el conjunto vacío es un subconjunto de todo conjunto. O sea, que en
este caso P(A) = 1, que es 20.
350 Entenderá esto si recuerda que el contexto general de estas demostraciones es el intento por parte de Cantor de
obtener conjuntos infinitos (también conocidos como clases numéricas) cuya cardinalidad excediera c.
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n u m e r a b l e ,
351

 l o  c u a l ,  c o m o  C a n t o r  y a  h a  d e m o s t r a d o  q u e  e l  c o n j u n t o  d e  l o s

e n t e r o s e s n u m e r a b l e , s i g n i f i c a r á , o b v i a m e n t e , q u e s u c o n j u n t o p o t e n c i a

t i e n e  u n  n ú m e r o  c a r d i n a l  m a y o r  q u e ℵ0 .

A q u í  e s t á  l a  d e m o s t r a c i ó n .  L l a m e m o s  £  a l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  e n t e r o s ,  y

P( E) a s u c o n j u n t o p o t e n c i a . S a b e m o s d e § 7 c q u e p a r a q u e P( E ) s e a

n u m e r a b l e ,  d e b e  s e r  p o s i b l e  e s t a b l e c e r  u n a  c o r r e s p o n d e n c i a  u n o  a  u n o  e n t r e

P( E)  y E .  L a  p r e s e n t e  d e m o s t r a c i ó n  e s  u n a  r e d u c c i ó n  a l  a b s u r d o ,  o  s e a  q u e

s u p o n g a m o s  q u e  s í  e s  p o s i b l e  t a l  C 1 - 1  e n t r e P( E )  y E .  E s t o  ( c o m o  t a m b i é n

s a b e m o s  p o r  l a s  d e m o s t r a c i o n e s  e n  d i a g o n a l  d e  §  7 c )  s i g n i f i c a  q u e  l a C 1 - 1

s e  p u e d e  r e p r e s e n t a r  e n  u n a  t a b l a  c o m o  e n  e l  s i g u i e n t e  e j e m p l o  p a r c i a l ,  c o n

l o s  e l e m e n t o s  d e E  e n  l a  i z q u i e r d a ,  y  l o s  s u b c o n j u n t o s  d e  E  ( q u e  t a m b i é n  s o n

l o s  e l e m e n t o s  d e P( E ) ,  y  p u e d e n  e s t a r  e n  c u a l q u i e r  t i p o  d e  o r d e n  a r b i t r a r i o

q u e  q u e r a m o s ) ,  e n  l a  d e r e c h a  ( p a r e c i d o  r a z o n a b l e  c o n  H u n t e r ,  p á g s .  2 2 - 2 3 ) :

351 SEI De hecho, la de 1891 es en realidad una demostración de que este conjunto potencia es no contable. Pero
recuerde que para que un conjunto sea contable debe ser o finito o numerable, y es fácil  ver que en este caso el
conjunto relevante no es finito. Como el conjunto de todos los enteros {1, 2, 3, 4, 5,…} es, él mismo, infinito, basta
tomar cada elemento individual, ponerlo entre llaves, y darse cuenta de que {1}, {2), {3), etc., son todos
subconjuntos del conjunto de todos los enteros. Así que el conjunto de todos los subconjuntos no puede ser finito
en modo alguno. O sea, que la verdadera cuestión es si el conjunto potencia es numerable.



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

269 Preparado por Patricio Barros

R e s u l t a  q u e p o d e m o s m o d i f i c a r  e s t a  t a b l a  e x p l o t a n d o u n a p r o p i e d a d d e  s u

C 1 - 1 q u e  q u i z á s  u s t e d  y a  h a  n o t a d o  s i  h a  d e d i c a d o  a l g ú n  t i e m p o  a  p e n s a r

p o r  q u é  e x a c t a m e n t e  l a  r e l a c i ó n  e n t r e  l o s  c o n j u n t o s  y  s u s  c o n j u n t o s  p o t e n c i a

e s  s i e m p r e  2 ª  y  n o  3 ª  n i  n i n g ú n  o t r o xA
.  L a  r e s p u e s t a  d e  f o n d o  e s  q u e  e l  « 2 »

d e 2 ª r e f l e j a u n t i p o p a r t i c u l a r d e p r o c e d i m i e n t o d e d e c i s i ó n . P a r a c a d a

s u b c o n j u n t o  s  d e  u n  c o n j u n t o A ,  h a y  e x a c t a m e n t e  d o s  e l e c c i o n e s  r e s p e c t o  a

c a d a  e l e m e n t o  a  d e A :  o  b i e n  a  e s  u n  e l e m e n t o  d e  s ,  o  b i e n  n o  l o  e s .  E s t a

ú l t i m a  f r a s e  p r o b a b l e m e n t e  n e c e s i t a m á s  d e  u n a  l e c t u r a .  E s  d i f í c i l  e x p r e s a r l o

d e m a n e r a c l a r a e n l e n g u a j e n a t u r a l , p e r o l a i d e a m i s m a n o e s t a n

c o m p l i c a d a .  A  e s  u n  c o n j u n t o ,  a  e s  a l g ú n  e l e m e n t o  e n  p a r t i c u l a r  d e  A ,  s  e s

a l g ú n  s u b c o n j u n t o  e n  p a r t i c u l a r  d e  A .  P r e g u n t é m o n o s  s i  r e s u l t a  q u e  a  e s  u n

e l e m e n t o d e s . P u e s , o b i e n  l o e s , o b i e n n o  l o e s . A g o t a m o s t o d a s l a s

p o s i b i l i d a d e s r e s p e c t o a l a p e r t e n e n c i a d e a a l c o n j u n t o s s i u n a v e z

i n c l u i m o s a e n s y o t r a v e z l o e x c l u i m o s , d a n d o l u g a r a s í a l d ú o d e

s u b c o n j u n t o s  s  y  s '  r e s p e c t o  a  c a d a  a .

( S E M I -  SEI  E s t e  e s  u n o  d e  l o s  p u n t o s  d e  l o s  q u e  e s  s i m p l e m e n t e  i m p o s i b l e

s a b e r  s i  l o  q u e  s e  a c a b a  d e  d e c i r  t e n d r á  s e n t i d o  p a r a  e l  l e c t o r  n o  e x p e r t o .  S i

l o  d e l  a b s t r a c t o  a - e s - e l e m e n t o - d e - s - o - n o  e s  l o  b a s t a n t e  c l a r o  p a r a  q u e  u s t e d

e n t i e n d a p o r q u é e x p l i c a p o r  s í  s o l o q u e u n c o n j u n t o A d e  t r e s e l e m e n t o s

t e n g a  2
3

 s u b c o n j u n t o s ,  p u e d e  o m i t i r  l i b r e m e n t e  e l  r e s t o  d e  e s t e  p á r r a f o .  P o r

s i  n o  l o  e s ,  v a m o s  a  v e r  u n  e j e m p l o  c o n c r e t o .  P o n g a m o s  q u e  A  e s  e l m i s m o

c o n j u n t o  { 1 ,  2 ,  3 }  q u e  h e m o s  v i s t o  e n  l a  p á g .  2 4 6 ,  d o n d e  h i c i m o s  l a  l i s t a  d e

l o s  s u b c o n j u n t o s  d e  A :  {  } ,  { 1 } ,  { 2 } ,  { 3 } ,  { 1 ,  2 } ,  { 1 ,  3 } ,  { 2 ,  3 } ,  { 1 ,  2 ,  3 } .

E c h e u n v i s t a z o a e s o s s u b c o n j u n t o s y v e a c u á n t a s v e c e s u n e l e m e n t o

p a r t i c u l a r d e A — d i g a m o s e l  e l e m e n t o  1 — p e r t e n e c e a  a l g u n o d e  l o s o c h o

s u b c o n j u n t o s .  P o d r á  v e r  q u e  p e r t e n e c e  a  c u a t r o  d e  e l l o s  y  e s t á  a u s e n t e  d e

c u a t r o .  S i  s e  f i j a  e n  e l  e l e m e n t o  2 ,  p o d r á  v e r  q u é  s u c e d e  l o m i s m o :  2  e s t á

p r e s e n t e  e n  c u a t r o  y  a u s e n t e  d e  c u a t r o .  L o m i s m o  c o n  e l  3 .  ¿ P u e d e  v e r  p o r

q u é ? H a y  o c h o  s u b c o n j u n t o s  e n  t o t a l :  l a m i t a d  d e  e l l o s  c o n t i e n e n  c u a l q u i e r

e l e m e n t o  e n  p a r t i c u l a r  d e  A ,  y  l a  o t r a  m i t a d  n o .  E n  r e a l i d a d ,  p u e d e  c o n s t r u i r
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e l  c o n j u n t o d e  t o d o s  l o s  s u b c o n j u n t o s d e A d e e s e m o d o . T o m e c u a l q u i e r

e l e m e n t o d e A . S i s u p r i m e r s u b c o n j u n t o s n o c o n t i e n e e l e l e m e n t o , s u

s i g u i e n t e  s '  l o  c o n t e n d r á .  O  r e c í p r o c a m e n t e .  E s  d e c i r ,  p a r a  t o d o  e l e m e n t o  y

s u b c o n j u n t o  e n  p a r t i c u l a r ,  h a y  d o s  e l e c c i o n e s ,  y  e n  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s

c o n j u n t o s e s t a r á n a m b a s . D o s p o s i b i l i d a d e s p a r a c a d a e l e m e n t o . P o r l o

t a n t o ,  e l  n ú m e r o  d e  s u b c o n j u n t o s  d e  { 1 ,  2 ,  3 }  s e r á  2  ×  2  ×  2 ,  o  2
3

.  S i  e s t o

a ú n  n o  c o n s i g u e  a c l a r a r l e  l a  i d e a  b á s i c a ,  l e  p e d i m o s  q u e  s i m p l e m e n t e  s e  l a

t r a g u e  ( l a  i d e a )  p o r q u e  n o  p o d e m o s  h a c e r  n a d a  m e j o r ) .

B i e n ,  e n t o n c e s  e s t o  s i g n i f i c a  q u e p o d e m o s  t o m a r  l a  T a b l a  n º  1  y  a m p l i a r l a

p o r  u n  l a d o  p r e g u n t á n d o n o s ,  p a r a  c a d a  e n t e r o  d e l  c o n j u n t o  E ,  s i  r e a l m e n t e

e s p a r t e d e s u c o r r e s p o n d i e n t e s u b c o n j u n t o d e  l a c o l u m n a P ( E ) . P o n e m o s

« S í »  s i  e l  e n t e r o  e s t á  e n  e s e  s u b c o n j u n t o  e n  p a r t i c u l a r ,  y  « N o »  s i  n o  l o  e s t á .

A s í :

Y  u n a  v e z  h e m o s  e l a b o r a d o  e s t a  T a b l a  n º  2 ,  p o d e m o s  d e m o s t r a r  f á c i l m e n t e

q u e  l a  s u p u e s t a  c o r r e s p o n d e n c i a  e n t r e E  y P( E )  n o  e s  e x h a u s t i v a  y ,  p o r  l o

t a n t o , n o e s u n a C 1 - 1 v á l i d a . L o h a c e m o s u s a n d o l a b u e n a y v i e j a

d i a g o n a l i z a c i ó n p a r a c o n s t r u i r u n s u b c o n j u n t o d e E q u e n u n c a j a m á s

a p a r e c e r á e n  l a c o r r e s p o n d e n c i a E ↔ P( E) d e  l a  t a b l a . E s e l s u b c o n j u n t o

d e f i n i d o  e m p e z a n d o  p o r  l a  c a s i l l a  q u e  e s t á  c o m p l e t a m e n t e  a l  n o r o e s t e  d e  l a
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T a b l a  n º  2  y  d e s p l a z á n d o s e  d i a g o n a l m e n t e  h a c i a  e l  s u d e s t e ,  c a m b i a n d o  « S í »

p o r  « N o »  y  v i c e v e r s a  e n  t o d o  e l  r e c o r r i d o ,  a s í :

T o d o  l o  q u e  s a b e m o s  s o b r e  e s t e  n u e v o  s u b c o n j u n t o  e s  q u e  i n c l u y e  1 ,  4 ,  6  y

7 ,  y q u e d i f i e r e p o r  l o m e n o s  e n u n  e l e m e n t o d e  c a d a  s u b c o n j u n t o  ( o  s e a

c a d a  e l e m e n t o  d e P( E ) )  d e  l a  C 1 - 1  o r i g i n a l .  N a t u r a l m e n t e ,  n u e s t r a  T a b l a  n º

3  e s  s o l o  u n  f r a g m e n t o ,  p e r o  c o n t i n u a n d o  e l  s i m p l e  p r o c e s o  d e  i n t e r c a m b i o

« S í » - « N o » a l o l a r g o d e l a d i a g o n a l p o d e m o s g a r a n t i z a r q u e e l n u e v o

s u b c o n j u n t o  g e n e r a d o  d e  e s e m o d o  d i f e r i r á  d e  t o d o s  l o s  s u b c o n j u n t o s  d e  l a

C 1 - 1 s i n  i m p o r t a r  l o  l e j o s q u e  l l e g u e m o s e n  l o s e m p a r e j a m i e n t o s . P o r  l o

t a n t o ,  u n a  v e r d a d e r a  C 1 - 1  e n t r e E  y P( E )  e s  i m p o s i b l e .  L o  c u a l  s i g n i f i c a  q u e

P( E)  e s n o n u m e r a b l e ,
352

 y e s o q u i e r e d e c i r q u e s u c a r d i n a l i d a d e s m a y o r

q u e ℵ0 .  Q .  E .  D .

352 SEI EXTRACTO DE LA CARTA DEL EDITOR CON PETICIONES ACERCA DE LA VERSIÓN MANUSCRITA DEL LIBRO:
«pág. 250, párrafo tras gráfica de la “Tabla n.º 3”; o sea que, en otras palabras, sin importar cuántos subconjuntos
de E podamos obtener, ¿siempre podemos crear otros nuevos? Si es así, ¿quiere usted que lo digamos tal cual,
soltarlo sin más?», de la respuesta del autor: «No, no queremos decir algo así, porque sería erróneo. Lo que
muestra la Tabla n.º 3 es que sin importar cuántos infinitos o subconjuntos de E pongamos en la lista, es
demostrable que siempre habrá algunos subconjuntos que no están en la lista. Esto es, recuerde, lo que “no
numerable” significa: que no puede ser exhaustivamente listado/puesto en fila/puesto en una tabla (y, de nuevo, es
por lo que siempre habrá más irracionales que pañuelos de la muerte en la demostración del doctor Goris en § 2e:
los pañuelos, como los enteros y los racionales, solo pueden formar un ∞ numerable). Además, la parte de
“siempre podemos crear otros nuevos” es profunda y seriamente, errónea: no estamos creando nuevos
subconjuntos; estamos demostrando que existen y siempre existirán algunos subconjuntos que ninguna lista o C1-1
con los enteros podrá capturar. Respecto a “existir”, cabe reconocer que necesita un “en cierto modo” o “sea lo que
sea que esto significa” o algo parecido, pero el lector tendría que ser un fundamentalista-radical kroneckeriano para
creer que lo que estamos haciendo en esta demostración es realmente crear esos nuevos subconjuntos».
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A u n q u e  h a y  b u e n a s  r a z o n e s  p o r  l a s  q u e  h e m o s  r e p a s a d o  e s t a  d e m o s t r a c i ó n

t a n g r á f i c a y d e t a l l a d a m e n t e ,  s e p a q u e n o e s  a s í  c o m o  l o h a c e C a n t o r .  L a

v e r d a d e s q u e n u n c a p r e s e n t a d e m a n e r a e x p l í c i t a l a d e m o s t r a c i ó n e n

d i a g o n a l p a r a P(E)  >  E  y , p o r  l o  t a n t o ,  p a r a P( A ) > A :  s i m p l e m e n t e h a c e

a l u s i ó n  a  e l l a  c o m o  u n a  « e x t e n s i ó n  n a t u r a l »  d e  s u  d e m o s t r a c i ó n  e n  d i a g o n a l

d e  l a  n o  n u m e r a b i l i d a d  d e  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s .
353

 E l  a r g u m e n t o  q u e  d a  p a r a

P( A )  > A  e s  u n  p o c o  r o m p e c a b e z a s ,  p e r o  a c a b a  j u g a n d o  u n  p a p e l  c l a v e  e n  e l

d e s e n l a c e d e n u e s t r o r e l a t o y , p o r  l o  t a n t o , e s n e c e s a r i o d e t a l l a r l o . E s t a

d e m o s t r a c i ó n e s c o m p l e t a m e n t e a b s t r a c t a y n o e s p e c í f i c a , d i s e ñ a d a s o l o

p a r a d e m o s t r a r q u e a p a r t i r d e c u a l q u i e r c o n j u n t o i n f i n i t o A s e p u e d e

c o n s t r u i r a l g ú n c o n j u n t o  i n f i n i t o B c u y o n ú m e r o c a r d i n a l s u p e r a a l d e A .

Q u i z á  s e r í a  b u e n o  q u e  s e  p r e p a r a s e  u s t e d ,  e m o c i o n a l m e n t e ,  p a r a  t e n e r  q u e

l e e r  l o  s i g u i e n t e  m á s  d e  u n a  v e z .

A  e s  u n  c o n j u n t o  i n f i n i t o . B  e s  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  s u b c o n j u n t o s  d e A 354
.

C o m o  t o d o s  l o s  c o n j u n t o s  s o n  p o r  d e f i n i c i ó n  s u b c o n j u n t o s  d e  s í  m i s m o s ,  A  e s

u n s u b c o n j u n t o d e A , e s d e c i r q u e A e s u n e l e m e n t o d e B . A s í q u e ,

d e f i n i t i v a m e n t e ,  e s  p o s i b l e  e s t a b l e c e r  u n a  C 1 - 1  e n t r e  t o d o s  l o s  e l e m e n t o s  d e

A  y , p o r  l o m e n o s ,  l o s d e u n e l e m e n t o d e B . N o e s p o s i b l e ,  s i n e m b a r g o ,

e s t a b l e c e r  u n a  C 1 - 1  e n t r e  t o d o s  l o s  e l e m e n t o s  d e A  y  t o d o s  l o s  e l e m e n t o s  d e

B .  V a m o s  a  d e m o s t r a r  e s t o  m e d i a n t e  r e d u c c i ó n  a l  a b s u r d o ,  p o r  l o  q u e  v a m o s

a a d o p t a r l a p o s t u r a h a b i t u a l y s u p o n e r q u e t a l C 1 - 1 e s t á e n e f e c t o

c o n s t r u i d a y a g o t a a m b o s c o n j u n t o s i n f i n i t o s . A h o r a , s e a a u n e l e m e n t o

c u a l q u i e r a d e A y b u n e l e m e n t o c u a l q u i e r a d e B ( o s e a , q u e b e s u n

s u b c o n j u n t o  c u a l q u i e r a  d e A ) .  C o m o  v i m o s  a n t e s  c o n  l a  T a b l a  n º  2 ,  l a  C 1 - 1

e n t r e A y B p u e d e s e r c o m p l e t a m e n t e a l e a t o r i a e n e l s e n t i d o d e q u e , e n

353 SEI Esto saca a relucir una cuestión importante. Puede muy bien haber notado el gran parecido entre la
demostración en diagonal de la no numerabilidad de P(E) y la demostración en diagonal de la no numerabilidad de
{todos los números reales} en § 7c. Y ahora, dado que tanto P(E) como {todos los reales} tienen cardinalidades >
ℵ0, puede muy bien estar preguntándose si el número cardinal de P(E) es c igual que lo es el de {todos los
números reales}. En cuyo caso, usted habrá formulado, por sí mismo, una versión de uno de los problemas más
profundos de la teoría de conjuntos cantoriana, el cual se analiza extensamente en § 7g. Lo importante es que está
100% acertado al preguntarse sobre la relación entre P(E) y c, pero espere.
354 SEI, es decir, que B es también P(A), pero para esta demostración es más fácil si olvida usted todo el asunto del
conjunto potencia.
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c u a l q u i e r c o r r e s p o n d e n c i a i n d i v i d u a l a ↔ b , a p u e d e s e r o n o s e r u n

e l e m e n t o d e l b c o n e l q u e e s t á e m p a r e j a d o . P o r e j e m p l o , a l l í  e l e n t e r o 3

e s t a b a  e m p a r e j a d o  c o n  { T o d o s  l o s  e n t e r o s  i m p a r e s }  y  é l  m i s m o  e s  u n  e n t e r o

i m p a r , m i e n t r a s q u e 6 e s t a b a e m p a r e j a d o c o n { T o d o s l o s c u a d r a d o s

p e r f e c t o s }  p e r o  n o  e s  u n  c u a d r a d o  p e r f e c t o .  S e r á  l o  m i s m o  c o n  n u e s t r a  C 1 - 1

a c t u a l  y  s u s  i n f i n i t o s  e m p a r e j a m i e n t o s  a ↔  b :  a  v e c e s  a  s e r á  u n  e l e m e n t o

d e l  s u b c o n j u n t o  b  c o n  e l  q u e  e s t á  e m p a r e j a d o ,  y  a  v e c e s  n o  l o  s e r á .  H a s t a

a q u í e s  t o d o b a s t a n t e s e n c i l l o y d i r e c t o . S i n e m b a r g o , a h o r a c o n s i d e r e  l a

t o t a l i d a d  d e  t o d o s  l o s  a  e n  l a  C 1 - 1  q u e  n o  s o n  e l e m e n t o s  d e  l o s  b  c o n  l o s  q u e

e s t á n  e m p a r e j a d o s .  S e a  φ  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  a  c o n  e s a  c a r a c t e r í s t i c a .

P o r s u p u e s t o , φ e s u n s u b c o n j u n t o d e A ,  l o c u a l s i g n i f i c a q u e φ e s u n

e l e m e n t o  d e B ,  y  a u n  a s í  s e  p u e d e  d e m o s t r a r  q u e  φ  n o  s e  p u e d e  i n c l u i r  e n  l a

C 1 - 1 s u p u e s t a m e n t e e x h a u s t i v a e n t r e A y B . P u e s s i φ e s t á i n c l u i d o ,

e n t o n c e s e s t á e m p a r e j a d o c o n a l g ú n a ,  y  c o m o h e m o s v i s t o  s o l o h a y d o s

o p c i o n e s :  o  b i e n  e s t e  a  e s  é l m i s m o  u n  e l e m e n t o  d e  φ ,  o  b i e n  n o  l o  e s .  S i  a

e s  u n  e l e m e n t o  d e  φ …  p e r o  n o  p u e d e  s e r l o ,  p u e s  e s t o  c o n t r a d i c e  l a  d e f i n i c i ó n

d e φ . P e r o s i a n o e s u n e l e m e n t o d e φ , e n t o n c e s e s , p o r d e f i n i c i ó n , u n

e l e m e n t o  d e φ …  l o  c u a l  n o  p u e d e  s e r ,  o  s e a  q u e  d e b e  s e r l o ,  p e r o  e n t o n c e s

n o  p u e d e  s e r l o …  y  a s í ,  d e  u n m o d o  u  o t r o ,  y a  t i e n e  u s t e d  u n a  c o n t r a d i c c i ó n

d e  t i p o L T E . P o r  l o  t a n t o , u n a v e r d a d e r a C 1 - 1 e n t r e A  y B  n o e s p o s i b l e ;

l u e g o ,  l a  c a r d i n a l i d a d  d e B  e s  >  l a  c a r d i n a l i d a d  d e  A .  Q u o d  e r a t  d e m * .

§ 7f

*Semiinterpolativo

P o r  f a v o r ,  o b s e r v e  e l  p a r e c i d o  e n t r e  e s t a  ú l t i m a  d e m o s t r a c i ó n  y  l a  p a r a d o j a

d e l o s a n t i g u o s g r i e g o s « E s t o y m i n t i e n d o » ,
355

 d o n d e s i l a a f i r m a c i ó n e s

v e r d a d e r a e n t o n c e s e s  f a l s a y s i e s  f a l s a e n t o n c e s e s v e r d a d e r a . L o c u a l

s i g n i f i c a q u e a h o r a h e m o s e n t r a d o e n e l t e r r i t o r i o a b i s m a l d e l a

355 SEI a veces conocida también como la paradoja de Euclides para distinguirla de la variante de Epiménides
«Todos los cretenses son mentirosos» —larga historia—.
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a u t o r r e f e r e n c i a . E s t e e s e l v e r d a d e r o m o t i v o p o r e l q u e n o s a c a b a m o s d e

a r r a s t r a r p o r l a d e m o s t r a c i ó n d e C a n t o r d e q u e B > A : a b r e u n t i p o

c o m p l e t a m e n t e  n u e v o  d e  g r i e t a  e n  l a s  m a t e m á t i c a s  m o d e r n a s .

A u n q u e  n o  e s  e s t r i c t a m e n t e  n u e s t r o  á m b i t o ,  s e p a  q u e  e n  l a  d é c a d a  d e  1 9 3 0

e l  p r o f e s o r K u r t G ö d e l
356

 u s a r á  a l g o m u y  p a r e c i d o  a l  t r u c o  d e C a n t o r  « ( a ∉

φ ) →  (a ∈  φ ) »  p a r a  d e m o s t r a r  s u s  d e v a s t a d o r e s  t e o r e m a s  d e  i n c o m p l e t i t u d .

( D i c h o b u r d a m e n t e , G ö d e l d e m o s t r a r á q u e c i e r t a s p r o p o s i c i o n e s

m a t e m á t i c a s b i e n f o r m a d a s s o n v e r d a d e r a s , y a u n a s í i n d e m o s t r a b l e s ,

m e d i a n t e  l a  d e d u c c i ó n  d e  « P r o p o s i c i ó n  P :  l a  P r o p o s i c i ó n  P  e s  i n d e m o s t r a b l e »

c o m o  u n  t e o r e m a ) .  M á s  i m p o r t a n t e  p a r a  n u e s t r o s  p r o p ó s i t o s  e s  e s t a  i d e a  d e

q u e  l o s c o n j u n t o s p u e d e n t e n e r o t r o s c o n j u n t o s c o m o e l e m e n t o s , q u e e s

e s e n c i a l p a r a e l c o n c e p t o d e c o n j u n t o s p o t e n c i a y , p o r s u p u e s t o , p a r e c e

b a s t a n t e  i n o c e n t e … ,  s o l o  q u e  t r a s  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e  C a n t o r  r e s u l t a  s e r  u n a

a u t é n t i c a c a í d a e n p i c a d o p o r l a g r i e t a d e l a a u t o r r e f e r e n c i a . E j e m p l o :

c o n s i d e r e e l  t e o r e m a q u e C a n t o r a c a b a d e d e m o s t r a r , q u e e l  c o n j u n t o d e

t o d o s  l o s  s u b c o n j u n t o s  d e l  c o n j u n t o A  s i e m p r e  c o n t e n d r á  m á s  e l e m e n t o s  q u e

e l  m i s m o  A .  P e r o  a h o r a  s u p o n g a  q u e A  s e  d e f i n e  c o m o  « e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s

l o s c o n j u n t o s » . P o r d e f i n i c i ó n , e s t e A c o n t e n d r á t o d o s s u s s u b c o n j u n t o s ,

p u e s  d i c h o s  s u b c o n j u n t o s  s o n  c o n j u n t o s ,  o  s e a  q u e  e n  e s t e  c a s o P( A )  > A  n o

e s  p o s i b l e  e n m o d o  a l g u n o .  C o n c l u s i ó n :  e l m i s m o  p r i n c i p i o  d e  l o s  c o n j u n t o s -

d e - c o n j u n t o s  q u e  C a n t o r  n e c e s i t a  p a r a  c o n s t r u i r  u n a  j e r a r q u í a  d e  c o n j u n t o s

i n f i n i t o s  d a  l u g a r  a  u n a  p a r a d o j a  c a s i  i n m e d i a t a m e n t e .

L a  e v i d e n c i a  h i s t ó r i c a  i n d i c a  q u e  C a n t o r  c o n o c í a  l a  p a r a d o j a  d e l  c o n j u n t o - d e -

t o d o s - l o s - c o n j u n t o s h a c i a 1 8 9 5 ,
357

 a u n q u e  j a m á s  l a m e n c i o n ó n i u n a s o l a

v e z  e n  s u s  t r a b a j o s  p u b l i c a d o s .  A  p e s a r  d e  t o d o  a h o r a  s e  l a  c o n o c e  c o m o  l a

p a r a d o j a  d e  C a n t o r .  T a m b i é n  s e  c o n s i d e r a  c o m o  l a  b a s e  d e  l a  p a r a d o j a m á s

356 SEI 1906-1978, el absoluto Príncipe de las Tinieblas de las matemáticas modernas, ya se ha hecho referencia a
él en § 1a y en otras partes.
357 SEI Sabemos, por ejemplo, que se la explicó a David Hilbert, y se menciona por lo menos en una de las cartas
de  Cantor  a  Dedekind.  Observe  ahora,  de  cara  a  más  adelante,  que  hay  otra  paradoja  con  la  que  también  se
encontró y tampoco publicó, que hoy se conoce como la paradoja de Burali-Forti y tiene que ver con los ordinales
transfinitos, que como se ha mencionado también están al llegar.
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f a m o s a d e t o d a l a t e o r í a d e c o n j u n t o s , h a b i t u a l m e n t e c o n o c i d a c o m o l a

a n t i n o m i a  d e  R u s s e l l  p o r q u e  e l  u b i c u o  B e r t r a n d  R u s s e l l  l a  u s ó  p a r a  t o r p e d e a r

l a  o b r a  d e  F r e g e  F u n d a m e n t o s  d e  l a  a r i t m é t i c a  e n  1 9 0 1 .
358

 P o d e m o s  e s b o z a r

l a  a n t i n o m i a  d e  R u s s e l l m u y  r á p i d a  y  f á c i l m e n t e  p o r q u e  c a s i  t o d o  e l m u n d o

h a  o í d o  h a b l a r  d e  e l l a  e n  a l g u n a  o c a s i ó n .  A u n q u e  s e  d e s p r e n d e  d i r e c t a m e n t e

d e l a d e m o s t r a c i ó n a b s t r a c t a d e C a n t o r s o b r e e l c o n j u n t o p o t e n c i a , l a

a n t i n o m i a  t a m b i é n  c a u s a  e s t r a g o s  e n  e l  c r i t e r i o  p r i n c i p a l  d e  l a  d e f i n i c i ó n  d e

« c o n j u n t o »  q u e  d a C a n t o r ,  q u e  e s  ( c o m o  r e c o r d a r á  d e  l a  n o t a  1 6  d e  §  7 a )

q u e  s i e m p r e  h a y  u n  p r o c e d i m i e n t o  p o r  e l  q u e  d a d o  u n  e l e m e n t o  c u a l q u i e r a

s e  p u e d e  d e t e r m i n a r  s i  e s  u n  e l e m e n t o  d e  u n  c o n j u n t o  d a d o .
359

 O  s e a ,  q u e

a q u í  e s t á  l a  a n t i n o m i a  d e  R u s s e l l .  C o m o  h e m o s  v i s t o ,  a l g u n o s  c o n j u n t o s  s o n

e l e m e n t o s  d e  s í m i s m o s  y  a l g u n o s  n o  l o  s o n .  E n  r e a l i d a d ,  l a m a y o r í a  n o  l o

s o n ;  p o r  e j e m p l o ,  e l  c o n j u n t o  d e  t o d a s  l a s  s i l l a s  n o  e s  u n a  s i l l a ,  e l  c o n j u n t o

d e  t o d o s  l o s  e n t e s q u e p u e d e n a n u d a r  e l  p e d ú n c u l o d e u n a  c e r e z a  c o n  s u

l e n g u a  n o  p u e d e  h a c e r  l o  m i s m o ,  e t c .  P e r o  a l g u n o s  c o n j u n t o s  s í  s e  c o n t i e n e n

a s í m i s m o s c o m o e l e m e n t o s ; p o r e j e m p l o , e l c o n j u n t o d e t o d o s l o s

c o n j u n t o s ,  e l  c o n j u n t o  d e  t o d a s  l a s  a b s t r a c c i o n e s ,  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s

e n t e s  q u e  n o  p u e d e n  a n u d a r  e l  p e d ú n c u l o  d e  u n a  c e r e z a .  R u s s e l l  l l a m a  a  l o s

c o n j u n t o s  q u e n o  s o n  e l e m e n t o s  d e  s í  m i s m o s  c o n j u n t o s  n o r m a l e s ,  y  a  l o s

a u t o c o n t e n i d o s ,  a n o r m a l e s .  A s í  p u e s ,  c o n s i d e r e  a h o r a  e l  c o n j u n t o  N  d e  t o d o s

l o s c o n j u n t o s n o r m a l e s : ¿ e s N u n c o n j u n t o n o r m a l ?
360

 B i e n , s i N e s u n

358 SEI Lo de Frege y Russell es una historia larga pero muy apreciada por los historiadores de las matemáticas, y
muy fácil de encontrar en otra parte. (N. B. La antinomia de Russell también se conoce como la paradoja de
Russell, pero resulta cansino decir «paradoja» una y otra vez).
359 SEI Una vez más, es algo más complicado. Lo que la antinomia de Russell explota realmente es un axioma poco
sólido de la teoría de conjuntos temprana llamado (no es broma) el principio de abstracción ilimitada (P. A. I.), que
a todos los efectos afirma que toda característica/condición concebible determina un conjunto; es decir, que dada
cualquier propiedad concebible, existe un conjunto de todas las entidades que poseen dicha propiedad. Tres rápidos
comentarios acerca del P. A. I. (1) Observe su intrigante parecido con el argumento de Platón del Uno Sobre
Muchos de § 2a. (2) Pronto debería ser evidente en el texto principal por qué el P. A. I. es defectuoso y da lugar a
la antinomia de Russell. (3) Por favor, retenga neocorticalmente durante solo unas páginas el hecho de que el
sistema de axiomas de Zermelo-Fraenkel-Skolem para la teoría de conjuntos enmienda el P. A. I. con el principio de
abstracción limitada (P. A. L.), el cual sostiene que dada cualquier propiedad p y un conjunto S, podemos formar el
conjunto de todos los elementos de S que tienen p.
360 SEI El resto del texto principal de este párrafo lo puede omitir usted si ya puede ver cómo funciona la paradoja
simplemente  a  partir  de  «¿Es  N  un  conjunto  normal?».  (SEI2 Russell también tiene una manera famosa de
presentar su antinomia en lenguaje natural, a saber: imagine un barbero que solo afeita a los que no se afeitan a sí
mismos; entonces, ¿se afeita el barbero a sí mismo?).
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c o n j u n t o n o r m a l , e n t o n c e s p o r d e f i n i c i ó n n o e s u n e l e m e n t o d e s í m i s m o .

P e r o N  e s e l  c o n j u n t o d e  t o d o s  l o s  c o n j u n t o s q u e n o  s o n e l e m e n t o s d e  s í

m i s m o s ,  d e m o d o  q u e N  e s  u n  e l e m e n t o  d e  s í m i s m o  s i  n o  e s  u n  e l e m e n t o

d e  s í m i s m o .  A u n q u e  e n t o n c e s  s i N  r e a l m e n t e  e s  u n  e l e m e n t o  d e  s í m i s m o ,

e n t o n c e s  n o  p u e d e  s e r  u n  e l e m e n t o  d e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  c o n j u n t o s  q u e

n o s o n e l e m e n t o s d e s í m i s m o s , d e m o d o q u e e n r e a l i d a d N n o e s u n

e l e m e n t o  d e  s í  m i s m o ,  e n  c u y o  c a s o  l o  e s …  y  a s í  u n a  y  o t r a  v e z  a d  i n f i n i t u m .

E s t e  t i p o d e p a r a d o j a ,  c o m o e l  r o m p e c a b e z a s « ( a ∉ φ ) →  (a ∈ φ ) » e n  l a

r e d u c c i ó n a l a b s u r d o d e C a n t o r , s e c o n o c e o f i c i a l m e n t e c o m o u n c í r c u l o

v i c i o s o  ( C V ) .  A q u í  « v i c i o s o »  s i g n i f i c a  m á s  o  m e n o s  l o  m i s m o  q u e  e n  l a  R I V  d e

§ 2 a , e s d e c i r , q u e s e c o n v i e r t e e n  l ó g i c a m e n t e  i m p o s i b l e h a c e r a l g o q u e

e s t a m o s  l ó g i c a m e n t e  o b l i g a d o s  a  h a c e r .  E n  l a s  p a r a d o j a s  d e  t i p o  C V ,  c o m o

l a s  d e  R u s s e l l  y  C a n t o r ,  l o  q u e  n o  p o d e m o s  h a c e r  e s  d e t e r m i n a r  s i  a l g o  e s  o

n o  e s  u n  e l e m e n t o  d e  u n  c o n j u n t o ,  l o  c u a l  v i o l a  t a n t o  l a  d e f i n i c i ó n  f o r m a l  d e

« c o n j u n t o »  c o m o  ( m u c h o  p e o r )  l a  L T E .  O  s e a ,  q u e  d i c h o s  p r o b l e m a s  n o  s o n

m i n u c i a s .

L l e g a d o s a e s t e p u n t o e s c a s i s e g u r o q u e h a c a p t a d o u s t e d l a d i n á m i c a

g e n e r a l  d e  l a  h i s t o r i a  d e l  e n  v i r t u d  d e  l a  c u a l  c i e r t a s  p a r a d o j a s  d a n  l u g a r  a

a v a n c e s  c o n c e p t u a l e s  q u e  p u e d e n  a b o r d a r  e s a s  p a r a d o j a s  o r i g i n a l e s ,  p e r o  a

s u  v e z  d a n  l u g a r  a  n u e v a s  p a r a d o j a s ,  q u e  e n t o n c e s  g e n e r a n  o t r o s  a v a n c e s

c o n c e p t u a l e s , y a s í  s u c e s i v a m e n t e . S i  e s u s t e d u n o d e  l o s  l e c t o r e s q u e s e

p r e o c u p a n  d e  l a s  n o t a s  a l  p i e SEI ,  y a  h a  v i s t o  a l g o  s o b r e  u n  t i p o  d e  s o l u c i ó n

t é c n i c a  a  l a  a n t i n o m i a  d e  R u s s e l l ,  q u e  e s  l a  s u s t i t u c i ó n  p o r  Z e r m e l o  y  o t r o s

c o l e g a s  d e l  p r i n c i p i o  d e  a b s t r a c c i ó n  i l i m i t a d a  p o r  e l  P .  A .  L i m i t a d a .  O t r o  t i p o

d e s o l u c i ó n e s  l a p r o h i b i c i ó n d e d e f i n i c i o n e s  i m p r e d i c a t i v a s , d e f e n d i d a p o r

J u l e s - H e n r i P o i n c a r é ( 1 8 5 4 - 1 9 1 2 ) , u n a f i g u r a c l a v e d e l a t o p o l o g í a q u e

a d e m á s  f u e ,  t r a s  l a m u e r t e  d e  K r o n e c k e r  e n  1 8 9 1 ,  e l  o p o n e n t e  n º  1  d e  l a s
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m a t e m á t i c a s t r a n s f i n i t a s .
361

 L a d e f i n i c i ó n d e P o i n c a r é d e i m p r e d i c a t i v o e s

a l g o  s o s p e c h o s a ,  p e r o e n e s e n c i a  i m p l i c a d e f i n i r  u n o b j e t o  e n  t é r m i n o s d e

t o d o u n g r u p o d e o b j e t o s d e l c u a l e s  p a r t e . A ú n m á s e s e n c i a l m e n t e , u n a

d e f i n i c i ó n i m p r e d i c a t i v a d e p e n d e d e p r o p i e d a d e s y d e s c r i p c i o n e s

a u t o r r e f e r e n t e s ,  y  « E l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  c o n j u n t o s  q u e  n o  s o n  e l e m e n t o s

d e  s í m i s m o s »  e s  u n  e j e m p l o  p e r f e c t o  d e  d i c h a  d e f i n i c i ó n  ( c o m o  l o  s o n  « E l

c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  c o n j u n t o s »  y  l a  d e f i n i c i ó n  d e  C a n t o r  d e l  c o n j u n t o  φ  e n

l a  a n t e r i o r  d e m o s t r a c i ó n  d e B  > A ) .  T o d o  e s t o  s e  c o m p l i c a  b a s t a n t e ,  p e r o  l a

t á c t i c a  g e n e r a l  d e  P o i n c a r é  e s  c a r a c t e r i z a r  l a s  d e f i n i c i o n e s  i m p r e d i c a t i v a s  e n

t é r m i n o s d e l o s r e s u l t a d o s p a r a d ó j i c o s q u e p u e d e n a r r o j a r ,
362

 l o c u a l

e n t o n c e s  c o n s t i t u y e  e l  a r g u m e n t o  l ó g i c o  p a r a  r e c h a z a r l a s .  E s  a l g o  a s í  c o m o

e l m o d o  e n  q u e  l a  d i v i s i ó n  p o r  o  q u e d ó  p r o s c r i t a . D e s a f o r t u n a d a m e n t e ,  l a s

d e f i n i c i o n e s  f o r m a l e s d e  t o d o  t i p o d e t é r m i n o s y c o n c e p t o s e n e l a n á l i s i s ,

d e s d e  « s u c e s i ó n »  y  « s e r i e »  h a s t a  « p u n t o  l í m i t e »  y  « c o t a  i n f e r i o r » ,  t a m b i é n

s o n  i m p r e d i c a t i v a s — y a d e m á s s e p u e d e h a c e r q u e e l m i s m o c o n c e p t o d e

i m p r e d i c a t i v i d a d  g e n e r e  a l g u n o s  C V  m u y  f e o s —
363

d e  m o d o  q u e  l a  s o l u c i ó n  d e

P o i n c a r é  n u n c a  c u a j ó  r e a l m e n t e .

L a  p r o p u e s t a  d e  R u s s e l l  p a r a  e v i t a r  l a s  e p ó n i m a s  p a r a d o j a s  d e  C a n t o r  y  d e  é l

m i s m o  e s  l a  t e o r í a  d e  l o s  t i p o s ,  q u e ,  p a r a  a b r e v i a r  u n a m u y  l a r g a  h i s t o r i a ,  e s

p a r t e  d e l  p r o g r a m a  f u n d a c i o n a l  d e  R u s s e l l  p a r a  i n t e n t a r  d e m o s t r a r  q u e  t o d a s

l a s m a t e m á t i c a s  s o n  r e d u c i b l e s  a  l ó g i c a  s i m b ó l i c a .  L a  t e o r í a  d e  l o s  t i p o s  e s

u n a e s p e c i e d e g r a m á t i c a d e  l a a b s t r a c c i ó n q u e r e c h a z a c i e r t a s c l a s e s d e

p r o p o s i c i o n e s e n  l a s c u a l e s e n t i d a d e s d e t i p o s d i f e r e n t e s s e t r a t a n c o m o

e q u i v a l e n t e s . E n e l s e n t i d o , e s e n c i a l m e n t e , d e m e t a f í s i c a m e n t e

361 SEI En esta oposición a Poincaré se le asocia a menudo con los especialistas en conjuntos de puntos finitos Félix
Édouard Borel y Henri Léon Lebesgue, y así en la metafísica de las matemáticas este trío es a veces conocido como
la Escuela antiplatónica.
362 Algo muy parecido a la caracterización griega del ∞ como to apeiron.
363 SEI Aquí está uno que quizá ya haya usted anticipado: si alguna propiedad es impredicativa si se aplica a sí
misma —digamos, por ejemplo, la propiedad de ser expresable en lenguaje natural, o correctamente deletreado, o
abstracto— entonces podemos llamar a una propiedad «predicativa» si no se aplica a sí misma. Pero entonces, esa
propiedad de ser predicativa, ¿es predicativa o impredicativa?
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e q u i v a l e n t e s .
364

 L a  i d e a  e s  q u e  l o s  c o n j u n t o s  d e  i n d i v i d u o s  n o  s o n  e l m i s m o

t i p o  d e  e n t i d a d  q u e  l o s  i n d i v i d u o s m i s m o s ,  y  l o s  c o n j u n t o s  d e  c o n j u n t o s  n o

s o n  d e l  m i s m o  t i p o  q u e  l o s  c o n j u n t o s  d e  i n d i v i d u o s ,  y  a s í  s u c e s i v a m e n t e .  Y  e l

t i p o  d e  u n a  e n t i d a d  e n  p a r t i c u l a r  e s  f u n c i ó n  d i r e c t a m e n t e  d e  c u á n  a b s t r a c t a

e s  d i c h a  e n t i d a d ,  d e m o d o  q u e  s e  l l e g a  a  u n a  j e r a r q u í a  d e  c o n j u n t o s  q u e  s e

p a r e c e  a  l o s  n i v e l e s  d e  a b s t r a c c i ó n  i n f o r m a l e s  d e  l o s  q u e  h a b l a m o s  e n  §  1 b :

e l  t i p o  d e  R u s s e l l  1 =  i n d i v i d u o s ,  t i p o  2 =  c o n j u n t o s ,  t i p o  3 =  c o n j u n t o s  d e

c o n j u n t o s , t i p o 4 = c o n j u n t o s d e c o n j u n t o s d e c o n j u n t o s , e t c .
365

 L o q u e

p e r m i t e q u e  l a  t e o r í a e v i t e  l o s c í r c u l o s v i c i o s o s e s q u e  l a m i s m a c l a s e d e

j e r a r q u í a  s e  p u e d e  a p l i c a r  a  l a s  p r o p o s i c i o n e s ;  p o r  e j e m p l o ,  t i p o  x ;  =  a l g u n a

e n t i d a d  d e  a l g ú n  t i p o  p a r t i c u l a r ,  t i p o  ( x  +  1 )  =  a l g u n a  p r o p o s i c i ó n  s o b r e  e s a

e n t i d a d , t i p o ( x + 2 ) = a l g u n a p r o p o s i c i ó n s o b r e  l a p r o p o s i c i ó n s o b r e l a

e n t i d a d , y a s í s u c e s i v a m e n t e . ( N . B . P a r a R u s s e l l « p r o p o s i c i ó n » p u e d e

s i g n i f i c a r o b i e n u n a f r a s e e n l e n g u a j e n a t u r a l o b i e n u n a a s e v e r a c i ó n

f o r m a l / m a t e m á t i c a  c o m o  « a ∈ A » ) .
366

 Y  l a  g r a n  r e g l a  e s  q u e ,  s u p o n i e n d o  q u e

m  y  n  s o n  e n t e r o s ,  u n a  p r o p o s i c i ó n  o  c o n j u n t o  d e  t i p o  n  n o  s e  p u e d e  a p l i c a r

a  o t r a  p r o p o s i c i ó n  u  o t r o  c o n j u n t o  d e  t i p o  n ,  s i n o  s o l o  a  u n a  p r o p o s i c i ó n  o  u n

c o n j u n t o  d e  t i p o  m  d o n d e m  < n .

P o r  l o  q u e  r e s p e c t a  a  n u e s t r o  r e l a t o ,  l a  t e o r í a  d e  t i p o s  v i e n e  a  s e r  u n  e j e m p l o

p e r f e c t o  d e  c ó m o  s e  h a l l a  u n a  s a l i d a  l e g a l  d e  u n a  p a r a d o j a .  C i e r t a m e n t e ,  l a

t e o r í a o f r e c e u n a « s o l u c i ó n » a  l o s  r o m p e c a b e z a s d e R u s s e l l  y C a n t o r — e s

d e c i r ,  d a  u n a  e x p l i c a c i ó n  d e  c u á l  e s  e l  p a s o  « i l e g í t i m o »  d e  l a  p a r a d o j a —  p e r o

t a m b i é n  e s  i n c r e í b l e m e n t e  c r í p t i c a  e  i n m a n e j a b l e ,  y  e n  d e f i n i t i v a  t a n  d a ñ i n a

p a r a  l a s m a t e m á t i c a s  c o m o  l o  d e  P o i n c a r é  y  l a  i m p r e d i c a t i v i d a d .  V e a m o s  u n

r á p i d o e j e m p l o :  c o m o  l o s n ú m e r o s  r a c i o n a l e s  s e d e f i n e n c o m o  r a z o n e s d e

364 SEI Sí: ahora estamos volviendo de nuevo a las cuestiones de existencia abstracta y denotación planteadas en §
1.
365 SEI Si cree que puede ver al fantasma del Tercer Hombre de Aristóteles flotando encima de la teoría de tipos,
no se equivoca. Muchos de los problemas fundacionales de la teoría de conjuntos acaban remontándose a la
metafísica griega.
366 SEI N. B. Observe también que los argumentos de Russell respecto a la conexión entre la tipología metafísica de
entidades/abstracciones y la tipología semántica de entidades/enunciados/metaenunciados son largos y complejos,
pero están allí: no es que lo postule todo a partir de la nada.
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e n t e r o s ,  y  l o s  i r r a c i o n a l e s  c o m o  c o n j u n t o s / s u c e s i o n e s  d e  r a c i o n a l e s ,  l o s  t r e s

t i p o s  d e  n ú m e r o s  s o n  d e  d i f e r e n t e s  t i p o s ,  y  s e g ú n  l a s  r e g l a s  d e  l a  t e o r í a  n o

p o d r í a m o s h a c e r p r e d i c a d o s e n c o m ú n a c e r c a d e  l o s  t r e s s i n u n s i n f í n d e

d i f e r e n t e s d e m o s t r a c i o n e s y n i v e l e s y s a l v e d a d e s . P a r a s u i n f o r m a c i ó n ,

R u s s e l l  i n t e n t ó s o l v e n t a r a l g u n a s d e e s a s d i f i c u l t a d e s m e d i a n t e  l o q u e é l

l l a m ó a x i o m a s  d e  r e d u c i b i l i d a d ,  p e r o  e s t o s  e r a n  i n c l u s o m á s  c o m p l i c a d o s y

a r t i f i c i o s o s  y …  b á s i c a m e n t e  t o d a  s u  t i p o l o g í a  s e  v u e l v e m u y  e t é r e a  y  a h o r a

s o l o  e s  d e  i n t e r é s  h i s t ó r i c o .
367

S i  e s  n e c e s a r i o  d e c i r  u n a  v e z m á s  q u e  s o l o  e s t a m o s  e c h a n d o  u n a  o j e a d a  a

u n a s u p e r f i c i e t u r b u l e n t a , c o n s i d é r e s e d i c h o . M e d i d a s a n t i p a r a d o j a

e s p e c í f i c a s  c o m o  l a s  d e  R u s s e l l  y  P o i n c a r é  s o n  p a r t e  d e  u n a  c r i s i s  m u c h o m á s

a m p l i a y p r o f u n d a , u n a q u e p r e c e d e a C a n t o r p e r o l l e g a a h a c e r s e

a p r e m i a n t e  a  t r a v é s  d e  s u s  t e o r í a s  d e l ∞ .  L o  d e s t a c a d o ,  a  g r a n d e s  r a s g o s :

l a s  p a r a d o j a s  d e  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s ,  e m p a r e j a d a s  c o n  l a s  p r e o c u p a c i o n e s

r e s p e c t o a  l o s  f u n d a m e n t o s q u e e m p i e z a n c o n A b e l y C a u c h y y  l l e g a n a l

c l í m a x c o n F r e g e y P e a n o , c o n d u c e n d i r e c t a m e n t e a l a s g r a n d e s

c o n t r o v e r s i a s  f o r m a l i s m o - c o n t r a - i n t u i c i o n i s m o  d e  p r i n c i p i o s  d e l  s i g l o  X X . D e

n u e v o , s o l o p o d e m o s e s b o z a r l a s d e m a n e r a e s q u e m á t i c a . R e s p e c t o a l o s

c o n j u n t o s i n f i n i t o s , p o r e j e m p l o , e l i n t u i c i o n i s m o e s r a b i o s a m e n t e a n t i -

C a n t o r , y e l f o r m a l i s m o , i n c o n d i c i o n a l m e n t e p r o - C a n t o r , a p e s a r d e q u e

t a n t o e l  f o r m a l i s m o c o m o e l  i n t u i c i o n i s m o s o n a n t i - P l a t ó n y C a n t o r e s u n

p l a t ó n i c o  i r r e d u c t i b l e . L o c u a l , c o n d o l o r d e c a b e z a o s i n é l , s i g n i f i c a q u e

v o l v e m o s d e n u e v o a l a m e t a f í s i c a : l a r i ñ a m o d e r n a r e s p e c t o a l o s

p r o c e d i m i e n t o s  d e  l a s m a t e m á t i c a s  e s ,  e n  d e f i n i t i v a ,  u n a  d i s p u t a  a c e r c a  d e l

e s t a t u s  o n t o l ó g i c o  d e  l o s  e n t e s  m a t e m á t i c o s .

Y a  t u v i m o s  u n a  i n t r o d u c c i ó n  a l  i n t u i c i o n i s m o  e n  l a s  d i s c u s i o n e s  d e  §  6  a c e r c a

d e l  c o n s t r u c t i v i s m o .  E l  f o r m a l i s m o e s  h a r i n a  d e  o t r o  c o s t a l . Q u i z á  l a m e j o r

a p r o x i m a c i ó n s e a v o l v e r a l a c u e s t i ó n e n l a q u e h e m o s i n s i s t i d o

367 SEI Las subsiguientes extensiones y modificaciones de la teoría de tipos russelliana, por lógicos como Ramsey y
Tarski, son tan horripilantemente complicadas y confusas que, si saca usted el tema, la mayoría de los matemáticos
harán como si ni siquiera le oyeran.
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a n t e r i o r m e n t e ,  a  s a b e r :  l a s  p a r a d o j a s  d e  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s  s o n  p a r t e  d e l

p r o b l e m a m á s a m p l i o d e  l a c o n s i s t e n c i a d e  l a s m a t e m á t i c a s , q u e H i l b e r t

p r o p u s o  c o m o  P r o b l e m a  I m p o r t a n t e  n º  2
368

 e n  e l m i s m o C o n g r e s o  d e  P a r í s

d o n d e s e l e p u d o v e r h a b l a n d o d e C a n t o r c o n e n t u s i a s m o e n § 1 a . E l

p r o g r a m a d e l p r o p i o H i l b e r t p a r a  r e c o n s t r u i r  l a s m a t e m á t i c a s d e  t a l m o d o

q u e  l o s  t e o r e m a s  n o  a r r o j e n  p a r a d o j a s  e s  e l  f o r m a l i s m o ,  e l  c u a l  b u s c a  h a c e r

q u e  l a  a b s t r a c c i ó n  d e  l a s m a t e m á t i c a s  s e a  a  l a  v e z  t o t a l  y  p r i m a r i a .  L a  i d e a

b á s i c a d e l  f o r m a l i s m o e s  s e p a r a r  t o t a l m e n t e  l a s m a t e m á t i c a s d e l m u n d o y

c o n v e r t i r l a s  e n  u n  j u e g o .  L i t e r a l m e n t e .  E s t e  j u e g o  i n v o l u c r a  l a m a n i p u l a c i ó n

d e  c i e r t o s  s í m b o l o s  s e g ú n  c i e r t a s  r e g l a s q u e p e r m i t e n  c o n s t r u i r  s e c u e n c i a s

d e  s í m b o l o s  a  p a r t i r  d e  o t r a s  s e c u e n c i a s  d e  s í m b o l o s .  E s  1 0 0 %  f o r m a l : d e

a q u í  e l  n o m b r e .  L o  q u e  l o s  s í m b o l o s  d e  e s e  j u e g o m a t e m á t i c o  s i g n i f i c a n ,  o  s i

s i g n i f i c a n a l g o , n o t i e n e n a d a q u e v e r c o n e l  j u e g o . Y d e c i r q u e u n e n t e

m a t e m á t i c o « e x i s t e » e s s i m p l e m e n t e d e c i r q u e n o c a u s a u n a

c o n t r a d i c c i ó n .
369

 L o q u e i m p o r t a s o n l a s r e g l a s , y e l p r o y e c t o e n t e r o d e l

f o r m a l i s m o e s u n a t e o r í a d e  l a d e m o s t r a c i ó n : e l o b j e t i v o e s c o n s t r u i r u n

c o n j u n t o d e a x i o m a s y  r e g l a s d e  i n f e r e n c i a
370

 d e d o n d e  s e p u e d a n d e d u c i r

t o d a s  l a s m a t e m á t i c a s ,  d e m o d o  q u e  t o d o  s e a  d e d u c t i v o  y  r i g u r o s o  y  l i m p i o ,

o  s e a ,  c o m o  u n  j u e g o  a u t o c o n t e n i d o .

S i  t i e n e u s t e d a l g ú n  t i p o d e c o n o c i m i e n t o s d e  l ó g i c a o d e  f i l o s o f í a d e  l a s

m a t e m á t i c a s , r e c o n o c e r á q u e e s t a e s u n a d e s c r i p c i ó n r a d i c a l m e n t e

s i m p l i f i c a d a d e l f o r m a l i s m o . ( P o r d e c i r a l g o m á s , e l p r o g r a m a d e H i l b e r t

368 SEI Es decir, el segundo de los 10 Principales Problemas no Resueltos que Hilbert presentó en el 2.º C. I. M. en
el año 1900 como problemas cruciales para las matemáticas que debían resolverse durante el inminente siglo; otra
muy larga historia que puede encontrar en cualquier buen compendio de historia de las matemáticas. (SEI2 Si le
enseñaron o ha leído que en realidad había 23 Problemas de Hilbert, la verdad es que Hilbert presentó una lista del
1 al 10 en su discurso de París y del 1 al 23 en la versión escrita publicada en 1902).
369 Compare esta ontología formalista con la visión del intuicionismo de que: «[L]os objetos matemáticos son
entidades mentales que no existen de manera independiente de nuestra capacidad para proporcionar una
demostración de su existencia en un número finito de pasos» (Nelson, pág. 229). Puede ver que ambas visiones no
son para nada disímiles, especialmente en su rechazo de la idea de que las matemáticas tengan algo que ver con la
realidad extramental, aunque tras el criterio intuicionista del «número finito de pasos» está la intención específica
de proscribir entidades como los irracionales y los conjuntos infinitos con los que Poincaré y Brouwer, igual que
Kronecker antes de ellos, tenían problemas metafísicos (no solo de procedimiento). (SEI La manera del doctor
Goris de contrastar ambas escuelas era decir que el intuicionismo era taimado mientras que el formalismo era más
bien simplemente excéntrico).
370 SEI véase § 1c.
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t a m b i é n  i m p l i c a d e s c o m p o n e r  l a s m a t e m á t i c a s e n n i v e l e s d e  r a z o n a m i e n t o

a l g o p a r e c i d o s a  l o s  t i p o s d e R u s s e l l ,  d e n u e v o s i n p e r m i t i r p r o p o s i c i o n e s

i n t e r - n i v e l ) .  P r o b a b l e m e n t e ,  t a m b i é n  s a b r á  q u e  d i c h o m o v i m i e n t o  e m p i e z a  a

t e n e r  s e r i o s  p r o b l e m a s m u c h o  a n t e s  d e  l a s  y a m e n c i o n a d a s  d e m o s t r a c i o n e s

d e G ö d e l d e q u e u n s i s t e m a f o r m a l n o p u e d e s e r a l a v e z c o m p l e t o y

c o n s i s t e n t e :
371

 p o r  e j e m p l o ,  l o s  f o r m a l i s t a s  n i  s i q u i e r a  p o d í a n  c o n s e g u i r  q u e

l a  a r i t m é t i c a  b á s i c a  f u e r a  c o m p l e t a  y  c o n s i s t e n t e  s i  i n c l u í a  l a m u l t i p l i c a c i ó n

c o m o  u n a  o p e r a c i ó n  « l e g a l » ,  l o  c u a l ,  o b v i a m e n t e ,  e s  u n  s e r i o  p r o b l e m a .  A s í

q u e n o n e c e s i t a m o s h a b l a r d e l  e m p o b r e c i m i e n t o  f i l o s ó f i c o o d e  l a  a b s o l u t a

e x t r a ñ e z a d e u n  j u e g o m a t e m á t i c o  s i n  r e f e r e n t e s ,  p o r q u e e l  f o r m a l i s m o n i

s i q u i e r a  p o d í a  t e n e r  é x i t o  s e g ú n  s u s  p r o p i a s  r e g l a s .

L a s  r e s p u e s t a s m á s  c o h e r e n t e s  y  e x i t o s a s  a  l a s  p a r a d o j a s  d e  t i p o  C V  v i e n e n

d e  d e n t r o  d e  l a  m i s m a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s  ( l a  c u a l ,  h a c i a  1 9 0 0 ,  e s  u n  c a m p o

e n p l e n a e b u l l i c i ó n  t a n t o e n  l a s m a t e m á t i c a s c o m o e n  l a  l ó g i c a , g r a c i a s a

a d i v i n e  q u i é n ) ,  y  s o n  e n c a b e z a d a s  p o r  e l  s e g u i d o r  y  s i s t e m a t i z a d o r  n º  1  d e

C a n t o r , e l p r o f e s o r Z e r m e l o .
372

 U n r e s u l t a d o d e d i c h a s r e s p u e s t a s e s l a

s e p a r a c i ó n d e  l a t e o r í a d e c o n j u n t o s a b s t r a c t a e n d o s s u b t i p o s ,  l a t e o r í a

i n f o r m a l d e c o n j u n t o s y  l a  t e o r í a a x i o m á t i c a d e c o n j u n t o s . L a T .  I . C . e s

s i m p l e m e n t e  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s  d e  C a n t o r  n o r m a l  c o n  t o d a s  s u s m i s e r i a s

y g r a n d e z a s , i n c l u y e n d o s u s u s c e p t i b i l i d a d a l a s p a r a d o j a s .
373

 L a t e o r í a

a x i o m á t i c a  d e  c o n j u n t o s  e s  u n  i n t e n t o  d e  o b t e n e r  u n a  v e r s i ó n m á s  r i g u r o s a ,

f u n d a c i o n a l m e n t e s e g u r a d e l a t e o r í a d e c o n j u n t o s q u e t e n g a t o d a l a

p o t e n c i a c o n c e p t u a l d e  l a T .  I . C . p e r o o r g a n i z a d a d e  t a l m o d o q u e e v i t e

371 Estos improperios ya deberían estar en un G. E. III a estas alturas. Son términos de lógica, de la teoría de
modelos. Un sistema es completo si y solo si todas y cada una de las proposiciones verdaderas se pueden deducir
como un teorema; es consistente si no incluye ni implica contradicción alguna. Hay también un tercer criterio, antes
brevemente mencionado, llamado decidibilidad, que concierne a si hay un procedimiento/algoritmo para
determinar, para cualquier proposición bien formada del sistema, si es o no verdadera (es decir, si es un teorema).
Los tres criterios están obviamente interconectados, pero también tienen diferencias importantes, y un sistema
formal deductivamente inmaculado se supone que satisface las tres… respecto a lo cual, a grandes rasgos, Gödel
demostró que ningún sistema significativamente potente podía, por lo cual se le conoce como el Príncipe Tenebroso,
y por ello las matemáticas han estado en el aire durante los últimos setenta años.
372 SEI Fechas: 1871-1953. Artículo principal: «Investigaciones de los fundamentos de la teoría de conjuntos»
(1908). Principal colaborador: Abraham Fraenkel, quien es también el primer biógrafo de Cantor.
373 Paradojas de las que ahora muchos matemáticos profesionales no se preocupan demasiado durante su trabajo
del  día  a  día;  no  mucho  más  de  lo  que  nosotros  nos  preocupamos  de  si  el  suelo  se  hundirá  bajo  nuestros  pies
cuando nos levantemos de la cama.
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p a r a d o j a s  g r a v e s .  E l  p r o g r a m a  d e  l a  T .  A .  C .  e s  a l g o  f o r m a l i s t a  e n  e s p í r i t u  y

e u c l i d i a n o : c o n s i s t e e n h a c e r q u e l a t e o r í a d e c o n j u n t o s s e a u n s i s t e m a

f o r m a l  i n d e p e n d i e n t e
374

 c o n  u n  c o n j u n t o  p r o p i o  d e  a x i o m a s  q u e  p r o p o r c i o n e

m á x i m a  c o n s i s t e n c i a  y  c o m p l e t i t u d . C o m o y a  s e h a m e n c i o n a d o e n a l g u n a

p a r t e ,  e l  s i s t e m a  a x i o m á t i c o m á s  c o n o c i d o  s e  l l a m a h a b i t u a l m e n t e Z F S  ( d e

Z e r m e l o ,  F r a e n k e l ,  y S k o l e m ) .  T a m b i é n h a y  e l  s i s t e m a , m á s  r e s t r i c t i v o ,  d e

v o n N e u m a n n - B e r n a y s  ( V N B ) , y a l g u n o s m á s ,  c o n v a r i o s e m b e l l e c i m i e n t o s

m e t a t e ó r i c o s , d i s e ñ a d o s p o r e m i n e n c i a s c o m o T a r s k i , Q u i n e , R a m s e y , y

o t r o s  c o l e g a s .

R e s u l t a q u e  l a  t e o r í a a x i o m á t i c a d e c o n j u n t o s y s u c o r r e s p o n d i e n t e  l ó g i c a

h a n t e n i d o a p l i c a c i o n e s f r u c t í f e r a s e n m u c h o s c a m p o s , c o m o l a t e o r í a

m a t e m á t i c a d e  l a s  f u n c i o n e s  r e a l e s ,  e l  a n á l i s i s  y  l a  t o p o l o g í a ,  l a  g r a m á t i c a

g e n e r a t i v a  y  l o s  e s t u d i o s  s i n t á c t i c o s  e n  l i n g ü í s t i c a ,  y  l a  t e o r í a  d e  l a  d e c i s i ó n ,

a l g o r i t m o s , c i r c u i t e r í a l ó g i c a , p r o b l e m a s d e d e t e n c i ó n / « e s t u d i o s - Ω » ,

i n t e l i g e n c i a a r t i f i c i a l y p r o c e s a m i e n t o c o m b i n a t o r i o e n c i e n c i a s d e l a

c o m p u t a c i ó n .  P o r  l o  t a n t o ,  a  p e s a r  d e  t e n e r  c a d a  v e z m e n o s  e s p a c i o ,  v a l e  l a

p e n a  i n c l u i r  p o r  l o m e n o s  u n  r e s u m e n  r á p i d o  d e  l a  a x i o m a t i z a c i ó n  b á s i c a  d e

l a q u e t o d o s l o s s i s t e m a s p r i n c i p a l e s s o n v a r i a n t e s , c o n e x p l i c a c i o n e s

a j u s t a d a s  y  d i r e c t a m e n t e  r e l e v a n t e s  d o n d e  s e a  n e c e s a r i o ,  y  p o r  s u p u e s t o ,  e n

e s t e p u n t o  t a r d í o ,  t o d a e s t a p a r t e  e s  o m i t i b l e / o j e a b l e  a  s u d i s c r e c i ó n SEI ,

c o m o  s i g u e .

C o n c e p t o  p r i m i t i v o :  l a  r e l a c i ó n  d e  p e r t e n e n c i a ∈ ,  d o n d e  « s ∈  S »  s i g n i f i c a  q u e

e l  o b j e t o  s  e s  u n  m i e m b r o  o  e l e m e n t o  d e l  c o n j u n t o  S .

374 Probablemente más que «independiente» sería mejor decir «conceptualmente anterior a» o «subyacente» a las
matemáticas per se. La idea tras la T. A. C. es que como la teoría de conjuntos es la rama más abstracta y primitiva
de las matemáticas, sirve como fundamento para los conceptos matemáticos más básicos, como «número»,
«función», «orden», etc. Aunque toda la cuestión se complica mucho —particularmente las cuestiones acerca de la
relación de la teoría de conjuntos con la lógica simbólica y sobre cuál es el verdadero fundamento de las
matemáticas— es, sin embargo, cierto que tanto Gottlob Frege como Giuseppe Peano, las dos figuras más
importantes en la fundamentación de la aritmética, definen los números y las operaciones matemáticas básicas en
términos de la teoría de conjuntos.
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Α x .   1 . D o s  c o n j u n t o s  s o n  i g u a l e s  s i  c o n t i e n e n  l o s  m i s m o s  e l e m e n t o s .  ( O b s e r v e

q u e  n o  e s  « s i  y  s o l o  s i … » ;  e s t o  s e  d e b e  a  q u e  l o s  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s  y  s u s

s u b c o n j u n t o s  p r o p i o s  t a m b i é n  p u e d e n  s e r  i g u a l e s ) .

Α x .   2 . S i  a  y  b  s o n  o b j e t o s  o  c o n j u n t o s ,  e n t o n c e s  { a ,  b }  e s  u n  c o n j u n t o .

Α x .   3 . H a y  d o s  v a r i a n t e s  e n  e s t e  c a s o .  1 ª  v a r i a n t e :  P a r a  u n  c o n j u n t o  S  y  u n

« p r e d i c a d o  d e f i n i d o »
375

 P ,  e x i s t e  e l  c o n j u n t o  S p  q u e  c o n t i e n e  s o l o  a q u e l l o s  x

∈ S
376

 q u e t i e n e n l a p r o p i e d a d d e s i g n a d a p o r P . 2 ª v a r i a n t e : E x i s t e u n

c o n j u n t o  S  c o n  l a s  s i g u i e n t e s  c a r a c t e r í s t i c a s :  ( a ) ∅ ∈  S ,  y  ( b )  P a r a  c a d a  x ,  s i

x ∈  S ,  e n t o n c e s  { x } ∈  S .  ( E s t a s  s o n  d o s  v e r s i o n e s  t é c n i c a m e n t e  d i s t i n t a s  d e l

p r i n c i p i o  d e  a b s t r a c c i ó n  l i m i t a d a m e n c i o n a d o  a n t e s .  A m b a s  v e r s i o n e s  h a c e n

d o s c o s a s  i m p o r t a n t e s . E n p r i m e r  l u g a r , e s t a b l e c e r q u e e l c o n j u n t o v a c í o

e x i s t e . E n s e g u n d o l u g a r , d e f i n i r y v a l i d a r e l m é t o d o d e l a t e o r í a d e

c o n j u n t o s  d e  l a  i n d u c c i ó n  t r a n s f i n i t a  y ,  m e d i a n t e  d i c h o m é t o d o ,  e s t a b l e c e r  l a

e x i s t e n c i a  d e  u n  c o n j u n t o  S  i n f i n i t o  n u m e r a b l e  c u y o s  e l e m e n t o s  s o n ∅ ,  {∅ } ,

{ { ∅ } } ,  { { { ∅ } } } ,  …
377

 C o n  l o  c u a l  s i ,  e n  e s t e  c o n j u n t o , ∅  s e  t o m a  c o m o  1  y ,

p a r a  c a d a  x ,  { x }  e s  i g u a l  a  ( x  +  1 ) ,  e n t o n c e s  S  s e  c o n v i e r t e  e n  e l  c o n j u n t o

o r d e n a d o  d e  t o d o s  l o s  e n t e r o s  p o s i t i v o s ;  l o  c u a l  r e s u l t a  s e r m u y  p a r e c i d o  a l

m o d o  e n  q u e  l o s  p o s t u l a d o s  d e  P e a n o
378

 g e n e r a n  l o s  e n t e r o s ) .

375 SEI = o bien una función o algún predicado en lenguaje natural que tenga sentido para todos los elementos de
S (donde «que tenga sentido» significa básicamente que el predicado es algo definitivamente verificable como
cierto o falso para cualquier elemento del conjunto, como «es azul» o «pesa más de 28,7 gramos» en contraste con
«es adorable» o «tiene gusto de pollo»).
376 Usar este símbolo en una frase así, tal cual, es la manera llamativa de decir «elemento de S»
377 Así, un corolario obvio del P. A. I. es: los conjuntos infinitos existen.
378 SEI Este es otro punto donde no está claro exactamente qué lectores sabrán o recordarán lo que se está
omitiendo. Si no está familiarizado con los postulados de Peano y le gustaría estarlo, invierta 45 segundos en lo
siguiente: los postulados de Peano son los cinco axiomas básicos de la teoría de números; permiten deducir toda la
sucesión infinita de los enteros positivos a partir de solo dos conceptos primitivos, que son (a) «es un entero», y
(b) «es sucesor de». En lenguaje natural, los postulados son: (1) 1 es un entero; (2) Si x es un entero, el sucesor
de x es un entero; (3) 1 no es sucesor de ningún entero; (4) Si los sucesores de dos números x e y son iguales,
entonces  x  =  y;  (5)  Si  un  conjunto  E  contiene  1,  y  si,  para  cualquier  entero  x  de  E,  el  sucesor  de  x  está  en  E,
entonces todo entero está en E. Por qué exactamente el postulado (5) es la autoridad axiomática tras la
demostración por inducción matemática es algo que queda claro mediante una formulación alternativa, que sería
más o menos así: (5) Si P es cierta propiedad, y si 1 tiene P, y si cuando un entero x tiene P, el sucesor de x tiene
P, entonces todos los enteros tienen P. (SEI2 Curiosidad gorisiana: Aunque Peano merece un 100% de
reconocimiento por introducir todo tipo de cosas importantes en la teoría de números y en la teoría de conjuntos
(como los símbolos estándar ∈, ∩ y ∪), sus epónimos postulados son un caso claro de los caprichos de la fama
matemática, pues axiomas equivalentes a los postulados (1)-(5) habían aparecido en la obra de Dedekind
Naturaleza y significado de los números por lo menos dos años antes que en la obra de Peano Arithmetices Principia
Nova Methode Expósita)
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Α x .   4 . L a u n i ó n d e u n  c o n j u n t o d e  c o n j u n t o s  e s  t a m b i é n u n  c o n j u n t o .  ( E s t o

s i r v e  c o m o  d e f i n i c i ó n  t é c n i c a  d e  « u n i ó n » ,  a  p a r t i r  d e  l a  c u a l  « i n t e r s e c c i ó n » ,

« p r o d u c t o c a r t e s i a n o » ,
379

 e t c . , s e p u e d e n o b t e n e r m e d i a n t e m a n i p u l a c i ó n

l ó g i c a ;  a l g o  n o m u y  d i s t i n t o  a  d e f i n i r  c o m p l e t a m e n t e  l a  c o n e c t i v a  l ó g i c a  « y »

e n  t é r m i n o s  d e  « n o »  y  « o » ) .

Α x .   5 . E l  f a m o s o a x i o m a d e l  c o n j u n t o  p o t e n c i a : P a r a c u a l q u i e r  c o n j u n t o S ,

e x i s t e  e l  c o n j u n t o  p o t e n c i a  P ( S )  d e  S .  ( A q u í  s e  e s t a b l e c e  l a  j e r a r q u í a  i n f i n i t a

d e  l o s  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s .  R e c u e r d e  d e  §  7 b  y  s i g u i e n t e s  q u e  t o d a  l a  t e o r í a

d e c o n j u n t o s e s  t r i v i a l e n e l  c a s o d e  l o s c o n j u n t o s  f i n i t o s , d o n d e « t r i v i a l »

s i g n i f i c a q u e  s e p u e d e  c o m p r o b a r  l a  v e r a c i d a d d e  c u a l q u i e r p r o p o s i c i ó n d e

t e o r í a d e c o n j u n t o s s i m p l e m e n t e m i r a n d o  l o s e l e m e n t o s d e  l o s c o n j u n t o s

r e l e v a n t e s . T o d a  l a r e l e v a n c i a d e e s t o s a x i o m a s e s t á e n  l a p o s i b i l i d a d d e

d e m o s t r a r  t e o r e m a s  q u e  s e a n  t r a n s - e x p e r i e n c i a l e s ,  1 0 0 %  a b s t r a c t o s :  c o m o

é l  m i s m o ) .

Α x .   6 . E l  f a m o s o  e  i n f a m e  a x i o m a  d e  e l e c c i ó n  ( A .  E . ) .  E n  l a  n o m e n c l a t u r a  d e

l a  t e o r í a d e c o n j u n t o s , e l A . E . e s : « S i S e s u n c o n j u n t o d e c o n j u n t o s n o

v a c í o s  d i s j u n t o s  d o s  a  d o s ,  e l  p r o d u c t o  c a r t e s i a n o  d e  l o s  e l e m e n t o s  d e S
380

e s  n o  v a c í o ;  c a d a  e l e m e n t o  d e  e s t e  p r o d u c t o  c a r t e s i a n o  s e  d e s i g n a  c o m o  u n

c o n j u n t o s e l e c c i ó n d e S ' » ( s e m i e x t r a c t a d o d e E d w a r d s , v . 7 , p á g . 4 2 5 ,

e d i t a d o ) . E n l e n g u a j e n a t u r a l , e s q u e a p a r t i r d e c u a l q u i e r S s e p u e d e

c o n s t r u i r  u n  s u b c o n j u n t o  S '  c o n  a l g u n a  p r o p i e d a d  p a r t i c u l a r  i n c l u s o  s i  n o  s e

p u e d e  e s p e c i f i c a r  u n  p r o c e d i m i e n t o  p a r a  e l e g i r  l o s  e l e m e n t o s  i n d i v i d u a l e s  d e

S ' [ Z e r m e l o p r o p u s o e l a x i o m a d e e l e c c i ó n a p r i n c i p i o s d e l s i g l o X X . E s

379 SEI No nos preocuparemos mucho de los productos cartesianos (P. C.) excepto para decir (1) que son un tipo
específico de unión inter-conjuntos que involucra «pares ordenados», los cuales en sí mismos son toda una saga; y
(2) que los P. C. son un ejemplo del importante principio de preservación de la homogeneidad, en el sentido de que
si dos conjuntos A y B comparten ciertas características especiales, su producto cartesiano (A × B) también tendrá
dichas características (por ejemplo, si A y B son conjuntos de puntos y comparten la característica de ser un
espacio topológico, su P. C. también será un espacio topológico).
380 SEI Aquí «producto cartesiano» específicamente significa (inspiración profunda) «el conjunto de solo aquellos
subconjuntos de la unión de todos los elementos de S tal que cada uno (= cada subconjunto) contiene exactamente
un elemento de cada conjunto de S». Este tipo de cosa es solo para que tenga una muestra del embriagador aroma
de la auténtica T. A. C.



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

285 Preparado por Patricio Barros

d e m a s i a d o  t é c n i c o  p a r a  i n t e n t a r  d e s a r r o l l a r l o  a q u í ,
381

 p e r o  u n a  c o n s e c u e n c i a

i m p o r t a n t e d e l A . E . e s e l p r i n c i p i o d e l b u e n o r d e n , o s e a q u e c u a l q u i e r

s u b c o n j u n t o S ' d e c u a l q u i e r c o n j u n t o S s e p u e d e e l e g i r y d i s p o n e r d e  t a l

m o d o q u e S '  t e n g a u n p r i m e r e l e m e n t o .  Y a h e m o s v i s t o  l a  i m p o r t a n c i a d e

e s t e  p r i n c i p i o  e n  l a s  d e m o s t r a c i o n e s  c o n C 1 - 1 ,  p o r  e j e m p l o ,  l a  p r i m e r í s i m a

a c e r c a  d e  q u e  { T o d o s  l o s  e n t e r o s }  y  { T o d o s  l o s  e n t e r o s  p o s i t i v o s }  t i e n e n  l a

m i s m a  c a r d i n a l i d a d .  E l  p r i n c i p i o  d e l  b u e n  o r d e n  e s  t a m b i é n  c r u c i a l  p a r a  l a s

d e m o s t r a c i o n e s  d e  C a n t o r  d e  q u e  c  > ℵ 0  y  P ( E )  >  E ,  p u e s  l a s  d i v e r s a s  t a b l a s

d e  e s a s  d e m o s t r a c i o n e s  o b v i a m e n t e  d e b í a n  t e n e r  t o d a s  u n  p r i m e r  e l e m e n t o .

P e r o e l a x i o m a d e e l e c c i ó n f u e t a m b i é n t e r r i b l e m e n t e c o n t r o v e r t i d o ( p o r

e j e m p l o , p u e d e u s t e d e n t e n d e r p o r q u é l o s i n t u i c i o n i s t a s y l o s

c o n s t r u c t i v i s t a s  o d i a b a n  l a  i d e a  d e  q u e  s e  p u d i e r a  d e s i g n a r  u n  s u b c o n j u n t o

s i n  n i n g ú n  t i p o  d e  p r o c e d i m i e n t o  p a r a  e l e g i r  s u s  e l e m e n t o s ) ,  y  s e m a n t u v o

c o m o  u n a  d e  l a s  g r a n d e s  p o l é m i c a s  d e  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s  h a s t a  q u e  ( 1 )

K u r t  G ö d e l  e n  1 9 4 0  d e m o s t r ó  l a  c o n s i s t e n c i a  l ó g i c a  d e l  A .  E .  c o n  l o s  d e m á s

a x i o m a s  d e  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s ,  y  l u e g o  ( 2 )  e l  p r o f e s o r  P a u l  C o h e n
382

 e n

1 9 6 3  d e m o s t r ó  l a  i n d e p e n d e n c i a  l ó g i c a  d e l  A .  E .  ( e s  d e c i r ,  l a  c o n s i s t e n c i a  d e

s u n e g a c i ó n ) r e s p e c t o a l o s d e m á s a x i o m a s d e l a t e o r í a d e c o n j u n t o s ,

d e m o s t r a c i o n e s q u e , j u n t a s , s e p u e d e d e c i r q u e r e s o l v i e r o n e l l í o d e l

a x i o m a ] .
383

Α x .   7 . E s t e  s u e l e  c o n o c e r s e  c o m o  e l  a x i o m a  d e  r e g u l a r i d a d  ( A .  R . ) .  T a m b i é n

t i e n e  v a r i a s  v e r s i o n e s .  L a  m á s  s i m p l e  e s  q u e  s i  x  e s  u n  o b j e t o  o  u n  c o n j u n t o ,

x ∉  x .  U n a  f o r m u l a c i ó n m á s  s u b i d a  d e  t o n o  e s :  « T o d o  c o n j u n t o  n o  v a c í o S

c o n t i e n e  u n  e l e m e n t o  x  t a l  q u e  S  y  x  n o  t i e n e n  n i n g ú n  e l e m e n t o  e n  c o m ú n »

381 SEI Cualquier libro decente sobre lógica matemática o teoría de conjuntos incluye un capítulo entero sobre el A.
E. y su relación con otros seductores conceptos como el axioma multiplicativo de Russell, el lema de Zorn, el
principio de tricotomía, el principio maximal de Hausdorff y (no es broma) el lema del elemento máximo de
Teichmüller-Tukey.
382 SEI un americano (!) al cual estamos a punto de ver en acción respecto al tema de la hipótesis del continuo,
justo a continuación.
383 SEI El historial de demostraciones relacionadas con el A. E. es —sorpresa— una muy larga historia; lo
importante queda resumido en el siguiente extracto de la obra de Mendelson de 1979 Introduction to Mathematical
Logic (y donde la segunda frase es de un tono muy acalorado para tratarse de un lógico): «El estatus del axioma de
elección se ha hecho menos controvertido en años recientes. Para la mayoría de los matemáticos parece bastante
plausible y tiene tantas aplicaciones importantes en prácticamente todas las ramas de las matemáticas que no
aceptarlo parecería restringir deliberadamente la actividad práctica del matemático (Mendelson, pág. 213)».
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( s e m i e x t r a c t a d o d e E d w a r d s , v . 7 , p á g . 4 2 6 , e d i t a d o ) .
384

 ( E l a x i o m a d e

r e g u l a r i d a d  d e  a l g ú n m o d o  e n c i e r r a  l a s  o b j e c i o n e s  d e  P o i n c a r é  y  R u s s e l l  a  l a

a u t o r r e f e r e n c i a ,  o  e n  t o d o  c a s o  e s  e s t e  a x i o m a  e l  q u e  e l i m i n a  l a  a n t i n o m i a

d e R u s s e l l . T a m b i é n e v i t a f o r m u l a c i o n e s c o m o « e l c o n j u n t o d e t o d o s l o s

c o n j u n t o s » y « e l c o n j u n t o d e  t o d o s  l o s n ú m e r o s o r d i n a l e s » y a s í e v i t a  l a

p a r a d o j a d e C a n t o r y  l a p a r a d o j a , q u e  e x p l i c a r e m o s e n s e g u i d a , d e B u r a l i -

F o r t i .  O b s e r v e  q u e  t a m b i é n  r e c h a z a  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e  C a n t o r ,  b a s a d a  e n  φ ,

d e  q u e  P ( A )  >  A  e n  §  7 e .  E s t e  e s  e l  m o t i v o  d e  q u e  e x i s t a ,  s e p a r a d a m e n t e ,  e l

a x i o m a d e l c o n j u n t o p o t e n c i a q u e h e m o s v i s t o a n t e s , d e l c u a l s e p u e d e

d e d u c i r P ( A ) > A s i n n i n g ú n  t i p o d e d e m o s t r a c i ó n q u e v i o l e e l a x i o m a d e

r e g u l a r i d a d .  P e r o ,  p o r  f a v o r ,  s e p a  q u e  i n c l u s o  c o n  e l  A .  R . ,  a x i o m á t i c a s  c o m o

l a d e Z F S a ú n p u e d e n e s t a r s u j e t a s a c i e r t a s p a r a d o j a s d e l a t e o r í a d e

m o d e l o s ,
385

 d e m o d o  q u e  a h o r a ,  d i g a m o s  e n  l a s  c e r c a n í a s  d e l  a ñ o  2 0 0 0 ,  h a y

t o d a  u n a  j e r a r q u í a  d e  a x i o m a t i z a c i o n e s  d e  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s ,  c a d a  u n a

c o n s u p r o p i a i n m u n i d a d e s p e c i a l a l a s p a r a d o j a s , c o n o c i d a e n t r e l o s

e s p e c i a l i s t a s  c o m o  f u e r z a  d e  c o n s i s t e n c i a .  S i  e s t á  i n t e r e s a d o — y  p o r q u e  p o r

l o m e n o s  s u s  n o m b r e s  s o n  d i v e r t i d o s — ,  l o s  s i s t e m a s  p r i n c i p a l e s  d e  h o y ,  e n

o r d e n c r e c i e n t e d e f u e r z a d e c o n s i s t e n c i a , s o n :  l o s p o s t u l a d o s d e P e a n o ,

a n a l í t i c o , Z F S , M a h l o , V N B , q u i n i a n o , d é b i l m e n t e c o m p a c t o , h i p e r - M a h l o ,

i n e f a b l e ,  R a m s e y ,  s u p e r c o m p a c t o ,  y  n - e n o r m e ) .

Fin de § 7f s.-1.

§ 7g.

384 SEI Si quiere ver el axioma de regularidad simbólicamente desnudo al 100%, es (∀S)[(S ≠ ∅ → (∃x)((x ∈ S) &
(x ∩ S = ∅))], en el cual los únicos símbolos no familiares podrían ser los cuantificadores del cálculo de predicados
«∀S»  (que  significa  «Para  todo  S…»)  y  «∃x»  (que  significa  «Existe  por  lo  menos  un  x  tal  que…»;  donde  el
significado de «existe» es matemático/teórico-conjuntista [donde, claro está, se supone que este tipo de existencia
es distinto de otro(s) tipo(s)]) (extractado de Mendelson, pág. 213, con modificaciones menores en el simbolismo).
385 Estas tienen que ver principalmente con cuantas interpretaciones válidas diferentes puede tener un sistema de
axiomas (siendo modelo el término elegante para designar una interpretación específica de qué representan en
realidad las fórmulas y los símbolos abstractos). Resulta que la mayoría de los axiomáticas razonablemente
completas tienen ∞ modelos válidos —a veces incluso un ∞ no numerable—, lo cual implica enormes dolores de
cabeza, pues sistemas como ZFS o los postulados de Peano se han elaborado pensando en modelos bastante
específicos, y no es difícil ver que, con un ∞ real de posibles modelos, algunos van a contradecir los que se
buscaban.
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S i n  d u d a  h a b r á  n o t a d o  q u e  h a c e  u n  b u e n  r a t o  q u e  G e o r g  C a n t o r  m ê m e  n o  h a

s i d o m e n c i o n a d o y q u i z á s e h a y a p r e g u n t a d o d ó n d e e s t á e n t o d a l a

t u r b u l e n c i a  f u n d a c i o n a l  d e  § 7 f .  L a s  p r o f i l a x i s  d e  P o i n c a r é  y  d e R u s s e l l ,  l a s

a x i o m a t i z a c i o n e s d e Z e r m e l o , e t c . , s o n t o d a s d e p r i n c i p i o s d e l s i g l o X X ,

t i e m p o e n e l c u a l C a n t o r y a h a r e a l i z a d o s u s m e j o r e s t r a b a j o s y c a s i h a

a b a n d o n a d o  l a s m a t e m á t i c a s  e n  f a v o r  d e  l a s  p r e o c u p a c i o n e s  o b s e s i v a s  q u e

c o n s u m i e r o n  s u s  ú l t i m o s  a ñ o s .
386

 T a m b i é n  e s  e n  e s t a  é p o c a  c u a n d o  e n t r a  y

s a l e  d e h o s p i t a l e s  c o n t i n u a m e n t e .  L a d o l o r o s a  i r o n í a  e s q u e  e s  j u s t a m e n t e

c u a n d o  l a o b r a d e C a n t o r e s t á g a n a n d o a m p l i a a c e p t a c i ó n y  l a  t e o r í a d e

c o n j u n t o s e s t á f l o r e c i e n d o e n l a s m a t e m á t i c a s y l a l ó g i c a , c u a n d o s u

e n f e r m e d a d  s e  p o n e  r e a l m e n t e  f e a ,  y  h a y  t o d o  t i p o  d e  c o n g r e s o s  e s p e c i a l e s

y e n t r e g a s d e p r e m i o s a  l a s q u e n o p u e d e a s i s t i r p o r q u e e s t á d e m a s i a d o

i n d i s p u e s t o .

M á s d i r e c t a m e n t e  r e l e v a n t e e s q u e  i n c l u s o  c u a n d o C a n t o r  s e e n c o n t r ó p o r

p r i m e r a  v e z  c o n  s u s  p a r a d o j a s  e n  l a  d é c a d a  ( p r o b a b l e m e n t e )  d e  1 8 8 0 ,  n o  s e

p r e o c u p ó  d e m a s i a d o  a c e r c a  d e  e l l a s ,  o  m á s  b i e n  n o  p o d í a ,  p o r q u e  t e n í a  o t r o s

p r o b l e m a s m á s  a p r e m i a n t e s . D e m a t e m á t i c a s . U n o  d e  l o s m á s  i m p o r t a n t e s

e s  l o q u e a h o r a s e c o n o c e c o m o  l a h i p ó t e s i s d e l c o n t i n u o .
387

 L a H . C . s e

c a r a c t e r i z a d e t o d a c l a s e d e f o r m a s — « ¿ E s l a p o t e n c i a d e l c o n t i n u o

e q u i v a l e n t e a l a d e l a s e g u n d a c l a s e d e n ú m e r o s ? » ; « ¿ S o n l o s n ú m e r o s

r e a l e s e l  c o n j u n t o p o t e n c i a d e  l o s n ú m e r o s  r a c i o n a l e s ? » ; « ¿ E s  c  l o m i s m o

q u e  2
ℵ0 ? » ;  « E s  c  = ℵ1 ? » —  p e r o  t o d a s  p o n e n  e l  d e d o  e n  l a  l l a g a .  C a n t o r  y a  h a

d e m o s t r a d o q u e h a y u n a  j e r a r q u í a  i n f i n i t a d e  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s ,  a s í  c o m o

s u s c o n j u n t o s p o t e n c i a , y h a d e m o s t r a d o q u e P ( A ) = 2
A

y 2
A

> A s o n

t e o r e m a s  p a r a  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s .  P e r o  t o d a v í a  n o  h a  d e m o s t r a d o  c ó m o  s e

r e l a c i o n a n  e x a c t a m e n t e  e s o s  d i s t i n t o s  r e s u l t a d o s .  L a  c u e s t i ó n  c e n t r a l  e s  s i  l o

d e 2
A

> A c o n s t i t u y e u n a l e y e x h a u s t i v a a c e r c a d e c ó m o s e d i s p o n e l a

386 SEI Las dos principales eran la paternidad real (biológica) de Jesús, y si fue Bacon el verdadero autor de las
obras atribuidas a Shakespeare. No se necesita mucha psicología: se trata de obsesiones acerca de hechos
incomprobables y que comportan descrédito. Dada la hostilidad y la desconfianza que tuvo que soportar Cantor en
su vida profesional, que se centrara en tales obsesiones parece comprensible y, a la vez, triste.
387 SEI En algunos textos se llama a esto el problema del continuo.



Todo y más www.librosmaravillosos.com Davis Foster Wallace

288 Preparado por Patricio Barros

j e r a r q u í a  t r a n s f i n i t a — e s  d e c i r ,  s i  p a r a  c a d a  c o n j u n t o  i n f i n i t o  A  e l  s i g u i e n t e

c o n j u n t o m a y o r e s s i e m p r e 2
A

, s i n ∞  i n t e r m e d i o s e n t r e e l l o s — y , p o r  l o

t a n t o ,  s i  e s t e  p r o c e s o  d e — e x p o n e n c i a c i ó n  b i n a r i a —  e s  l a  m a n e r a  d e  i r  d e  u n

c o n j u n t o  i n f i n i t o  a l  s i g u i e n t e ,  d e l m i s m o m o d o  e n  q u e  l a  s u m a  p e r m i t e  i r  d e

u n  n ú m e r o  e n t e r o  a l  s i g u i e n t e .  U n  s í  a  e s t a  l a r g a  p r e g u n t a  e s  l a  h i p ó t e s i s  d e l

c o n t i n u o .  L o  q u e  s e  c o n s i d e r a  a h o r a  c o m o  l a  f o r m a  g e n e r a l  d e  l a  H .  C .  e s  2
ℵn

= ℵn+1 ,
388

 p e r o  l a  v e r s i ó n  o r i g i n a l  d e  C a n t o r  e s m á s  e s p e c í f i c a .  S a b e m o s  q u e

h a  d e m o s t r a d o  l a  e x i s t e n c i a  y  c u á l e s  s o n  l a s  c a r d i n a l i d a d e s  d e  d o s  c o n j u n t o s

i n f i n i t o s d i s t i n t o s , c o n c r e t a m e n t e e l c o n j u n t o d e t o d o s l o s

e n t e r o s / r a c i o n a l e s / a l g e b r a i c o s  ( = ℵ0 )  y  e l  d e  t o d o s  l o s  r e a l e s / t r a s c e n d e n t e s ,

e q u i v a l e n t e t a m b i é n a l o s i n t e r v a l o s y e s p a c i o s c o n t i n u o s ( = c ) ; y h a

d e m o s t r a d o  q u e  c > ℵ0 .  S u  p r o p i a  h i p ó t e s i s  d e l  c o n t i n u o  e s  q u e  c =  2
ℵ0 ,  e s

d e c i r ,  q u e  c  e s  e n  r e a l i d a d ℵ1 ,  e l  c o n j u n t o  i n f i n i t o  q u e  s i g u e  i n m e d i a t a m e n t e

a ℵ0 ,  s i n  n a d a  e n  m e d i o .
389

L o s  i n t e n t o s  d e  C a n t o r  d e  d e m o s t r a r  l a  H .  C .  s e  p r o d u j e r o n  a  l o  l a r g o  d e  l a s

d é c a d a s d e 1 8 8 0 y 1 8 9 0 , y h a y a l g u n a s c o n m o v e d o r a s c a r t a s e n  l a s q u e

a n u n c i a b a  c o n  e x c i t a c i ó n  a  D e d e k i n d  u n a  d e m o s t r a c i ó n  y  e n t o n c e s  u n  p a r  d e

d í a s m á s t a r d e d e s c u b r í a u n e r r o r y t e n í a q u e e c h a r s e a t r á s . N u n c a l a

d e m o s t r ó n i d e m o s t r ó q u e f u e r a f a l s a , y a l g u n o s h i s t o r i a d o r e s d e l a

t e n d e n c i a  p o p  p i e n s a n  q u e  l a  H .  C .  e s  l o  q u e  r e a l m e n t e  d e s q u i c i ó  a  C a n t o r .

M a t e m á t i c a m e n t e  h a b l a n d o ,  l a  v e r d a d  a c e r c a  d e  l a  h i p ó t e s i s  d e l  c o n t i n u o  e s

m á s c o m p l i c a d a d e l o q u e l o s e s c r i t o r e s p o p d e j a n t r a s l u c i r , p o r q u e e n

r e a l i d a d C a n t o r  l l e g a a  l o s d i v e r s o s p r o b l e m a s d e  l a H . C . a  t r a v é s d e s u

t r a b a j o  s o b r e  n ú m e r o s  o r d i n a l e s ,  c u y a s  r e l a c i o n e s  s o n m á s  o m e n o s  c o m o  l a

d e « R =  ( P ' ,  P ' ' ,  P ' ' ' , … ) » e n § 7 b ,  y  q u e ,  a p e s a r d e n u e s t r a s m e j o r e s

388 Los matemáticos que lo llaman el problema del continuo enuncian la forma general como: «¿Existe un conjunto
con una cardinalidad más alta  que la  de ℵn pero más baja  que la  de P(ℵn)?» (semiextractado de Edwards, v. 2,
pág. 208).
389 SEI Es  el  hecho  de  que  Cantor  se  centrara  específicamente  en  c  lo  que  le  dio  este  nombre  a  la  hipótesis  del
continuo.
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i n t e n c i o n e s ,  a h o r a  t e n e m o s  q u e  e s q u e m a t i z a r  m u y  b r e v e m e n t e .
390

 E n  p r i m e r

l u g a r ,  p a r a  a h o r r a r  t i e m p o ,  p o r  f a v o r  r e c u e r d e  o  r e l e a  l a  n o t a  7 8  d e  §  5 e ( 1 )

y s u m a n u a l b á s i c o s o b r e e n t e r o s o r d i n a l e s y c a r d i n a l e s . A h o r a e s t a m o s

i n t e r e s a d o s  e n  l o s  n ú m e r o s  o r d i n a l e s  e n  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s ,  q u e  s o n  u n

p o c o  d i f e r e n t e s ,  e  i n v o l u c r a n  e l  c o n c e p t o  d e  t i p o s  d e  o r d e n  d e  l o s  c o n j u n t o s .

E x p l i c a c i ó n s i m p l e : s a b e m o s q u e s i  l o s c o n j u n t o s A y B t i e n e n e l m i s m o

n ú m e r o  c a r d i n a l ,  s e  p u e d e n  p o n e r  e n  C 1 - 1 .  S i  e s t a  C 1 - 1  s e  p u e d e  h a c e r  d e

t a l m o d o q u e e l o r d e n d e l o s e l e m e n t o s d e A y B q u e d e s i n m o d i f i c a r ,

e n t o n c e s  A  y  B  s o n  d e l m i s m o  t i p o  d e  o r d e n .  ( U n  e j e m p l o  s e n c i l l o  y  d i r e c t o

d e d o s  c o n j u n t o s  c o n  l a m i s m a  c a r d i n a l i d a d  p e r o  d i f e r e n t e s  t i p o s  d e  o r d e n

e r a  { T o d o s  l o s  e n t e r o s  p o s i t i v o s  y  T o d o s  l o s  e n t e r o s }  e n  §  7 c .  R e c u e r d e  q u e

t u v i m o s q u e a p a ñ a r e l o r d e n d e e s t e ú l t i m o p a r a q u e t u v i e r a u n p r i m e r

e l e m e n t o  q u e  s e  p u d i e r a  e m p a r e j a r  c o n  e l  1  d e  l o s  e n t e r o s  p o s i t i v o s ) .

P u e d e  v e r  p o r  q u é  e s t o  v a  a  s e r m á s  c o m p l i c a d o  q u e  l o s  c a r d i n a l e s :  a h o r a

n o s  p r e o c u p a m o s  n o  s o l o  d e  l a  c a n t i d a d  d e  e l e m e n t o s  d e  u n  c o n j u n t o ,  s i n o

t a m b i é n d e s u d i s p o s i c i ó n . O m á s b i e n d i s p o s i c i o n e s , p o r q u e  l a s p o s i b l e s

p e r m u t a c i o n e s d e d i c h a s d i s p o s i c i o n e s s o n b u e n a p a r t e d e l m e o l l o d e l a

t e o r í a  d e  o r d i n a l e s .  M e o l l o  a l  q u e  v a m o s  a  e c h a r  u n  v i s t a z o ,  a u n q u e  d e b e r í a

u s t e d t e n e r e n c u e n t a q u e h a y g r a n c a n t i d a d d e t é r m i n o s t é c n i c o s y

d i s t i n c i o n e s — « o r d e n a d o » , « b i e n o r d e n a d o » , « p a r c i a l m e n t e o r d e n a d o » ,

« d e n s o p o r d o q u i e r » , « n ú m e r o d e  r e l a c i ó n » , « t e o r e m a d e n u m e r a c i ó n » , y

a s í s u c e s i v a m e n t e — d e l a s q u e v a m o s a i g n o r a r l a m a y o r í a .
391

 A l g u n o s

h e c h o s b á s i c o s : p a r a c o n j u n t o s f i n i t o s , c a r d i n a l i d a d = t i p o d e o r d e n ; e s

d e c i r ,  d o s  c o n j u n t o s  f i n i t o s  c o n  e l  m i s m o  n ú m e r o  c a r d i n a l  t e n d r á n  d e  m a n e r a

a u t o m á t i c a  e l m i s m o  t i p o  d e  o r d e n .  E s t o  s e  d e b e  a  q u e  h a y  e x a c t a m e n t e  u n

t i p o d e o r d e n p a r a  t o d o s  l o s c o n j u n t o s d e u n e l e m e n t o , u n  t i p o d e o r d e n

390 SEI N. B. Tenga en cuenta que lo que viene ahora es, incluso para nuestro rasero, un resumen deplorablemente
simplificado de la teoría de los ordinales de Cantor —una teoría que es incluso más compleja y ramificatoria que la
de los números cardinales— y la única razón por la que pasamos el dedo siquiera es que aún sería más deplorable
pretender que la H. C. solo tiene que ver con la jerarquía de los cardinales transfinitos.
391 SEI La teoría horripilantemente técnica de Cantor acerca de los ordinales y los tipos de orden de los conjuntos
se desarrolla principalmente en dos artículos: «Principios de una teoría de los tipos de orden» (1885) y
«Contribuciones a la fundamentación de la teoría de los números transfinitos» (1895).
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p a r a t o d o s l o s c o n j u n t o s d e d o s e l e m e n t o s , y a s í s u c e s i v a m e n t e .
392

 E l

n ú m e r o  t o t a l  d e  p o s i b l e s  t i p o s  d e  o r d e n  p a r a  c o n j u n t o s  f i n i t o s  e s ,  d e  h e c h o ,

l o  m i s m o  q u e  e l  n ú m e r o  c a r d i n a l  d e l  c o n j u n t o  d e  l o s  e n t e r o s  p o s i t i v o s ,  o  s e a ,

ℵ0 .  P e r o  c o n  l o s  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s ,  l o s  t i p o s  d e  o r d e n  s e  c o m p l i c a n .  L o  c u a l

n o d e b e r í a s o r p r e n d e r n o s . T ó m e s e e l r e c i é n m e n c i o n a d o c o n j u n t o  i n f i n i t o

n u m e r a b l e d e  t o d o s  l o s  e n t e r o s p o s i t i v o s : { 1 , 2 ,  3 , 4 , … }  t i e n e m á s d e u n

t i p o  d e  o r d e n .  E s t o  n o  s i g n i f i c a  s o l o  i n t e r c a m b i a r  a l g u n a s  t i r a s  d e  n ú m e r o s

e n  l a  s u c e s i ó n  i n f i n i t a ,  p u e s  e l  c o n j u n t o  t o d a v í a  s e  p o d r á  p o n e r  e n  C 1 - 1  c o n

e l  c o n j u n t o  o r i g i n a l  d e  l o s  e n t e r o s  p o s i t i v o s ,  i n c l u s o  s i  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  e s

a l g o  p a r e c i d o  a

P e r o  s i  t o m a u s t e d u n o d e  l o s e l e m e n t o s d e l  c o n j u n t o d e  l o s e n t e r o s y  l o

p o n e  e n  ú l t i m o  l u g a r ,  c o m o  e n  { 1 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ,  7 , … ,  2 } ,  a h o r a  t i e n e  u n  t i p o  d e

o r d e n t o t a l m e n t e d i f e r e n t e . E l c o n j u n t o { 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , … , 2 } y a n o s e

p u e d e p o n e r e n C 1 - 1 c o n u n c o n j u n t o ℵ0 n o r m a l m e n t e o r d e n a d o q u e n o

t i e n e  ú l t i m o  e l e m e n t o  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  n o  l e  d a  n i n g ú n m o d o  d e  l l e g a r  a  n a d a

q u e  s e  p u e d a  e m p a r e j a r  c o n  e l  2 .  A d e m á s ,  o b s e r v e  q u e  e n  e l  n u e v o  t i p o  d e

o r d e n , 2 s e c o n v i e r t e e n u n n ú m e r o o r d i n a l d i f e r e n t e : y a n o e s e l 2 º

e l e m e n t o  d e  u n  c o n j u n t o  s i n o  a h o r a m á s  b i e n  e l  ú l t i m o  e l e m e n t o ,  y  n o  t i e n e

n i n g ú n n ú m e r o e n c o n c r e t o i n m e d i a t a m e n t e a n t e s q u e é l . D e a q u í l a

d e f i n i c i ó n d e n ú m e r o o r d i n a l : e s u n n ú m e r o q u e  i d e n t i f i c a d ó n d e a p a r e c e

c i e r t o  e l e m e n t o  d e  u n  c o n j u n t o  e n  c i e r t o  t i p o  d e  o r d e n .
393

392  La razón por la que esto podría resultar confuso al principio es la misma por la que la frase de nuestra
explicación inicial «de tal modo que el orden de los elementos de A y B permanezca inalterado» era simplista: el
tipo de orden no es lo mismo que mera ordenación, {a, b} y {b, a} tienen el mismo tipo de orden, por ejemplo.
393 SEI Otra metáfora a medida del doctor Goris era que los números cardinales eran como los personajes en una
de las obras de teatro de la escuela y los números ordinales eran los lugares que tenían que ocupar en una escena.
Algo así como el guión de la obra por un lado, y sus acotaciones por otro.
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E n  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s  c a n t o r i a n a  h a y  d o s  r e g l a s  p r i n c i p a l e s  p a r a  g e n e r a r

n ú m e r o s  o r d i n a l e s ,  ( 1 ) D a d o  c u a l q u i e r  n ú m e r o  o r d i n a l  n ,  s i e m p r e  s e  p u e d e

o b t e n e r  e l  s i g u i e n t e  o r d i n a l ,  q u e  e s  n  +  1 .  ( 2 )  D a d o  c u a l q u i e r  c o n j u n t o  N  d e

n  o r d i n a l e s  o r d e n a d o  e n  s u c e s i ó n  c r e c i e n t e  ( p o r  e j e m p l o ,  e l  c o n j u n t o  d e  l o s

e n t e r o s p o s i t i v o s ) ,  s i e m p r e  s e p u e d e o b t e n e r u n ú l t i m o o r d i n a l m a y o r q u e

t o d o s  l o s  d e m á s  n .  E s t e  o r d i n a l  f i n a l  t é c n i c a m e n t e  f u n c i o n a  c o m o  e l  l í m i t e  d e

l a s u c e s i ó n d e N y s e p u e d e e x p r e s a r c o m o « L i m ( N ) » .
394

 E s a s r e g l a s n o

t i e n e n m a l a s p e c t o , p e r o l a s c o s a s e m p i e z a n a c o m p l i c a r s e c u a n d o

c o n s i d e r a m o s n o s o l o c o n j u n t o s d e n ú m e r o s o r d i n a l e s , s i n o n ú m e r o s

o r d i n a l e s  c o m o  c o n j u n t o s ,  l o  c u a l  p o d e m o s  h a c e r  p o r q u e  u n  p r i n c i p i o  b á s i c o

d e  l a  t e o r í a d e c o n j u n t o s e s q u e  t o d o s  l o s e n t e s m a t e m á t i c o s s e p u e d e n

r e p r e s e n t a r  c o m o c o n j u n t o s  ( p o r  e j e m p l o ,  e l  c a r d i n a l  t r a n s f i n i t o «ℵ0 »  e s  e l

c o n j u n t o d e n ú m e r o s c a r d i n a l e s { 1 , 2 , 3 , 4 , … } ; a d e m á s , r e c u e r d e l a

o b s e r v a c i ó n a n t e  r e m e n § 2 a d e q u e « 5 » e s  l i t e r a l m e n t e e l  c o n j u n t o d e

t o d o s l o s q u í n t u p l o s ) . P e r o a s í , e n t o n c e s , u n n ú m e r o o r d i n a l n , ¿ q u é

c o n j u n t o e s ? L a r e s p u e s t a e s  l a  t e r c e r a g r a n r e g l a d e C a n t o r : p a r a c a d a

o r d i n a l  n ,  n  =  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  o r d i n a l e s m e n o r e s  q u e  n ;  e s  d e c i r ,  n

s e  i d e n t i f i c a  s i m p l e m e n t e  c o n  e l  c o n j u n t o  d e  o r d i n a l e s  d e l  c u a l  e s  e l  l í m i t e .
395

O , e n t é r m i n o s f o r m a l e s ,
396 n = (∀x )x  < n ) . S e p u e d e g e n e r a r t o d a l a

s e c u e n c i a d e l o s e n t e r o s n o r m a l e s ( y a s e a c o m o c a r d i n a l e s o c o m o

o r d i n a l e s )  d e  e s t e m o d o :  0 =  (∀ x ) x <  0 } = ∅ ;  1 =  (∀ x ) x <  1 } =  { 0 } ;  2 =

(∀ x ) x < 2 } = { 0 , 1 } ; y a s í s u c e s i v a m e n t e . E l n ú m e r o o r d i n a l d e t o d o e l

c o n j u n t o  i n f i n i t o n u m e r a b l e { 0 , 1 , 2 ,  3 , 4 , … } e s s i m b o l i z a d o p o r o m e g a

m i n ú s c u l a ,  ω .  E s t e  o r d i n a l  t r a n s f i n i t o  e s  e l  l í m i t e  d e  l a  s u c e s i ó n  d e  e l e m e n t o s

394 SEI Podemos ver aquí algunas claras afinidades con la teoría de Cantor sobre los irracionales como límites de
sucesiones de números (en § 6e). Esta teoría anterior fue, en ciertos sentidos, el origen de su trabajo sobre los
ordinales.
395 SEI La todavía sin definir paradoja de Burali-Forti sale directamente de esta definición. Considérese el conjunto
de todos los números ordinales. Todos ellos. Ahora considere el número ordinal de este mismo conjunto, el cual por
definición será mayor que cualquier ordinal en el conjunto; solo que este conjunto se ha definido como uno que
contiene todos los ordinales. O sea, que de uno u otro modo hay una contradicción. Esta es muy fea, y es el
verdadero motivo «profiláctico» que hay tras el axioma de regularidad.
396 Pero véase la nota 102 de § 7f respecto a lo que significa el inminente «∀x», lo cual en retrospectiva significa
que la nota 102 no se debería haber clasificado como SEI.
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d e l  c o n j u n t o ;  e s  d e c i r ,  e s  e l  m á s  p e q u e ñ o  d e  l o s  n ú m e r o s  m a y o r e s  q u e  t o d o s

l o s e n t e r o s f i n i t o s . O t r a m a n e r a , m á s c o m ú n , d e d e s c r i b i r ω e s c o m o e l

n ú m e r o  o r d i n a l  d e  a q u e l  c o n j u n t o  d e l  c u a l ℵ0  e s  e l  n ú m e r o  c a r d i n a l .
397

Interpolación SEI

P o r  d u r o  q u e  p u d i e r a  p a r e c e r  e l  ú l t i m o  p á r r a f o ,  c a s i  t o d o  l o  q u e  v a m á s  l e j o s

e n  l a t e o r í a d e o r d i n a l e s e s t a n b r u t a l m e n t e a b s t r u s o y t é c n i c o q u e s o l o

p o d e m o s  h a c e r  a l g u n a s  o b s e r v a c i o n e s  g e n e r a l e s .  U n a  e s  q u e  l a  a r i t m é t i c a  d e

l o s  o r d i n a l e s  t r a n s f i n i t o s  e s  d i s t i n t a  a  l a  d e  l o s  c a r d i n a l e s  t r a n s f i n i t o s ,  p e r o

n o m e n o s  e x t r a ñ a ;  p o r  e j e m p l o  ( 1  +  ω )  =  ω ,  p e r o  ( ω  +  1 )  >  ω ,  y a  q u e  p o r

d e f i n i c i ó n  ( ω +  1 )  e s  e l  o r d i n a l  i n m e d i a t a m e n t e  p o s t e r i o r  a ω .  O t r a  e s  q u e ,

c o m o  e n  e l  c a s o  d e  l o s ℵ  c a r d i n a l e s ,  s e  p u e d e  g e n e r a r  u n a  j e r a r q u í a  i n f i n i t a

d e  o r d i n a l e s  t r a n s f i n i t o s  d e  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s  d e  o r d i n a l e s  ( p u e d e  q u e  u s t e d

q u i e r a  l e e r  e s t a  ú l t i m a  f r a s e  o t r a  v e z ) ,  a u n q u e  e n  e s t e  c a s o  e s  u n  p r o c e s o

m u y d i f e r e n t e a l o d e 2
ℵn = ℵn+1 . L a j e r a r q u í a t r a n s f i n i t a - o r d i n a l e s t á

a s o c i a d a  c o n  e n t e s  a b s t r a c t o s  l l a m a d o s  n ú m e r o s  é p s i l o n  y  c o n  u n a  o p e r a c i ó n

a r i t m é t i c a  l l a m a d a  t e t r a c i ó n . N o h a b l a r e m o s d e  l o s p r i m e r o s e x c e p t o p a r a

d e c i r  q u e  e s e n c i a l m e n t e  s o n  u n a  c l a s e  d e  n ú m e r o s  t a l e s  q u e ω
ε

=  ε .
398

 P e r o

l a  t e t r a c i ó n e s m á s s i m p l e , y p u e d e q u e y a e s t é  f a m i l i a r i z a d o c o n e l l a s i

e s t u d i ó m u c h a s m a t e m á t i c a s e n p r i m e r o s c u r s o s d e c a r r e r a o t u v o

a s i g n a t u r a s c o m o t e o r í a d e c u e r p o s o c o m b i n a t o r i a . B á s i c a m e n t e e s u n a

e x p o n e n c i a c i ó n d e l i r a n t e . L a 4 ª t e t r a c i ó n d e 3 s e e x p r e s a c o m o «
4

3 » y

397 DEFINITIVAMENTE SEI No estoy seguro de que sea muy inteligente mencionar esto, pero por lo menos algunas
veces Cantor usó «ℵ0» para designar el primer ordinal transfinito y «ω» para designar el primer cardinal transfinito.
La verdad estricta es que fue en realidad el conjunto de todos los ordinales finitos (que es lo que él realmente
llamaba la «primera clase numérica») lo que Cantor usó para obtener el primer cardinal transfinito, cosa que hizo
básicamente porque en su teoría los números cardinales también eran definibles como ordinales límite, concepto
que no vamos a discutir porque requiere un grado de detalle teórico-conjuntista sobre las relaciones entre números
cardinales y ordinales para el que este librito no está equipado. Estamos usando lo que ha llegado a ser
actualmente el simbolismo estándar, o sea «ℵ»s para los cardinales transfinitos y «ω» para los ordinales
transfinitos; el razonamiento para justificarlo es que este simbolismo es el que tiene más posibilidades de resultar
familiar por lo menos a algunos lectores. (N. B. Tenga en cuenta que todas las matemáticas cantorianas con todos
sus intríngulis y sin rebajar excrecencias están disponibles en varios excelentes libros técnicos, incluyendo las antes
mencionadas Georg Cantor, de Dauben, Theory of Sets, de Abian, y The Continuum and Other Types of Serial
Order, with an Introduction to Cantor’s Transfinite Numbers de Huntington —véase la Bibliografía—).
398 SEI y que están relacionados con las épsilons weierstrassianas de § 5e solo en el sentido de que son creadas por
una definición de tipo «existe… tal que» similar; por ejemplo, el primer número ordinal k tal que ωk = k se designa
«épsilon 0» o «ε0».
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s i g n i f i c a 3
333

,  q u e e s = 3
39

,  q u e e s =  3
19.683

,  u n v a l o r  c u y o c á l c u l o p u e d e

u s t e d a c e p t a r c o m o d e s a f í o . L a r e l a c i ó n t é c n i c a e n t r e l a t e t r a c i ó n , l o s

o r d i n a l e s  t r a n s f i n i t o s  y  l o s  n ú m e r o s  é p s i l o n  e s  e l  h e c h o  d e  q u e  ε 0  =
ω

ω ,  q u e

n o e s t a n i m p o r t a n t e . P e r o s i p u e d e u s t e d c o n c e b i r , e n a b s t r a c t o , u n a

p r o g r e s i ó n  c o m o ω ,  ( ( ω + 1 ) ,  ( ω + 2 ) , … ,  ( ω + ω ) ) , ω
2

, ω
ω

,
ω

ω ,
ωω

ω , … ,

e n t o n c e s  p u e d e  u s t e d  h a c e r s e  u n a  i d e a — o  e n  t o d o  c a s o  u n a  « i d e a » —  d e  l a

j e r a r q u í a  y  d e  l a s  i m p e n s a b l e s  a l t u r a s  d e  l o s  n ú m e r o s  o r d i n a l e s  d e  c o n j u n t o s

i n f i n i t o s d e c o n j u n t o s i n f i n i t o s d e o r d i n a l e s d e c o n j u n t o s i n f i n i t o s q u e

i n v o l u c r a  ( s o s p e c h o s o  p a r e c i d o  c o n  R u c k e r ,  I n f i n i t y  a n d  t h e M i n d ,  p á g s .  7 4 -

7 5 ) .  F i n  d e  l a s  o b s e r v a c i o n e s  g e n e r a l e s .

Fin de la interpolación SEI

M u y b i e n , o s e a q u e e l m o d o e s p e c í f i c o e n q u e C a n t o r s e t o p a c o n l a

h i p ó t e s i s  d e l  c o n t i n u o  c o n c i e r n e  a  l o s  o r d i n a l e s  y  l o s  t i p o s  d e  o r d e n .  H e m o s

v i s t o  q u e  h a y m á s  d e  u n  t i p o  d e  o r d e n  p a r a  l o s  c o n j u n t o s  i n f i n i t o s ,  c o m o  e n

e l c a s o d e { 1 , 2 , 3 , 4 , … } y { 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , … , 2 } , n o h a c e m u c h o s

p á r r a f o s . H a y , d e h e c h o , u n a i n f i n i d a d d e t i p o s d e o r d e n d i s t i n t o s p a r a

c u a l q u i e r  c o n j u n t o  i n f i n i t o ,  y  l o  q u e  C a n t o r  d e m u e s t r a
399

 e s  q u e  e l  c o n j u n t o

d e p o s i b l e s t i p o s d e o r d e n p a r a u n c o n j u n t o i n f i n i t o n u m e r a b l e e s , e n

c a m b i o ,  n o  n u m e r a b l e .  E s t o  s i g n i f i c a  q u e h a y u n a m a n e r a m á s  d e  g e n e r a r

u n a j e r a r q u í a i n f i n i t a d e c o n j u n t o s i n f i n i t o s : s i S e s u n c o n j u n t o i n f i n i t o

n u m e r a b l e ,  e n t o n c e s  Z  e s  e l  c o n j u n t o  i n f i n i t o  n o  n u m e r a b l e  d e  p o s i b l e s  t i p o s

d e  o r d e n  d e  S ,  y  Z '  s e r á  e l  c o n j u n t o  d e  p o s i b l e s  t i p o s  d e  o r d e n  d e  Z ,  y … ,  y

a l l á v a m o s . ( E n r e a l i d a d , d e c i r q u e l o s d i s t i n t o s p r o c e s o s p a r a o b t e n e r

j e r a r q u í a s  d e l ∞  s o n  « d i s t i n t o s »  e s  u n  p o c o  e n g a ñ o s o ,  p o r q u e  l a  v e r d a d  e s

q u e e s t á n r e l a c i o n a d o s d e  t o d o  t i p o d e  f o r m a s . L a s m a t e m á t i c a s d e e s a s

r e l a c i o n e s e s t á n m á s a l l á d e l a l c a n c e t é c n i c o d e e s t e l i b r o y n o l a s

t r a t a r e m o s  a q u í ,  p e r o  p u e d e  p o r  l o m e n o s  h a c e r s e  u n a  i d e a  d e  e l l a s  a  p a r t i r

399 SEI en § 15 de la antes mencionada «Contribuciones… números».
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d e  l a d e f i n i c i ó n  t é c n i c a q u e d a C a n t o r  d e l  c o n j u n t o Z  [ t e n i e n d o e n c u e n t a

q u e « c l a s e n u m é r i c a » e n r e a l i d a d s e r e f i e r e a c o n j u n t o s d e o r d i n a l e s ] , a

s a b e r : « L a s e g u n d a c l a s e n u m é r i c a Z ( ℵ0 )  e s  l a  t o t a l i d a d { α } d e  t o d o s  l o s

t i p o s  d e  o r d e n  α  d e  c o n j u n t o s  b i e n  o r d e n a d o s  d e  c a r d i n a l i d a d ℵ0 » )  ( C a n t o r ,

p á g .  4 4 ) .

P e r o n o s e n e c e s i t a p r o f u n d i z a r t a n t o . D e j a n d o f u e r a l o s o r d i n a l e s

t r a n s f i n i t o s c o m o ω , t o d a v í a p o d e m o s v e r u n a m a r c a d a s i m i l i t u d , c o n

s e g u r i d a d  n o  c a s u a l ,  e n t r e :  ( 1 )  c  c o m o  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s

( y  n o  d e  t o d o s  l o s  r a c i o n a l e s ,  q u e  e s ℵ 0 ) ;  ( 2 ) ℵ1  c o m o  c o n j u n t o  p o t e n c i a  d e

ℵ0 ,  e s  d e c i r ,  c o m o  2
ℵ0 ;  ( 3 )  Z  c o m o  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  t i p o s  d e  o r d e n  d e

ℵ0 .  E l  a u t é n t i c o  p r o b l e m a  e s  q u e  C a n t o r  n o  p u e d e  d e m o s t r a r  c i e r t a  r e l a c i ó n

c r u c i a l  e n t r e e s t a s  t r e s  i d e n t i d a d e s . R e c o r d a r á d e h a c e u n p a r d e p á g i n a s

q u e  l a  H .  C .  o r i g i n a l  d e  C a n t o r  e s  q u e  ( 1 )  y  ( 2 )  s o n  l o m i s m o ,  q u e  c  =  2
ℵ 0  =

ℵ1 ,  y  q u e  n o  h a y  n i n g ú n  t i p o  d e ∞  i n t e r m e d i o  e n t r e ℵ0  y  c .  A h o r a  e s t a m o s

p r e p a r a d o s p a r a e n t e n d e r p o r  l o m e n o s a g r a n d e s  r a s g o s c ó m o  i n t e r v i e n e

a q u í  l a r e l a c i ó n ( 3 ) . E n  l o s ú l t i m o s § d e « C o n t r i b u c i o n e s … N ú m e r o s » — a

t r a v é s d e u n p r o c e s o d e p r o f u n d o r a z o n a m i e n t o t é c n i c o , i m p o s i b l e d e

r e s u m i r — , C a n t o r  l o g r a  d e d u c i r  d o s  g r a n d e s  c u e s t i o n e s :  ( a )  q u e  d e n i n g ú n

m o d o  c  p u e d e  s e r > ℵ0 ,  y  ( b )  q u e  e n  c a s o  d e  q u e  s í  e x i s t a  a l g ú n  c o n j u n t o

i n f i n i t o  q u e  s e a m a y o r  q u e ℵ0  p e r o m e n o r  q u e  c ,  e s t e  c o n j u n t o  t i e n e  q u e  s e r

e l  c o n j u n t o  n o  n u m e r a b l e  Z ,  o  s e a  l a  s e g u n d a  c l a s e  n u m é r i c a .  E s  l a  c u e s t i ó n

( b )  l a  q u e  i n s p i r a  s u  p r i n c i p a l  a t a q u e  a  l a  H .  C . ,  e l  c u a l  c o n s i s t e  e n  u n  i n t e n t o

d e d e m o s t r a r q u e l a s a n t e r i o r e s r e l a c i o n e s ( 2 ) y ( 3 ) s o n e n r e a l i d a d l a

m i s m a ;  e s  d e c i r ,  s i  C a n t o r  p u e d e  d e m o s t r a r  q u e  Z  =  2
ℵ0 ,  e n t o n c e s  p o r  ( b )  s e

p o d r á d e m o s t r a r  q u e n o  e x i s t e  n i n g ú n  c o n j u n t o  i n t e r m e d i o  e n t r e ℵ0  y  c ,  l o

c u a l i m p l i c a r á q u e c = ℵ1 . E s p e c í f i c a m e n t e e s Z = 2
ℵ0  l o q u e n o p u d o

d e m o s t r a r . J a m á s . P e s e a a ñ o s d e e s t r u j a r s e l o s s e s o s d e m a n e r a

i n i m a g i n a b l e . S i f u e o n o f u e e s t o l o q u e l e d e s q u i c i ó e s u n a p r e g u n t a

i m p o s i b l e  d e  c o n t e s t a r ,  p e r o  e s  c i e r t o  q u e  s u  i n c a p a c i d a d  d e  d e m o s t r a r  l a  H .
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C .  l e  d o l i ó  e l  r e s t o  d e  s u  v i d a :  l o  c o n s i d e r a b a  s u  g r a n  f r a c a s o .  E s t o  t a m b i é n

r e s u l t a  t r i s t e  e n  r e t r o s p e c t i v a ,  p o r q u e  a h o r a  l o s m a t e m á t i c o s p r o f e s i o n a l e s

s a b e n  e x a c t a m e n t e  p o r  q u é  C a n t o r  n o  p u d o  n i  d e m o s t r a r  n i  d e s m e n t i r  l a  H .

C . L a s  r a z o n e s  s o n p r o f u n d a s e  i m p o r t a n t e s y  l l e g a n d e m a n e r a c o r r o s i v a

h a s t a  l a  r a í z  d e  l a  c o n s i s t e n c i a  f o r m a l  d e  l a  t e o r í a  a x i o m á t i c a  d e  c o n j u n t o s ,

d e m o d o  b a s t a n t e  p a r e c i d o  a  c o m o  l a s  d e m o s t r a c i o n e s  d e  i n c o m p l e t i t u d  d e

K u r t  G ö d e l  d e s a r r a i g a n  t o d a s  l a s  m a t e m á t i c a s  c o m o  s i s t e m a  f o r m a l .  U n a  v e z

m á s ,  l o s  p r o b l e m a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  s o l o  l o s  p o d e m o s  e s b o z a r  o  s i n t e t i z a r .

L a  h i p ó t e s i s  d e l  c o n t i n u o  y  e l  a n t e s m e n c i o n a d o  a x i o m a  d e  e l e c c i ó n  s o n  l o s

d o s g r a n d e s p r o b l e m a s a c u c i a n t e s d e l a t e o r í a d e c o n j u n t o s t e m p r a n a .

P a r t i c u l a r m e n t e r e s p e c t o a  l a p r i m e r a , e s  i m p o r t a n t e d i s t i n g u i r e n t r e d o s

c u e s t i o n e s  d i f e r e n t e s .  U n a , m e t a f í s i c a ,  e s  s i  l a  H .  C .  e s  v e r d a d e r a  o  f a l s a .  L a

o t r a  e s  s i  l a  H .  C .  s e  p u e d e  d e m o s t r a r  f o r m a l m e n t e ,  o  d e s m e n t i r ,  a  p a r t i r  d e

l o s  a x i o m a s  d e  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s  e s t á n d a r .
400

 E s  l a  s e g u n d a  c u e s t i ó n  l a

q u e h a  s i d o  c o n t e s t a d a  d e f i n i t i v a m e n t e ,  a  l o  l a r g o  d e u n  p e r í o d o  d e  v a r i a s

d é c a d a s ,  p o r  K u r t  G ö d e l  y  P a u l  C o h e n ,  a  s a b e r :

1 9 3 8  G ö d e l  d e m u e s t r a  f o r m a l m e n t e  q u e  l a  f o r m a  g e n e r a l  d e  l a  h i p ó t e s i s  d e l

c o n t i n u o e s c o n s i s t e n t e c o n  l o s a x i o m a s d e Z F S ; e s d e c i r , q u e  s i  l a H . C .

m i s m a  s e  t r a t a  c o m o  u n  a x i o m a  y  s e  a ñ a d e  a  l o s  d e  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s ,

e n t o n c e s  n o  p u e d e  r e s u l t a r  n i n g u n a  c o n t r a d i c c i ó n  l ó g i c a .

1 9 6 3  E n  u n o  d e  e s o s  c o u p s  d ’ é c l a t  s a l i d o s  d e  l a  n a d a  q u e  t a n t o  g u s t a n  a  l o s

e r u d i t o s  d e  l a  c u l t u r a  p o p  y  a  l o s  c i n e a s t a s ,  u n  j o v e n  p r o f e s o r  d e S t a n f o r d

l l a m a d o P a u l J . C o h e n d e m u e s t r a q u e l a n e g a c i ó n d e l a H . C . g e n e r a l

t a m b i é n  s e  p u e d e  a ñ a d i r  a  l o s  a x i o m a s  d e  Z F S  s i n  c o n t r a d i c c i ó n .
401

400  Estas dos cuestiones se colapsan en una solamente si o bien (1) la teoría formal de conjuntos es una
representación o reflejo fidedigno de la verdadera realidad del ∞ y de los conjuntos de tipo ∞, o bien (2) la teoría
formal de conjuntos es esa verdadera realidad, en el sentido de que la «existencia» de un conjunto infinito dado es
única y exclusivamente una cuestión de su compatibilidad lógica con los axiomas de la teoría. Observe, por favor,
que estas son precisamente las cuestiones sobre el estatus metafísico de los entes abstractos que han afligido a las
matemáticas desde los griegos.
401 SEI Si la teoría de conjuntos y la teoría de la demostración no fueran tan increíblemente esotéricas, ya se habría
hecho una película de gran presupuesto sobre la demostración de Cohen y los relatos que la rodean, relatos que los
historiadores de las matemáticas adoran y que se pueden encontrar en una miríada de fuentes bibliográficas. Lo
que es pertinente para nosotros son algunos inquietantes paralelismos con Cantor. Para empezar, Cohen proviene
del análisis funcional y el análisis armónico, áreas que involucran tanto ecuaciones diferenciales como series de
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E s t o s d o s r e s u l t a d o s j u n t o s e s t a b l e c e n l o q u e a h o r a s e c o n o c e c o m o l a

i n d e p e n d e n c i a d e  l a h i p ó t e s i s d e l c o n t i n u o ,  l o c u a l s i g n i f i c a q u e  l a H . C .

o c u p a  u n  l u g a r  b a s t a n t e  p a r e c i d o  a l  d e l  a x i o m a  d e  l a s  p a r a l e l a s
402

 r e s p e c t o

a l  r e s t o  d e  l a  g e o m e t r í a  d e  E u c l i d e s :  n o  s e  p u e d e  d e m o s t r a r  n i  c o n t r a d e c i r  a

p a r t i r d e l o s a x i o m a s e s t á n d a r d e l a t e o r í a d e c o n j u n t o s .
403

 A d e m á s ,

r e c o r d a r á d e l § a n t e r i o r q u e G ö d e l y C o h e n p u e d e n o b t e n e r u n r e s u l t a d o

p a r e c i d o p a r a e l a x i o m a d e e l e c c i ó n , t a n v i t a l p a r a l a s d i v e r s a s

d e m o s t r a c i o n e s  e n d i a g o n a l  d e C a n t o r ; G ö d e l  d e m u e s t r a  q u e  e l  a x i o m a n o

s e  p u e d e  c o n t r a d e c i r  d e n t r o  d e  Z F S / V N B ;  C o h e n ,  q u e  n o  e s  d e m o s t r a b l e  e n

Z F S / V N B .
404

 E x i s t e n , c o m o s e h a m e n c i o n a d o , s i s t e m a s a x i o m á t i c o s

a l t e r n a t i v o s e n l o s c u a l e s l a H . C . y e l A . E . : s o n

d e m o s t r a b l e s / i n d e m o s t r a b l e s  ( p o r  e j e m p l o ,  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s  d e Q u i n e

e s t á c o n s t r u i d a d e t a l m o d o q u e e l a x i o m a d e e l e c c i ó n e s c o n t r a d i c t o r i o

p r i m a  f a c i e ) ,  a u n q u e m u c h o s d e  e s o s  s i s t e m a s d e  c o n s i s t e n c i a  e n r i q u e c i d a

u s a n e l t é r m i n o « c o n j u n t o » d e m o d o s q u e s o n t e r r i b l e m e n t e d i f e r e n t e s

r e s p e c t o  a  l a s  d e f i n i c i o n e s  o r i g i n a l e s  d e  C a n t o r .

L a  h i p ó t e s i s  d e l  c o n t i n u o  p e r m a n e c e  v i v a  d e  o t r a s  m a n e r a s .  E s ,  p o r  e j e m p l o ,

l a  c a u s a m o t i v a d o r a  t r a s  v a r i a s  a x i o m a t i z a c i o n e s  t e ó r i c a s  y  e x t e n s i o n e s d e

m o d e l o s d e l a t e o r í a d e c o n j u n t o s e n l a s c u a l e s l a H . C . y d i v e r s o s

Fourier; es decir, que él también llega a la teoría de conjuntos desde el análisis puro. La cosa se vuelve todavía más
inquietante. La tesis doctoral de Cohen (Universidad de Chicago, 1958) se titula Temas de la teoría de unicidad de
las series trigonométricas. Además, así como Cantor había inventado demostraciones teórico-conjuntistas de tipo
«φ» y diagonal completamente nuevas, asimismo Cohen inventa una técnica de demostración completamente
nueva conocida como forcing, que es prohibitivamente hiper-tecnificada, pero en ciertos aspectos se parece a una
especie  de  inducción  matemática  maniquea  donde  se  pide  que  los  casos  «n  =  1»  y  «k»  tomen  uno  de  solo  dos
valores posibles… Lo cual quizá no se entienda pero no es para nada vital ahora mismo: lo que es hollywoodiense
es que Cohen se pasa a la teoría de conjuntos, inventa y refina su método de demostración, y demuestra la
independencia de la H. C., todo en un solo año.
402 SEI Véanse § 1d y 5b.
403 Este tipo de independencia (que también se puede llamar indecidible) sin duda es importante. Por lo menos
demuestra que los resultados de Gödel acerca de la incompletitud (así como la demostración de Church en 1936 de
que la lógica de predicados de 1.er orden también es indecidible) no están describiendo solo posibilidades teóricas,
que existen realmente auténticos teoremas significativos en las matemáticas que no se pueden demostrar ni
contradecir (extractado de Bunch, pág. 158). Lo cual a su vez significa que incluso unas matemáticas
maximalmente abstractas, generales, completamente formales no van a ser capaces de representar (o,
dependiendo de sus convicciones metafísicas, contener) todas las verdades matemáticas del mundo real. Es este
quebrantamiento de la creencia de que 100% abstracción = 100% verdad de lo que las matemáticas puras aún no
se han recuperado, ni tampoco está claro qué significaría aquí «recuperación».
404 SEI Además, en otra demostración de 1963, Cohen pudo demostrar que incluso si el axioma de elección se
añade a los axiomas de ZFS, la hipótesis del continuo en su forma general sigue sin ser demostrable. Así se
establece que el A. E. y la H. C. también son independientes mutuamente, algo que impactó de nuevo al mundo
matemático.
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e q u i v a l e n t e s s e s u p o n e n
405

 d e m o s t r a d a s o c o n t r a d i c h a s . E s o s s i s t e m a s

e s p e c u l a t i v o s e s t á n e n t r e l o s c o n s t r u c t o s m á s h i p e r a b s t r a c t o s d e l a s

m a t e m á t i c a s m o d e r n a s ,  e  i n v o l u c r a n  e n r a r e c i d o s  t é r m i n o s  c o m o  « u n i v e r s o s

c a n t ó n a n o s o d e 1 .
er

o r d e n » , « c o n j u n t o s c o n s t r u i b l e s o n o c o n s t r u i b l e s » ,

« c a r d i n a l e s m e d i b l e s » , « o r d i n a l e s i n a c c e s i b l e s » , « r e c u r s i ó n t r a n s f i n i t a » ,

« s u p e r - c o m p l e t a c i ó n » y m u c h o s o t r o s  c u y a p r o n u n c i a c i ó n  r e s u l t a d i v e r t i d a

i n c l u s o  s i  n o  s e  t i e n e u n a  i d e a  c l a r a  d e  l o  q u e  s e  s u p o n e q u e  s i g n i f i c a n .
406

P a r a t e r m i n a r , l o m á s i m p o r t a n t e q u e d e b e m o s c o n s i d e r a r e s c ó m o

r e p e r c u t e  l a  i n d e m o s t r a b i l i d a d d e  l a H . C . e n  l a o t r a g r a n c u e s t i ó n : s i  l a

h i p ó t e s i s e s d e h e c h o v e r d a d e r a . N o e s n i n g u n a s o r p r e s a q u e h a y a n

p o s i b l e s  v i s i o n e s  d i f e r e n t e s  a c e r c a  d e  e s t o .  U n  t i p o  d e  e n f o q u e  f o r m a l i s t a  e s

q u e  l a s  d i s t i n t a s  a x i o m a t i z a c i o n e s  t i e n e n  d i s t i n t a s  v e n t a j a s  e  i n c o n v e n i e n t e s ,

q u e  l a  H .  C .  s e r á  d e m o s t r a b l e / d e s m e n t i b l e  e n  a l g u n a s  e  i n d e c i d i b l e  e n  o t r a s ,

y  q u e  e l  s i s t e m a  a  a d o p t a r  d e p e n d e r á  d e l  p r o p ó s i t o  p a r t i c u l a r  q u e  s e  t e n g a .

O t r a  r e s p u e s t a ,  m á s  e s t r i c t a m e n t e  h i l b e r t i a n a ,  s e r á  q u e ,  e n  r e a l i d a d ,  e n  e s t e

c o n t e x t o , « v e r d a d e r o » n o p u e d e s i g n i f i c a r n a d a e x c e p t o « d e m o s t r a b l e e n

Z F S » ,  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  q u e  l a  i n d e p e n d e n c i a  l ó g i c a  d e  l a  H .  C .  r e s p e c t o  a  Z F S

s i g n i f i c a  l i t e r a l m e n t e  q u e  n o  e s  n i  v e r d a d e r a  n i  f a l s a .
407

 U n  i n t u i c i o n i s t a  p u r o

s e r á  p r o p e n s o  a  v e r  t o d o  e l  l í o  d e  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s  c o n  l a s  p a r a d o j a s  y

l a  i n d e m o s t r a b i l i d a d  c o m o  l a  c o n s e c u e n c i a  n a t u r a l  d e  a d m i t i r  d e n t r o  d e  l a s

m a t e m á t i c a s c o n c e p t o s d i f u s o s y n o c o n s t r u c t i v o s c o m o l o s d e c o n j u n t o ,

s u b c o n j u n t o ,  o r d i n a l ,  y ,  p o r  s u p u e s t o ,  ∞  d e  t i p o  r e a l .
408

P e r o s o n l o s p l a t ó n i c o s m a t e m á t i c o s ( a v e c e s t a m b i é n c o n o c i d o s c o m o

r e a l i s t a s , c a n t o r i a n o s y / o t r a n s f i n i t i s t a s ) l o s m á s p r e o c u p a d o s p o r l a

405 Aquí «supuesto» = de un modo especulativo, preguntándose «¿y si?» ( SEI Curiosidad acerca de los «diversos
equivalentes» de la misma frase: la obra de Waclaw Sierpinski en 1934 Hypothèse du Continu da una lista de más
de ochenta proposiciones matemáticas que son equivalentes o reducibles a la H. C. en su forma general).
406 SEI Buena parte de la teoría de conjuntos contemporánea parece incluir discusiones acerca de qué significan
esos términos técnicos y exactamente cuándo y por qué lo hacen (= significar lo que significan, si significan algo (y,
si no significan nada, entonces qué podría significar ese nada, y así sucesivamente)).
407 SEI De nuevo puede ver cómo esta visión formalista incorpora elementos del intuicionismo, el más obvio de los
cuales es la voluntad de olvidar la LTE.
408 SEI La declaración de Luitzen E. J. Brouwer acerca de toda la cuestión de la consistencia y la indecidibilidad en
teoría de conjuntos suena muy aristotélica: «Nada que tenga valor matemático se conseguirá de ese modo; una
teoría falsa que no es detenida por una contradicción es igualmente falsa, del mismo modo en que una negligencia
criminal no reprendida en un juicio sigue siendo igualmente criminal» (Brouwer extractado por Barrow, pág. 217).
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i n d e c i d i b i l i d a d , l o c u a l e s i n t e r e s a n t e , p u e s t o q u e l o s d o s p l a t ó n i c o s

m o d e r n o s m á s f a m o s o s s o n G e o r g C a n t o r y K u r t G ö d e l , q u i e n e s s o n

c o n j u n t a m e n t e r e s p o n s a b l e s d e , p o r l o m e n o s , d o s t e r c i o s d e t o d o e l

d e s c o n c i e r t o . L a p o s t u r a p l a t ó n i c a e n e s t e c a s o q u e d a r e s u m i d a c o n

p r e c i s i ó n  p o r  G ö d e l ,  e n  u n  e s c r i t o  a c e r c a  d e  s u  d e m o s t r a c i ó n  y  l a  d e  C o h e n

r e s p e c t o  a  l a  i n d e p e n d e n c i a  d e  l a  H .  C . :

S o l o  a l g u i e n  q u e  ( c o m o  e l  i n t u i c i o n i s t a )  n i e g u e  q u e  l o s  c o n c e p t o s  y  a x i o m a s

d e l a t e o r í a d e c o n j u n t o s c l á s i c a t e n g a n s i g n i f i c a d o a l g u n o p o d r í a e s t a r

s a t i s f e c h o c o n  t a l  s o l u c i ó n , n o q u i e n c r e a q u e d e s c r i b e n u n a  r e a l i d a d b i e n

d e t e r m i n a d a . P u e s e n r e a l i d a d  l a c o n j e t u r a d e C a n t o r d e b e d e s e r o b i e n

v e r d a d e r a  o  b i e n  f a l s a ,  y  s u  i n d e c i d i b i l i d a d  a  p a r t i r  d e  l o s  a x i o m a s  t a l  c o m o

s e  c o n o c e n h o y  s o l o  p u e d e  s i g n i f i c a r  q u e d i c h o s  a x i o m a s  n o  c o n t i e n e n u n a

d e s c r i p c i ó n c o m p l e t a d e  l a r e a l i d a d ( G ö d e l , « ¿ E n q u é [ … ] C a n t o r ? » , p á g .

2 6 8 .  V e r s i ó n  e d i t a d a  s e m i e x t r a c t a d a  a  p a r t i r  d e  B a r r o w ,  p á g .  2 6 4 ) .

E s  d e c i r ,  p a r a  u n  p l a t ó n i c o m a t e m á t i c o ,  l o  q u e  l a s  d e m o s t r a c i o n e s  a c e r c a  d e

l a  H .  C .  d e m u e s t r a n  r e a l m e n t e  e s  q u e  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s  n e c e s i t a  h a l l a r

u n c o n j u n t o m e j o r d e a x i o m a s c l a v e q u e e l Z F S c l á s i c o , o p o r  l o m e n o s

n e c e s i t a r á a ñ a d i r a l g u n o s p o s t u l a d o s m á s q u e s e a n — c o m o e l a x i o m a d e

e l e c c i ó n —  a  l a  v e z  « e v i d e n t e s  p o r  s í  m i s m o s »  y  c o n s i s t e n t e s  c o n  l o s  a x i o m a s

c l á s i c o s .  S i  e s t á  u s t e d  i n t e r e s a d o ,  l a  v i s i ó n  p e r s o n a l  d e l  p r o p i o  G ö d e l  e r a  q u e

l a  h i p ó t e s i s  d e l  c o n t i n u o  e s  f a l s a ,  q u e  e n  r e a l i d a d  h a y  t o d a  u n a  i n f i n i d a d  d e

∞  a l  e s t i l o  d e  Z e n ó n  a n i d a d o s  e n t r e ℵ0  y  c ,  y  q u e  t a r d e  o  t e m p r a n o  d e b e r í a

h a l l a r s e  u n  p r i n c i p i o  q u e  l o  d e m o s t r a r a .  H a s t a  a h o r a  n o  s e  h a  h a l l a d o  j a m á s

t a l p r i n c i p i o . G ö d e l y C a n t o r m u r i e r o n a m b o s e n e l c o n f i n a m i e n t o ,
409

410
l e g á n d o n o s u n m u n d o s i n c o n f i n e s  f i n i t o s . U n o q u e g i r a , a h o r a , e n u n a

n u e v a e s p e c i e d e v a c í o d e l o f o r m a l . L a s m a t e m á t i c a s c o n t i n ú a n

l e v a n t á n d o s e  d e  l a  c a m a .

409 SEI Hilbert tampoco tuvo un final fácil. Brouwer y Russell, por otro lado, resultaron ser tan longevos que
prácticamente tuvieron que echarlos a garrotazos.
410 SEI En el momento de escribir este libro Paul J. Cohen era el Marjorie Mhoon Fair Professor de ciencia
cuantitativa en Stanford.
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